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1. Wstge

Projektowanie wspolczesnych konstrukeji wymaga coraz czeéciej optymalnego
doboru ksztaltn elementéw poddanych dziataniu obcigzed, powodujacych utrate
ich stateczno$ci. Klasa stoscwanych w prakiyce obcigZen ulegla przy tym znacznemu
rozszerzenin., Pojawila sig konieczno$é badania przypadkéw obeigZenia, w kidrych
dzialajgca sila zmienia swéj punkt przylozenia (wzgledem konstrukeji) oraz zmienia
kierunek dziatania, jak réwnie’ przypadkdw, w ktérych obeigZenie nie ma potencija-
h (zagadnienia niekonserwatywne). Réwniez metody rozwigzywania zagadniefi
statecznofci ulegly zmianie; prosta metoda Bulera (tzw. statyczane kryterium sta-
tecznofci) na ogdt nie moze by¢ stosowane do przypadkéw nickonserwatywnego
obcigZenia konstrukeji, gdzie nalezy stosowaé tzw. kinetyczne kryterium statecznodci
(zagadnienie M. Becxa [1]).

Szereg ogdlnie znanych monografii ap. S, P, TiMosuenkt, J. M. Gere’a [8],
J. NALBSZKIEWICZA [7]1innych podwigconych jest gidwnie badaniu utraty statecznosci
elementéw Sciskanych, chociaz bada sig réwniez nieco inny problem utraty statecz-
nofci preta osiowo rozcigganego, polegajacy na okseéleniu sity krytycznej, przy
ktorej nastgpuje nicograniczony wzrost dlugodci preta. Tego typu zagadnienia nie
beda rozwazane w ninigjszej pracy; zbadamy natomiast mozliwosé utraty statecznodci
preta rozcigganego, wynikajacy ze sposobu zachowania sic sily w trakcie wyboczenia.

W pracy H. ZmGLERA [9] przedstawiono rozwigzanie zagadnienia statecznodci
preta przegubowo podpartego na konicach, obcigionego staly sita P, przylozong
do kefica preta za pomoca szlywnego wspornika o dlugoscei @ 1 stycznego do osi
preta w miejscu podparcia. W prostoliniowym poiozeniu réwnowagi sila P powoduje
rozciaganie osiowe preta; w trakcie wyboczenia w miejscu podparcia pojawia sig
moment proporcjonalny do kata ugiccia preta w tym punkcie. W omawiane] pracy
pokazano, Ze tak w tym jak i w kilku innych prostych przypadkach obcigzenia
rozciggany pret moze tracié siatecznosé.

Celem nasze] pracy jest uogolnienie zagadnienia preta rozeiaganego na przypadek
ogélnego obciaZenia oraz optymalizacje ksztattu tak obciazonego preta. Zbadamy
mianowicie statecznos¢ sprezyécie utwierdzonego preta rozcigganego stala co do
wartosci sila (rys. 1). Zalozymy przy tym, 2e stala rozciagajaca sita P, dzialajaca
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poczatkowo w kierunku nicodkstalconej osi preta, zmienia w trakcie wyboczenia
zaréwno kierunek dziafania jak i punkt przylozenia i moze by¢ silg konserwatywng
tub niekonserwatywna. Istnieje szereg piac poswieconych nie tylko statecznodci

ale i optymalizacji ksztaltu preta fciskanego sila o tak

% ogélnym zachowaniu si¢; wymieni¢ tu moZzna np. prace

ek |1 A. GAEWSKIEGO i M. ZyczkowskEGo [4 i 5] oraz
e M. Farsaapa i 1. TADIBAKHSHA [3]. Natomiast nie znane

S nam sa prace po$wiccone statecznosci i optymalizacji

3 wil) , . ..
™ preta rozcigganego; wynika to zapewne stad, iz wydaje si¢,

Ze pret Tozciagany hie moze traci¢ statecznoéei. Istotnie, tak
fest tylko przy pewnych sposobach obciazenia w trakcie wy-
- boczenia; np. sita eulerowska (o stalym kierunku i punkcie
przylozenia) nie powoduje utraty statecznosci (W sensie
wyboczenia) przy dowolnie duzych jej wartosciach. Jak

| /x[r)w - wykazemy w niniejszej pracy, istnieje wicle waznych prak-
" tycznie przypadkdéw, w ktdérych utrata statecznosci moze
Rys. 1 mie¢ miejsce.

Przyjmiemy podobnie jak w pracy [6], ze nachylenie sily
do koficowego przekroju preta y oraz przesunigcie jej punktu przylozenia e sa
analitycznymi funkcjami strzafki ugiecia f=w (/) 1 kata g =w ({), ktére dla
matych ugie¢ mozna przyja¢ w postaci:

e=py’ (D+3(1),
r=py ()+wy (),

gdzie bezwymiarowe parametry p, 3, g, v okreflaja obcigzenie, y=wfl, x=¢E/l,
b =dy/dx, e=c*[l. Ponadto w sprezyécie utwierdzonym przekroju preta przyjmiemy
proporcjonalnoéé momentu. utwierdzenia M, do kata obrotu g,:

(1.1)

(12) Muzcnqoua

gdzie stata C, charakteryzuje sztywno$¢ utwierdzenia. Wzory (1.1) i (1.2) prowadza
do nastgpujacych ogdlnych warunkow brzegowych:

y©=0,
Y @)=y (gV )x=o0s
gy k=8 loy' D)+ 9y (],
gy’ ) =1 =By’ (1} +wy (D],

w ktdérych wprowadzono bezwymiarowe wietkosci:

s _Ely _J®
- EJO * W'—F‘ lCu 2 g(x)_ JO -

(1.3)

(1.4) B

Zalozono tu stalo§¢ modulu Younga oraz zmiennoé¢ przekroju okreslana przez :
funkeje g (x), opisujaca zmiang momentu bezwladnodci przekroju poprzecznego.
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Jo jest momentem bezwladnosci w okreflonym punkeie x=x,, na ogdl w miejscu
utwierdzenia (x,=0).

Podstawowym rownaniem pozwalajacym na zbadanie statecznodci przedstawio-
nego na rys. 1 preta jest rownanie jego matych drgan poprzeczoych, ktore dla preta
o zmiennym przekroju moze by¢ zapisane w postaci;

o2 W arw aw
(1.5 5 (EJ o )'“P e fm(&)a—ﬁ

W celu zbadania statecznogci ruchu preta wystarczy zalozy¢, ze rozwigzanie réwnania
(1.5) ma posta¢ opisujgca drgania harmoniczne:

(1.6) W D=w(l)e,

ktéra prowadzi do réwnania

=0.

214

an (&y)" =By =y m(x)y=0,

w ktérym m (x) oznacza mase jednostki diugodci preta m(x)=p54 (x); 4 (x) jest
polem powierzchni przekroju poprzecznego, p stalg gestofcig materiatu. W dalszym
ciggu ograniczymy si¢ do przypadku nastepujgcej zale2nofci momenty bezwladnosci
od pola powierzchni:

(1.8) AE)=cJ* b e)=[g®I,

gdzie
c=const, x=const, @X)=AX)/4d,, Ao=A(x).

Wielko§¢ r=1/2 charakieryzuje pret wszechstronnie rdwnomiernie zbieZny, x=1
pret plasko-zbiezny w plaszezyznie prostopadlej do plaszezyzny drgan i x=1/3
pret plasko-zbiezny w plaszezyznie drgaf preta. Przy powyzszych zalozeniach row-
nanie (1.7) moZe by¢ zapisane w postaci '

(1.9) (g»"Y'—By" —8g* y=0,

w ktorej wprowadzono bezwymiarowy kwadrat czestosci:
pdol?

1.10 § =2

{1.10) a B, @

Rozwigzanie fcisle réwnania (1.9) z warunkami brzegowymi (1.3) nawet przy
najprostszych rodzajach funkeji g (x) jest praktycznie niemozliwe; dlatego w dal-
szych czgdciach pracy ograniczymy sie do zbadania statecznodei pigta pryzmatycz-
nego, tzn, zalozymy g (x)=1, oraz znalezienia optymalnych ksztaltéw preta w przy-
padkach ogéinego konserwatywnego zachowania si¢ obcigZenia, opierajac sig na
statycznym kryterium statecznodci (&=0). Nalezy zauwazy¢, e rdéwnanie (1.8)
T0Zni si¢ jedynie znakiem drugiego wyrazm od odpowiedniego rdwnania drgan
preta Sciskanego.
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2. KINETYCZNE KRYTERIUM STATECZNOSCI

W przypadku preta pryzmatycznego (g(x)=1) calka ogélna réwnania (1.9)
jest funkcja

2.1 ¥{(x)=Cyshkx+Cychly x-+Cysink, x4+ Cycosk, x,

' gdiie ki ik, sg pierwiastkami réwnania charakterystycznego

- Jiz
Ko pi? - 7=0, k1=[—;(ﬁ+l/ﬁ2+4i)]1,

2.2) L
o= |y v |

a state C, ..., C, nalezy wyznaczyé z warunkéw brzegowych (1.3). Po prostych
obliczeniach okazuje sie, ze rownanie charakterystyczne okre$lajace czesto$é &
w zaleinosci od sily ciskajgcej f 1 wspdlezynnikéw p, &, 1, v i w, wyrazone przez
zmienne Ky i k; ma dokladnie taka samg postaé jak otrzymane w pracy 7, KoRrDAS
[6] dla analogicznego przypadku sciskania preta. Réwniez warunek, aby pier-
wiastek réwnania charakterystycznego, okreslajacy czestosé drgaf, byt pierwiastkiem
podwdinym (kinetyczne kryterium statecznodei) jest dokladnie taki sam jak
w pracy [6] i nie bedziemy go tu przytaczaé. Zatem otrzymany tam uklad réwnan
na niewiadome k; i k, (%, §) nie ulega zmianie i pozwala wyznaczyé sile krytyczng
1 czestoit krytyczng ze zwigzkdw

(2.3) B=I2—k2, a=klk}.

Uwiklana i skomplikowana postaé réwnan okreslajacych k, i k, nie pozwala na
proste znalezienie niewiadomych przy ustalonych wartoSciach wspdtczynnikéw
7.9, 1, v 1 w. Aby zorientowacé sig, czy mozliwa jest utrata statecznoéci preta rozcia-
ganego przez «flutters przy pewnych wartodciach parametréw, mozna obraé wartosci
ky ik, tak, aby f20, i obliczyé dwa z parametréw p, 9, p, v i w pray pozostalych
réwnych zeru. Przyjmujac np. w=0, v=0, $=0, p#0, p+£0, k, =4, k,=n/2, f=
=13,53, &=139,5 otrzymujemy p= —0,36, u=—0,40. Oczywiicie trudno jest zna~
lez¢ interpretacje fizyczng takiej sily; podany przykiad $wiadezy jednak o tym, Ze
mozliwa jest w naszym przypadku dirata statecznosci przez narastanie amplitudy
drgan.

3. STATYCZNE XKRYTERIUM STATECZNOSCI

Zakladajac w dalszym ciqgu pryzmatycznodé preta obliczymy warto§é sily kry-
tycznej korzystajac z réwnamia rézmiczkowego ugietej osi preta, a wige réwnania
(1.9), w ktérym przyjmiemy czestoéé drgaf réwna zeru =0 oraz g (x)=1:

3.1 =By’ =0.
Calky ogdlna réwnania (3.1) jest funkcia:

(3.2) Y)=Ci+Crx+Cyshy/ B x+Cochy/F x,
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w ktdrej state C, ..., C, wyznaczymy korzystajac z warunkéw brzegowych (1.3)
(jedna z tych statych jest dowolna), Wstawiajac (3.2) do (1.3) otrzymujemy uklad
czterech liniowych 1 jednorodnych réwnad na niewiadome stale:

Ci+Ca=0, C+YFCampyCa=0,
SC1+(94p) Co+($shy/B —shy/F +py/ B chy/B)Cs+
+($chy/B —chy/f +py/ B shyF)Co=0,
VO +(I+p) Co+(9sh Y B — Y/ B chy/ B +uy/B chy/B) Cart
+vehy B —y/ B shy/B +uy B shyF)C,=0.

Uklad powyzszych réwnan ma rozwigzania niezerowe, gdy jego wyznacznik gléway
jest réwny zeru; otrzymujemy w ten sposob rdwnanie przestepne, pozwalajace
obliczy¢ poszukiwang silg krytyczng w zaleznodei od parametréw charakteryzuja-
cych sposob zachowania si¢ obcigZenia oraz parametru y okreélajacego sprezystost
utwierdzenia :

GH VB [t 9= D4 20— p9)1+ b+ B0+ 9+ (pv— u ] -
— By [(u+v)+(pv— N} shy B —v B {l(u+v+H+2(pv—ud)] -
—fy [(p+ B+ (pv—uH]} chy/ f =0.

(3.3)

Rownanie (3.4) mozemy réwniez otrzymaé, korzystajac z wynikdw pracy
Z. KorDAs [6] podstawiajac w przedstawionym tam réwnanin (2.5): kl=i]/ﬁ
( =]/ —1) oraz zmieniajac odpowiednie oznaczenia parametréw a—p, f—9, y>pu,
d—v. Oczywiscie rownanie (3.4) pozwala na obliczenie sity krytycznej tylko dla
pewnych wartofci parametréw, dla kidrych mozliwe jest stosowanie statycznego
kryterium statecznofci. Jak wykazano w pracy [9] jest to mozliwe zawsze w przypad-
kach konserwatywnego zachowania si¢ obcigzenia, tzn, gdy $=1— y, oraz w pewnych
przypadkach obciaZzen niekonserwatywnych. Granice stosowalnoéci statycznego
kryterium statecznosci mogg byé wyznaczone przez przyigcie, ze sita § zmierza do
nieskoniczonofci. Jest to warunek odmienny od stosowanego w pracy [6], bowiem
charakter rownania przestepnego (3.4) jest réwniez inny; posiada ono jeden pier-
wiastek okreslajacy tylko jedna wartos¢ sily krytycznej, Po prostym obliczenin
z rownania (3.4) otrzymujemy warunek

(3.5 P8+ (pr—pud)y=0,

Nie jest on jednak jedynym; jesli bowiein réwnanie (3.5) jest spelnione tosamoscio-
wo, to z rownania (3.4) przy f—co otrzymujemy .

(3.6) p+v+{pv—p9 =0,

Zaleinie od warto§ci parametréw granice obszarn zmiennosci tych parametrow
okre§la réwnanie (3.5) albo (3.6).
Przejdziemy z kolei do omdéwienia szeregu przypadkéw szczegdlnych.
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4. PRZYPADKI SZCZEGOLNE

4.1. Sila skierowana do bleguna

Zalozymy, iz pret przedstawiony na rys. 2 rozciggany jest sila o stalym punkcie
przytozenia i zmieniajacym si¢ kierunku w trakcie wyboczenia, lecz w taki sposob,
aby prosta dzialania sily przechodzita przez staly punkt A, umieszczony na osi
nicodksztalconego preia w odleglodcl @ od utwierdzenia. Odleglos¢ ta jest dodatnia,
edy punkt 4 znajduje si¢ powyiej utwierdzenia, a ujemna, gdy ponizej. Jak wynika
Z Iys. 2

! 1
x=p—d,  omitgd=———y(\)=7 (),  a=dfl,

! .
= ' (1} — == &
x=y' (D= ——r), e=0, i =
a wiec pordwnujge z {1.1) mamy w tym przypadku n : i
| .
1
(4}.) ﬂ:l, VZ—T_’ p=9=0, y/;éO —Ai P:[}J l}:g, ,U';'f
—a ,
i v=—"1f-a)
Réwnanie (3.4) ulega tu uproszczenin porwalajg- -~
cemu na obliczenie sity krytycznej f w zaleinofci =
od parametru «=g/l przez okreslenie zaleznodei
odwrotnej, tzn. aw=a« (f): v .
. L W
tghy/§
‘(4-2) Rys. 2

T VB +yBihyF

Gdy wartoé€ sity zmierza do zera (]/ £—0), to warto§¢ parametru o dazy do 1 nie-
zaleznie od wielkosci y; jesli za§)/f— oo, to oct—>0 rowniez niezaleZznie od w. Silg
krytyezna £ jako funkcje parametréw o i ¥ przedstawiono za pomocg wykresow
na rys. 3. Funkcja f(x) okreslona jest w przedziale (0, 1), co dowodzi, z¢ w przy-
padku bieguna polozonego ponizej ntwierdzenia (x< Q) prostoliniowa postaé preta
jest postacia stateczna dla dowolnie duzych wartosei sily.

b oy )

PR R TP L I R LT~

(<)
XY

P
o

@

K

S
-

Rys. 3
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4.2, Sila o zmieniajgcym sie kierunku i punkcie przylozenia

Zalozmy, iz pret przedstawiony na rys. 4 rozciagany jest sita o punkcie przylo-
Zenia lezgcym stale na nieodksztalconej osi preta i zmieniajacym sig klerunku dzia-
tania. Jak wynika z rysunku, mamy tu nastepujgce zaleznodci:

wh _yD

cos =2 ey, x=01-my'D,

z ktérych otrzymujemy

4.3) p=0, 9=1, p=l-y, v=0, y+0,

Wprowadzono tu nowy parametr 4, tzw. wspélezynnik $ledzenia, ktory jest zdefinio-
wany jako stosunek kata, zawartego migdzy kiernnkiem dzialania sily a nieodksztal-

cong osig preta, do kata nachylenia stycznej @, Na swobodnym koficu preta. Rownanie
(3.4) przyjmuje zatem postaé

(44 YB shyB —n(—py)ch B +4—1=0
lub '

' 1
4.5) o 7=

1+y/B shyf —(1—Bwychyp

Zalezno$t sily krytycznej § od wspdlezynnika éledzenia # przy réznych warto$ciach
y przedstawiono na rys. 5, W szezegdlnym przypadku =1 otrzymujemy dziatanie
sity Sledzgcej, kibra jest tu konserwatywna (poniewaz p-+ 8 —1==0). Nalezy zauwazyé,
2e przedstawiony na rys. 5 sposéb obcigZenia moze byé zrealizowany w praktyce.

&

.
24P
X A4
i
A
p=0, v=0, =1
- (="7n
/ f'\w . e
7 e 7 6 4 s 7
Rys, 4 Rys. 5

Jesli bowiem pret z zamocowang na jego swobodnym koficu sztywna, poprzeczna
plytka, umiescimy w waskim strumieniu plynu poruszajacego sig wzdtuz nicodksztal-
congj osi preta (w dodatnim kierunku osi £), to na plytke bedzie dzialata sita skupio-
na. Jesli ponadto zatozymy, Ze plyn jest idealny, sifa ta bedzie stale prostopadia do
plyiki (stla Sledzaca).

Rozprawy Inzynierskie—9
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4.3. Niekonserwatywna sila nadsledzqea

Sila rozciagajgea Zmienia tu kierunek dziatania (okreflony przez wspé}czynm'k
sledzenia 7), lecz jest stale zaczepiona na swobodnym koficu preta (rys. 6). Parametry
opisujace zachowanie si¢ sily maja nastepujace

wartosci: Y
@.6) p=0, 9=0, v=0, pu=I-gn, w#0,

i nie speiniajg warunku konserwatywnosci g4+ 8- - . 3
—1=0 (z wyjatkiem n=0). Kryterium statyczne _

statecznodci moze tu byé jednak stosowane; row- \
panie (3.4} przyjmuje postad

.7 _(1 ~) VB wshy/F +(1—n)chy§ +n=0. p=0, =

Wykres zaleznosci f= () przedstawiono na rys. 7
dla réznych wartodcl parametru w; funkcja okre-

§lona jest dla > 1. Dla analogicznego przypadku L .
obcigzenia preta sila Sciskajaca, statyczne kry- f 4’54_) 7 -
terium pozwala na obliczenie sit krytycznych dla v
E A : Rys. 6
AA : i
5 —
3
q —
i 2
gL 17
1‘
r! —
a -Sipac- } o
? g 1 2 W
Rys., 7

4.4. Sila zaczepiona na sztywnym ramieniy

Zachowanie sig obciazenia charakteryzuje rys. 8; sila P zaczepiona jest na koitew
sztywnego ramicnia o dlugosdci g, przytwierdzonego stycznie do osi prefa w jego
koficowym przekroju. Parametry okreflajace zachowanie sig obcigZenia s tu
nastepujace:

(4.8) =1, p=a=afl, I=0, v=0, y#£0,
a sitg krytyezng oblczamy z rdwnania

(4.9) «pshy/ B —/F chy/B —ypshy/F +aypy/F chyF=0.
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Wyniki przedstawiono na rys. 9. W pracy H. ZIEGLERA [9] podana jest wartosé sity
krytycznej w tym przypadku obciazenia, gdy ¢ </ i w=0. Przyjmujac w réwnaniu
(4.9) =0 oraz a—0, )/ f~>c0, cighy/pa1 otrzymujemy wynik Zieglera: Py=FEJ/a%
4.5, Pret obcigZony zmieniajqcym sie momentem £
Przypadek ten mie mieci si¢ w przedstawionej
wyZej teorii, poniewaz pret (rys. 10) poddany jest
dzialaniu momentu proporcjonalnego do kata |
nachylenia przekroju konhcowego, a surna sit dzia- ¥
- F=0, v=0, p=1

Iajacych jest roéwna zeru. Zachowanie si¢ -obcig-
zenia mozna opisa¢ nastgpujgcymi parametrami:

5 peee, ae=a/l
{4.10) u=1, p=a=r, 3=0, v=0, w#0;
) ) 4 4
réwnanie linii ngigcia préta ma posiad ST, o
@11 V=0, p(X)=Cy+Cox+Cyx>+Cox?, Rys. 8

Al ' Ai

g

a warunki brzegowe sa nastepujace:
(4.12) y@=0, Y O=wy"O), y'D=efy'd), »"(1)=0.

Z pierwszego 1 czwartego warunkn brzegowego otrzymujemy C; = C,=0, z dwdch
za$ pozostatych ‘

(4.13) C,—2pCy=0, affCy+2(aff— 1) C3=0.

Wyznacznik tego ukladu réwnan przyréwnany do zera prowadzi do réwnania
okreslajacego sife krytyczna:

4.14) B !

%_ (ity)e’
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Dla =0 wynik jest zgodny z rozwigzaniem podanym w pracy [9]. Wykresy za-

leznosci f= ﬁ(oc) i f=f{y) przedstawiono na rys. 11.
- Oprocz  wyzej przedstawionych przypadkéow

£4 szezegdlnych mozliwe jest przytoczenie calego sze-
regu przykiadéw posiadajacych réwniez znaczenie
praktyczne. Zbadanie tych przykladéw na podstawie
: statycznego kryterium statecznosei nie przedstawia
N 5 zadnych trudnofci i polega na ustalenin para-
I metréw p, 9, 1) v oraz obliczeniu sity krytycznej
- o #=0, v=0, y=7 Z réwnania (3.4).
Y p=x
i 5. OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRETA
1) ‘ N ROZCIAGANEGO STLA KONSERWATYWNA
TR v ;

Rys. 10 Problem optymalizacji ksztaltu preta rozcig-

ganego rozwigzemy opierajac si¢ na wynikach prac

A. GAJEWSKIEGO i M. ZYCZKOWSKIEGO [4, 5]; ograniczymy si¢ tu do konserwa-

tywnego zachowania sig obcigzenia, co znacznie ulatwi rozwigzanie zagadnienia.
Wykorzystamy réwnanie ugigtej osi preta w postaci

G0 (gy')" = fy"=0.

Bh ph

Rys. 11

Calkujac dwukrotnie réwnanie (5.1) 1 wprowadzajac nowa zmienna zalezng o (x)
Za pomoca podstawienia

(5.2) v (%)= y(x)+ 7 +7x

(B, i B; sg stalymi catkowania), otrzymujemy réwnanie

(5.3) go'’ —pPo=0
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oraz - [podstawiajac (5.2) do (1.3)] nastepujace warnnki brzegowe:

(1= D2(1) =" (D+(p + o'+ (8~ pyf— v (0)=0,
vo (1)+(u— Do’ ()= (u-+)o’ 0)— (v — myf— vy f)@ (©)=0.

“Problem optymalizacji polega na poszukiwaniu takiej funkcji ¢ (x)=4 (x}/4y,
okreélajacej mmieniajace sie bezwymiarowe pole powierzchni przekroju preta (4,
oznacza pole powierzchni okre§lonego przekroju w punkcie x=x,), aby jego objetosé
byla minimalna:

(5.4)

1
(5.5 V:Aolf @ (x) dx=min
Ly

przy warunku ograniczajacym, zapewniajgcym statos¢ sity krytycznej, okresonej
przez réwnanie (5.3) i warunki brzegowe (5.4). Zgodnie z metoda zaproponowana
przez N. G. Czencowa [2] sprowadzimy tak sformulowany problem Lagrange’a
do zwyczajnego zagadnienia wariacyjnego, wyrazajac funkcje ¢ (x) przez o i o'’
z rownania (5.3) i zwiazku (1.8):

1 1
AN
(5.6) V= Ayl f (;i) dx= f F(v,0") dx=min,
0 4]
Wprowadzajac zgodnie z N. G. CzeNncoweM [2] oznaczenie
aF "y o*
(5'7) p= Jou'’ — AO Kﬁ (‘U”)K+1 >

nadajemy réwnaniu Eulera-Lagrange’a dla funkcjonalu (5.6) postaé
(5.8) ot —ro"'=0.

Catkujac (5.8) otrzymujemy

(5.9) ot —to'=C
lub po podstawieniu (5.7}
C
7 _ to rer :" POVRAE 2 N .
G100y F[A—wv'e +(1+r)e" 1=Cle" "7, C Aol

Rownanie to rézni sig od réwnania (3.5) otrzymanego w pracy [4] jedynie czynnikiem
(—1)*+2 przy stalej C (po przyjeciu f(x)=1). Korzystajac z warunku transwersal-
noéci dla funkcjonatu (5.6) wykazano w pracy [4], ze C=0 w przypadkach ogdlnego
konserwatywnego zachowania si¢ obcigzenia przy ciskaniu. Réwniez w naszym
przypadku stata C musi byé réwna zern; dowod moze byé przeprowadzony ana-
logicznie i nie ma potrzeby przytaczaé go w nipiejszej pracy.

Rownanie (5.10) przy C=0 moze byé scalkowane jeszcze raz:

(5.11) oo RS
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a catka ogélna réwnania (5.11) w postaci funkcji odwrotnej jest nastepujgca:

- do .
(5.12) x=x f C o?l+x) 4 ) G

W przypadkach preta rozcigganego krzywizna o'’ niec zmienia swojego znaku
i vzyskanie rozwigzan jest znacznie latwiejsze niz woéwczas, gdy moie powstad
koniecznoé$é zszywania rozwigzan o réznych znakach krzywizny.

5.1. Pret plasko-zbiezny k=1

W tym przypadku rozwigzanie (5.11) jest bardzo proste:
(5.13) ?J=C1+C2x+c3x2.

-Przyjmuja;c 2 {0)=1, a wiqé Cy=1 (ugiecie okreflone jest z dokladnosciz do dowol-
nego mnoznika), warunki brzegowe (5.4) pozwalaja wyznaczy¢ stale C; 1 Cj:

M'ﬁyf(pv—p3+2p+23—ﬂ—v)+(2y+v—2)
2u+v—2p—8—1

C,=

L4

(5.14)
. Py(utv—p—9H+1

T 2utv—2p—9-1

Optymalny kszialt preta oraz sila krytyczna wyznacrone sa przez rdwnanie (5.3)
oraz warunek g (xp)=1, w ktdrym wartodé x, moze by¢ wybrana na ogét dowolnie:

515 B 1+ Cy x+Cyx?

G135 g ()= 14 C, X+ Cax? ’
2,

5.16 = .

(5.16) 4 1+ Cyx+Cyxs

Wzor (5.16) okresla sile kryiyczna lub, SciSlej méwiac, podstawowa sztywnosé EJy
dla danej sily krytycznej; w przypadkuo sztywnego utwierdzenia =0 poszukiwana
sita krytyczona B nie wystepuje w stalych C, i C5 i wzdr (5.16) jest rozwikiany ze
wzgledu na niewiadomsg. Dla uproszezenia obliczed mozna zalozy¢ x,=0; wéwczas
podstawowa sztywnosé jest okreslona w punkcie utwierdzenia i jest na ogé6t maksy-
malna.

Przyklad 1. Przyjmujac obciazenie przedstawione na rys. 2 (przypadek 4.1) otrzy-
mujemy

5.17 —f— 2y LA [ s ]
I T (FS 7 AT T R ] LT (Re T i

oraz
2(1 —e)
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Otrzymany wynik nie jest poprawny dla dowolnych wartoéei « i y; funkcje g(x)
oraz Bz, w) musza by¢ dodatnie dla 0<<x<1, co narzuca warunki ograniczajace
na parametry o i y: : :

(5.19 ——ga<l.
©-19) ‘ .4 :

Statyczne kryterium statecznoéci moze byé zatem stosowane tylko wéwozas, gdy
polozenie bieguna jest wyznaczone przez nieréwnosei (5.19). Przy sztywnym utwier-
dzeniu zakres stosowalnodci kryterium statycznego dla preta optymalnego ulega
zawezeniu (1/2<a<1) w poréwnaniu z zakresem stosowalnogei dla preta pryzima-
tycznego (0<a<1). Ksztalt przekroju preta optymalnego dla réznych wartosci
parametru o i w=0 przedstawiono na rys. 12.

Przykdad. 2. Dla $ledzgcej sily konserwatywnej (rys. 4, #=1) otrzymujemy

1 1
—_ 2
(520) | g(®=1 1+Wx+2(l+w)x
oraz
1
@29 =T

Optymalny ksztalt preta przedstawiono na rys. 13.

al w=0

Qﬂ\‘) 7 /77 9(5—

Rys. 13

5.2, Pret wszechstronnie réwnomiernie zbiezny (x=1/2)

W przypadku tym rozwigzanie réwnania (5.12) moze by¢ przedstawione w postact
parametrycznej:

1
{(5.22) o=C sin*z, x=C;+C; (z-—a— sinZz).
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Jedli zalozyC, ze warto§¢ parametru z=z, odpowiada x=01 z=2z, odpowiada x=1,
to warunki brzegowe (5.4) prowadzg do roéwnan wyznaczajacych stale €, 1 C,
(C; pozostaje dowolne). Postaé tych roéwnan jest identyczna z otrzymanymi w pracy
[4] rownaniami (4.11), jedli wystgpujacy tam parametr { zastapimy przez (— fy).
Optymalny ksztatt preta i sita krytyczna okre$lone sa réwnaniami

sin*z 3 1
(523) §O=, f=

sintz*’ 4 CZsin*z*’
w ktorych z* oznacza warto$é parametru odpowiadajaca x, i J=J,.

5.3, Pret plasko-zbieiny (x=1/3)

Podobnie jak w przypadku poprzednim rozwigzanie réwnania (5.12) przedsta-
wimy w postaci parametrycznej:

(5.24) v=C;s8intz, x=C3+Crc08z(3—cos?z).

Réwnania okreslajace stale C, i C; otrzymujemy z réwnan (4.14), zamieszezonych
w pracy [4] przez zastapienie parametru { wyrazeniem (— fy). Optymalny ksztatt
i site krytyczna wyznaczymy z réwnan

sin®z 4 1
29 SO s> PTY T
w ktdrych z* okredlone jest jak poprzednio.

Na zakoficzenie nalezy podkreslic do$¢ istotng roznice zachodzgca miedzy
rozwigzaniami probleméw statecznosci pretéw Sciskanych i rozciaganych. Dla pre-
téw Sciskanych otrzymujemy zazwyczaj nieskoficzony cigg wartosci whasnych (sit
krytycznych) odpowiedniego réwnania réiniczkowego oraz odpowiadajacy mu
ciag funkcji whasnych (funkeji uvgigeia); w przeciwiedstwie do tego dla pretéow
rozcigganych istnieje tylko jedna warto§¢ wlasna (sifa krytyczna) i jedna odpowiada-
jaca jej postaé¢ rownowagi.
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Peszmwome

HACCIENOBAHWA VCTOMYMBOCTA MW ONTHMEBAIIAS ©OOPMBI  VIIPYIO
SAKPEIUIEHHOI'O PACTATWBAEMOI'O CTEPXKIA

B paboTte OpeHCcTABNICHO DEMICHHE 30089H YOTONYMBOCTH M ONTEMAZANNY HOPMEI KOECONLHEOTG:
CTEPIKAS, HATPYXCHHOYC NOCTORHAOM pacTATHEAINEH CHIOH, HeHcTByromel wa csobogEOM
ero KOHNE, H;_)e,[g‘lIOJIOXCCHO, YTO CHIIA W3MEHSET B Iponecce HpoOgoIsHOTO HSI‘P[GH. Tak Harrpanncuue=
HNEeHCTBHA, KAK ¥ TOYKY HPHMIIOKCHHS, €e IOBSHEHHE ONPEEeINOT YeTHIPe NAPAMETDEI,

Pemenme 3apavd YCTOHYWRBOCTH oOmupaercd TNABHLIM OGPasoM HA CTATHMECKHH Kpmyepmil
YCTOHYRBOCTH, IPCACTABIEHO TPAHCLCOCHTHOE YPABHCHAE NO3BOIMONES BEMHCHMTL KPHTH-
YECKYIO CHITY.

3apaya onTEMEZANEE (GOPMEL PACTATHRASMOTO CTEPXKHA PEIIEHA B CAYIAS KOHCEPBATHBHOIO
TMOBCHCHES BATPY3KH, OPHMCHAS KIACCHICCKHM BAPHAROHABIE MeTOX, PesyNpTaTel OpefCTABICHE
HA MBOTHX DPHCYHXAX,

SUMMARY

STABILITY AND OPTIMIZATION OF THE FORM OF AN ELASTICA[-,LY
CLAMPED ROD IN TENSION

The paper presents a solution of the problem of stability and optimization of a cantilever rod
acted on by a tensile force at its free end. The force is assumed to change the direction and the point
of application in the process of buckling; its behaviour is determined by four paramefers.

The problem of stability is based mainly on the statical stabifity criterion; critical forces.
are calculated from the corresponding transcendental equation. The problem of optimization
is solved in the case of conservative loading by variational methods, Numerous graphs illustrate:
the results derived in the paper.
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