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ANALIZA STRUKTURY I LINEARYZACJA MODELU 
DRGAŃ KOPARKI JEDNONACZYNIOWEJ(1) 

WACŁAW G I E R U L S K I I ZBIGNIEW S E N D E R (KIELCE) 

W pracy przedstawiono analizę modelu matematycznego części mechanicznej koparki jed

nonaczyniowej wykorzystując podzial na ruch główny i ruch zaburzeń. Model ruchu głównego 

stanowi pożądany ruch elementów obiektu, natomiast modelem ruchu zaburzeń są drgania 

wynikające z niedoskonalości obiektu. Przedstawiono także wyniki symulacji komputerowej 

wybranych ruchów części mechanicznej koparki. 

1. WSTĘP 

Po napisaniu równań modelu matematycznego badanego obiektu pod
daje się je analizie, która ma za zadanie określić zachowanie obiektu w 
różnych warunkach pracy. Jedną z metod postępowania umożliwiającą 
uzyskanie tego rodzaju informacji jest symulacja komputerowa. Roz
wiązuje się wtedy równania modelu matematycznego dla różnych prze
biegów sygnałów wejściowych. Postępowanie takie często jednak nie 
daje dostatecznej informacji o związku między sygnałami wejściowymi 
a ruchem elementów obiektu będącym ich skutkiem. Dla lepszego po
znania tych związków możliwe jest zastosowanie podziału na układy lub 
modele częściowe, tak aby oddzielić różne przyczyny i skutki ruchu. 
Sposób podziału może wynikać ze struktury obiektu i wtedy układy 
częściowe stanowią modele wyodrębnionych elementów obiektu [2, 3]. 
W prezentowanej pracy natomiast, wychodząc z analizy struktury sy
gnałów wyodrębniono model ruchu głównego, czyli ruchu określającego 
pożądaną część przemieszczeń elementów obiektu oraz model ruchu za
burzeń. 

(I)Praca powstała w ramach CPBP 02.13 nr tematu 5.6 
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Ruch zaburzeń stanowią drgania możliwe dzięki odkształcalności ele
mentów analizowanego obiektu. Są to drgania wokół położenia elemen
tów, odpowiadającego ruchowi głównemu. Współrzędne ruchu głównego 
zmieniają swoje wartości w dużych granicach wynikających z wyko
nania użytecznych przemieszczeń, natomiast współrzędne ruchu zabu
rzeń zmieniają swoje wartości w małych granicach wynikających z od
kształceń elementów. Pozwala to na linearyzację równań ruchu zabu
rzeń. 

2. MODELE CZĘŚCIOWE 

Model matematyczny analizowanego obiektu (rys.l) stanowi układ 
równań różniczkowych, często nieliniowych 

Rys. 1. Analizowany obiekt 

n 

(2.1) L ihaij(qj) = Ji(qj, qj, Qk), i = l, ... ,n, k = L.s, 
j=l 

gdzie qj oznacza współrzędne uogólnione, Qk - siły uogólnione, n ':"'liczbę 
współrzędnych oraz s - liczbę sił uogólnionych. 

Współrzędne qj oraz siły Qk przedstawimy jako sumy dwóch skład
ników, z których gJ, QZ stanowią opis ruchu głównego, a Cqj, cQ k opis 
ruchu zaburzeń 

(2.2) 
(2.3) 
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Uwzględnając (2.2), (2.3) równania modelu matematycznego (2.1) 
przyjmą postać: 

n 

(2.4) 'L,(ąJ + cih)ajj(ąJ + cąj) = fi(qJ + cqj!ąJ + cąj,QZ + cQk), 
j=1 

i=l, ... ,n, k=l, ... ,s. 

Qk
O 

Hode I ruchu 
~_-.! 

gtównego 

ql? 
J....--___ ---. 

Qk
O 

Model ruchu 
eQk '--------"---... zaburzeń 

Rys. 2. Podział na modele częściowe 

Złożenie 
rozwio,zoń 

Traktując zmienne ruchu zaburzeń cąj, cQk jako małe, rozwiniemy 
funkcje w równaniach (2.4) w szeregi Taylora wokół zmiennych ruchu 
głównego qJ, QZ· Po zachowaniu tylko liniowych członów, ze względu na 
cqj, cQk, równanie (2.4) rozdzielimy na równania modelu ruchu głównego 
oraz ruchu zaburzeń. 

n 

(2.5) 'L, ąJajj(qJ) 
j=l 

n 

(2.6) L cjiliajj(qJ) 
j=1 

~ O!i(qJ,qJ,QZ) Q ~ .. ooaij(qJ) . + L...J oQo c k - L...Jqj O O cqj, t = 1, ... ,n, k = 1, ... ,s. 
k=1 k j=1 qj 

Równania modelu ruchu głównego (2.5) nie zawierają składników 
małych, natomiast równania modelu ruchu zaburzeń zawierają jedy
nie składniki małe rzędu c. Równania (2.6) są to równania liniowe o 
zmiennych współczynnikach zależnych od współrzędnych ruchu głównego 
ąJ, Q2· Jest to więc pewna linearyzacja równań stosowna dla obiek
tów, w których możliwe jest wyodrębnienie ruchu głównego w zakre
sie dużych przemieszczeń oraz ruchu zaburzeń o cechach małych drgań. 
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Takie postępowanie sprawia, że ruch główny jest jednym z wymuszeń 
drgań w ruchu zaburzeń (rys.2), natomiast ruch zaburzeń nie wpływa 
na ruch główny. Stanowi to wraz z linearyzacją o przybliżeniu metody. 
Dodać należy, że w modelu rzeczywistych obiektów mogą występować 
przypadki, gdy jedynie część współrzędnych posiada niezerowe składowe 
w ruchu głównym i ruchu zaburzeń, pozostałe zaś występują jedynie w 
jednym lub drugim rodzaju ruchu. Tak więc sprzężenie równań modeli 
występuje tylko przez niektóre współrzędne. Wydzielenie ruchu zabu
rzeń opisującego drgania poszczególnych elementów badanego obiektu 
stwarza dogodne warunki dla występowania słabych sprzężeń w równa
niach ruchu zaburzeń, przy zachowaniu sprzężeń w równaniach ruchu 
głównego. Występowanie słabych sprzężeń w ruchu zaburzeń zależne 
jest od struktury i własności obiektu. W przypadku istnienia słabych 
sprzężeń możliwe jest stosowanie metody perturbacji [2, 3] dla znalezie
nia rozwiązań równań modelu ruchu zaburzeń. Zgodnie z tą metodą rów
nania ruchu zaburzeń mogą być rozwiązywane jako niezależne równania 
o jednej niewiadomej, a wyniki rozwiązań kolejnych przybliżeń stanowią 
wymuszenia drgań w następnym przybliżeniu. Liczba kroków (przy
bliżeń) zależy od wymaganej dokładności uzyskiwanego rozwiązania, a 
dla dostatecznie słabych sprzężeń może się okazać, że już w pierwszym 
przybliżeniu otrzymujemy dostatecznie dokładne rozwiązanie. Wtedy 
równania ruchu zaburzeń dla pierwszego przybliżenia metody perturba
cyjnej przyjmują postać: 

(2.7) 

~ o!i(tjJ,qJ,Q2) Q ~ .. ooajj(qJ) . . + L.J oQo c Ic - L.J % o o cqj, 1, = 1, ... ,n, J = 1, ... ,n. 
1c=1 j j=1 qj 

Dokładność wyników uzyskanych przy rozwiązywaniu równań mo
delu matematycznego badanego obiektu przedstawioną metodą podziału 
na ruch główny oraz ruch zaburzeń określa przydatność metody. Nie 
ma możliwości oceny dokładności metodami analitycznymi. Możliwa 

jest natomiast ocena przez porównanie otrzymanego rozwiązania z roz
wiązaniem dokładnym. Jako dokładne rozumie się tutaj rozwiązanie 
otrzymane bez rozdziału równań modelu na ruch główny i ruch zabu
rzeń. Wskaźnikiem oceny może być błąd średniokwadratowy obliczony 
w przedziale czasu (tl, t2) dla wybranych wielkości w przykładowym roz-
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wiązaniu. 

(2.8) 

gdzie ąi( t) oznacza rozwiązanie otrzymane metodą rozkładu na ruch 
główny i ruch zaburzeń, zaś ąi(t) - rozwiązanie dokładne. 

3. MODEL CZĘŚCI MECHANICZNEJ KOPARKI 

Obiektem, który spełnia warunki dogodne dla podziału jego ruchu 
na ruch główny i ruch zaburzeń jest część mechaniczna koparki jedno
naczyniowej. Jej płaski model stanowi układ czterech sztywnych mas 
połączonych ze sobą przegubowo. Masy te stanowią: podwozie z kabiną 
operatora, wysięgnik, ramię i łyżka z urobkiem. W modelu wprowa
dzono sześć zastępczych elementów podatnych o własnościach sprężysto
tłumiących . 

Wi ię nik 

Rys. 3. Model części mechanicznej koparki 
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~Fż, 
Model części 
mechanicznej Xo'Yo 

<P11 <pz, %, 'P4 

Rys. 4. Zależność sygnałów w modelu części mechanicznej 

~ Pz 

u2 cp; 
~ Ruch główny rp; 
~ równania 
u" 3,3-73,8 CP: 
~ 

F. 0 F,0 F.0 r r2 rp~ rp; rp; 2 a 4 

F. 0 

" Ruch zaburzeń [;0 
a równania F,0 _1- 2 3,9 .;- 3,17 

eFż j J 
Złożenie E~ €Xo E.Yo Elp1 ćfP2 ElfJa EfIJ" cp; cp; CfJ4 

ruchów et;. 
° 

Złożenie ruchów 
3,1+3,2 

Fi Fa F.t j j 
Rys. 5. Schemat procedury symulacji komputerowej 

Do opisu ruchu elementów modelu przyjęto sześć niezależnych współ
rzędnych (rys.3). Trzy z nich xo, Yo, <Pl, opisują przemieszczenia podwo
zia, ich wartości zmieniają się w małych granicach wynikających z od
kształcenia elementów podatnych. 

Kolejne trzy <P2, <P3, <P4 opisują względne przemieszczenia wysięgnika 
ramienia i łyżki, ich wartości zmieniają się w dużych granicach wynikają
cych z pożądanego ruchu osprzętu koparki oraz odkształceń zastępczych 
elementów podatnych, umieszczonych pomiędzy siłownikami a wysięgni
kiem, ramieniem i łyżką. Podczas symulacji komputerowej sygnałami 
wejściowymi były przemieszczenia tłoków siłowników U2, U3, U4 oraz siły 
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Rys. 6. Zmiany długości siłowników w eksperymencie komputerowym 

1,0 
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lPz 
li ~ 
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15 
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Rys , 7. Rozwiązania ruchu głównego oraz złożenie rozwiązań 

oddziaływania urabianego gruntu Pl, P2• Sygnałami wyjściowymi były 

natomiast siły działania siłowników F2, F3, F4 oraz współrzędne xo, Yo, 
'Pl, 'P2, 'P3, 'P4 (rys.4). Jako ruch główny przyjęto ruch elementów koparki 
bez odkształceń członów podatnych, natomiast ruch zaburzeń będzie 
wynikał z odkształceń elementów podatnych. Tak więc tylko trzy współ
rzędne będą miały składowe ruchu głównego i ruchu zaburzeń: 

'P2 'P~ + c'P2, 
(3.1) 'P3 - 'P~ + c'P3, 

'P4 'P~ + C'P4· 
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Rys. 8. Ka,ty w ruchu zaburzeń - €i.p1.,€'{J3 

r- "-"\ t 
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Rys. 9. Ka,ty w ruchu zaburzeń - €'{Jt, €'{J4 

Natomiast pozostałe współrzędne będą miały jedynie małe składowe 
wynikające z ruchu zaburzeń: 

(3.2) Xo = €Xo, Yo = €Yo, <Pl = €<PI· 

Równania ruchu głównego przyjmują następującą postać: 

(3.3) cpgA22 + CPgA23 + cP~A24 = B2 + F~ D2 - Ff D3-

- Pl x~ sin <pg + P2X~ cos <pg, 
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IJ: 

1\ 

lIV -
V 

Rys. 10. Przemieszenie pionowe w ruchu za.burzeń 
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Rys. 11. Przemieszczenie poziome w ruchu za.burzeń 

(3.4) cp~A32 + cp~A33 + cp~A34 = B3 + F~ + D3 - FiD4-

453 

t 
10 

t 

1f 

-Plx~sin(ip~ + ip~) + P2X~COS(ip~ + ip~), 
(3.5) cp~A42 + cp~A43 + cp~A44 = B4 + Fi D4-

- Pl x! sin( ip~ + ip~ + ip~) + P 2x! cos( IP~ + IP~ + IP~) 
oraz równania więzów wynikające z geometrii układu 

(3.6) 
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Rys. 12. Zmiany długości siłowników w rozwiązaniu dokładnym i przybliżonym 

(3. 7) a~ + b~ - 2a3b3 cos( a3 + f33 - ep~ - 7r) - u~ - O, 

(3.8) a~ + b~ - 2a4b4 cos( a4 + f34 - ep~ - 7r) - u~ O. 

Natomiast dla ruchu zaburzeń po przyjęciu słabych sprzężeń, równa
nia w pierwszym przybliżeniu (2.7) będą następujące: 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

c1PIau 

cCP2a22 

cCP3a33 

cCP4a44 

cxoa55 

cYOa66 

- -bu - CO<pc<Pl - "'cepl + Pldu + P2d12 , 

-(C22 + d~2C2)c<P2 - (b22 + k2d~2)Cep2 - F~d22, 
-(C33 + d~3C3)c<P3 - (b33 + k3d~3)Cep3 - Ffd33 , 

- -d~4C4c<P4 - (b44 + k4d~4)Cep4 - F2d44 , 

-b55 - COzcXO - kozcxo + Pl, 

- -b66 - cOycyo - koycyo + P2. 

Współrzędne występujące w równaniach ruchu głównego i ruchu za
burzeń (3.3) - (3.17) nie są stałe, są one zależne od zmiennych z ruchu 
głównego ep~, epg, ep~ (1) 

(l)Współczynniki równań (3.3) - (3.17) oraz wartości liczbowe parametrów dla symulacji 
komputerowej podane są w dodatku. 
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Rys . 13. Rozwiązanie dokładne - kąty 1f'2,lf'j,lf': 

Podczas symulacji komputerowej rozwiązywany jest układ równań 
ruchu głównego, a wyniki określają wartości współczynników ruchu za
burzeń. Rzeczywisty ruch jest złożeniem ruchu głównego i ruchu zabu
rzeń, siły działające na siłownik stanowią złożenie sił z ruchu głównego 
Fł, F~ , Fi oraz ruchu zaburzeń cF2, cF3, cF4• 

Przedstawiony model matematyczny posłużył do przeprowadzenia 
symulacji komputerowej wybranych ruchów osprzętu koparki. Proce
dura symulacji komputerowej (rys.5) przewiduje jako sygnały wejściowe 
przemieszczenia tłoków siłowników U2, U3, U4 oraz siły oddziaływania grun
tu Pl , P2• Symulację przeprowadzono dla wybranych przebiegów w cza
sie zmian długości siłowników (rys.6) , przyjęto natomiast Pl = 0, P2 = 0, 
czyli pominięto oddziaływanie gruntu. W wyniku wyznaczono zmiany 
współrzędnych określających położenie elementów koparki z podziałem 
na ruch główny oraz ruch zaburzeń, a także wyznaczono rzeczywisty 
ruch będący ich złożeniem (rys. 7 -11). 

Dla oceny dokładności rozwiązania (otrzymanego opisaną metodą 
podziału na ruch główny i zaburzeń) otrzymane wyniki porównano z 
rozwiązaniem dokładnym. Jako dokładne przyjęto wyniki symulacji uzy
skane na podstawie modelu matematycznego przedstawionego w pracy 
[1]. W rozwiązaniu tym nie stosowano podziału ruchów. Rozwiązania 
obydwoma metodami otrzymano dla takich samych sygnałów wejścio
wych (rys.12) . Oprócz przebiegów w czasie współrzędnych 'P2(t), 'P3(t), 
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Rys. 14. Rozwiązanie przybliżone - kąty <P2, <P3, <P4 
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Rys. 15. Różnica rozwiązań dla kątów <P2 , <P3, <P4 

Tablica 1. 

W spółrzędne lP2 <P3 <P4 yo[m] 
błąd 

średniokwadratowy 0,18 0,04 0,09 0,0006 

[456] 
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Rys. 16. Rozwia,zanie dokładne - przemieszczenie Yo 
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Rys. 17. Rozwia,zanie przybliżone - przemieszczenie Yo 

[457) 
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Rys. 18. Różnica rozwiązań dla przemieszczeń Yo - Yo 

'P4(t), Yo(t) wyznaczono błąd bezwzględny będący różnicą rozwiązań 
(rys.13 - 18). W tablicy 1 przedstawiono błędy średniokwadratowe (2.8) 
dla rozwiązań otrzymanych omówioną metodą. 

4. UWAGI KOŃCOWE 

Wydzielenie i oddzielna analiza drgań może być bardzo wygodna 
w przeprowadzeniu różnego rodzaju optymalizacji. Przykładem może 

być dobór ruchu głównego tak, aby zminimalizować lub odpowiednio 
kształtować drgania elementów obiektu. W przypadku koparki jest to 
opracowanie odpowiednich procedur sterowania siłowników hydraulicz
nych. Podział na ruch główny i ruch zaburzeń przynosi pewne korzyści 
także w procesie numerycznego rozwiązywania równań modelu. Korzy
ści te wynikają z wydzielenia w trakcie obliczeń wielkości małych (ruch 
zaburzeń) a także z faktu, że mimo większej liczby równań są to często 
równania prostsze, co sprzyja zwiększeniu prędkości obliczeń. 

Wydzielenie drgań z ruchu elementów maszyn stosowane jest też w 
innych metodach. Przykładem może być przedstawiona w pracy [4] "me
toda motorów", gdzie wydzielenie drgań następuje na etapie układania 
dynamicznych równań ruchu traktując ruch jako złożony z ruchu uno
szenia i ruchu względnego. Ruch względny stanowią wtedy drgania. 

Przedstawiona alternatywna metoda podziału na ruch główny i ruch 
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zaburzeń wyróżnia się większą. łatwością. przy układaniu równań modelu 
matematycznegop, stanowi jednak metodę przybliżoną. z powodu linea
ryzacji równań ruchu zaburzeń. 

DODATEK. Współczynniki równań (3.3) - (3.17) oraz wartości licz
bowe parametrów dla przykładowej symulacji komputerowej. 

Oznaczenia według rys.3 oraz rys.19. 

Rys. 19. Oznaczenia w modelu koparki - Sl,S2,S3,S4 - środki masy poszczególnych 
elementów 

Wprowadzimy dodatkowe oznaczenia dla równań ruchu głównego: 

gdzie 

A22 = Ag2 + Ag3 + Ag4, A23 = Ag3 + Ag4, A24 = Ag4, 

A32 = A~2 + A~3 + A~4' A33 = A~3 + A~4' A34 = A~4' 
A42 = A~2 + A~3 + A~4' A43 = A~3 + A~4' A44 = A~4, 

1/Jg = cpg, 1/JR = cpg + cp~, 1/J~ = cpg + cp~ + cp~, 

Ag2 - 12 + m2[(x!2)2 + (x~2)21 + m3(xD2 + m4(x~)2, 
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-X;3 sin 1j1g)(x~ cos 1j1g)] + m4[( -x~ sin 1j1g)( -x~ sin 1j1g)+ 

+(x~ cos 1j1g)(x~ cos 1j1g)], 

A~4 - m4[( -x!. sin 1j1~ - X~4 cos 1j1~)( -x~ sin 1j1~) + (x!. cos 1j1~-
-x;. sin 1j1~)(x~ cos 1j1g)], 

A~2 - m3[( -X!3 sin 1j1g - X;3 cos 1j1g)( -x~ sin 1j1g) + (X!3 cos 1j1g-
-X;3 sin 1j1g)(x~ cos 1j1g)] + m4[( -x~ sin 1j1g)( -x~ sin 1j1g)+ 

+(x~ cos 1j1g)(x~ cos 1j1g)], 

A~4 - m4[( -x!. sin 1j1~ - x;. cos 1j1~)( -x~ sin 1j1g) + (x!. cos 1j1~-
-x;. sin 1j1~)(x~ cos 1j1g)], 

A~2 m4[( -x;. sin 1j1~ - x;. cos 1j1~)( -x~ sin 1j1g) + (x!. cos 1j1~-
-x;. sin 1j1~)(x~ cos 1j1g)], 

A~3 - m4[( -x!. sin 1j1~ - x;. cos 1j1~)( -x~ sin 1j1g) + (x!. cos 1j1~-
-x;. sin 1j1~)(x~ cos cp~)], 

A~4 = 14 + m4[(x!J2 + (x;J2], 

B2 = -{ m3~g2[( -X!l cos 1j1g + X~3 sin 1j1g)( -x~ sin cpg) + (-X!3 sin 1j1g

-X;3 cos 1j1g)( x~ cos cp~2)] + m4~g[( -x~ cos 1j1g)( -x~ sin 1j1g)+ 

+( -x~ sin 1j1g)(x~ cos 1j1g)] + m4~r [( -x!. cos 1j1~ + x;. sin 1j1~) x 

x(-x~sin1j1g) + (-x!.sin1j1~ - x;. cos1j1~)(x~cos1j1g)])
-g{ m2(x!2 cos 1j1g - X;2 sin 1j1g) + m3(x~ cos 1j1g) + m4(x~ cos 1j1g)}, 

B3 - -{ m3~f[( -X!3 sin 1j1g - X;3 cos 1j1g)( -x~ cos 1j1g) + (X!3 cos 1j1g

-X;3 sin 1j1g2) ( -.x·~ sin 1j1g)] + m4~f[( -x~ cos 1j1g)( -x~ sin 1j1g)+ 

+( -x~ sin 1j1~)(x~ cos 1j1g)] + m4~t[( -x!. cos 1j1~ + X~4 sin 1j1~) x 

x (-x~ sin 1j1g) + (-x!. sin 1j1~ - x;. cos 1j1~)(x~ cos 1j1g)])
-g{m3(x!3 cos1j1g - X;3 sin 1j1g) + m4(x~ cos1j1g)}, 
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Ja~ + b~ - 2a2b2 cos(a2 + (32 + 1/J~)' 
a3b3 sin( a3 + (33 + 1/Jg - 1/J~ - 11") 

J a~ + b~ - 2a3b3 cos( a3 + (33 + 1/JH - 1/JB - 11") , 
a4b4 sin( a4 + (34 + 1/J~ - 1/Jg - 11") 

J a~ + b~ - 2a4b4 cos( a4 + (34 + 1/J~ - 1/JH - 11") • 

Współczynniki równań ruchu zaburzeń: 
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au = II + mI[(x!J2 + (x~J2] + m2[(xD2 + (X!l COS 1/Jg - X~2 sin 1/Jg)(xD]+ 
+m3[(x~ cos 1/Jg)(xi) + (X!3 COS 1/Jg - X~3 sin 1/Jg)(xi)]+ 
+m4 [( x~ cos 1/Jg) (xi) + (X!4 COS 1/J~ - X~4 sin 1/J~) (xi)], 

[ "O( l o 2· o) . 02 
( 1· o 2 O)] ( 1) bu = m2 1/J2 XS2 COS 1/J2 - XS2 sm 1/J2 + 1/J2 -XS2 sm 1/J2 - XS2 COS 1/J2 xl + 

"O 1 O . 02 l O "O 1 O 2 O +m3[1/J2(x2 cos 1/J2) + 1/J2 (-x2 sin 1/J2) + 1/J3(XS3 cos1/Js - XS3 sin 1/J3)+ 
. 02 1 O 2 O 1 "O 1 O . 02 1 O +1/J3 (-XS3 sin 1/J3 - XS3 cos 1/J3)(xl)] + m4[1/J2(x2 cos 1/J2) + 1/J2 (-x2 sin 1/J2)+ 

+~g(x~ cos 1/Jg) + ~g2 (-x~ sin 1/Jg) + ~~(X!4 COS 1/J~ - X~4 sin 1/J~)+ 
+rp~2 (-X!4 sin 1/J~ - X~4 COS 1/J~)(xi)] + g{ ml(x!J + m2[(xi)+ 

+(X!2 cos 1/Jg - X~2 sin 1/Jg)] + m3[(xi) + (x~ cos 1/Jg)+ 
+(X!3 cos 1/Jg - X~3 sin 1/Jg)] + m4[(xi) + (x~ cos 1/Jg)+ 

+(x~ cos 1/Jg) + (X;4 COS 1/J~ - X~4 sin 1/J~)]), 

dn [( -x~ sin 1/J~) + ( -x~ sin 1/Jg) + ( -x~ sin 1/Jg) + ( -x! sin 1/J~)]' 
d12 = [(x~cos1/J~) + (x~cos1/Jg) + (x~cos1/Jg) + (x!cos1/J~)]' 
a22 12 + m2[(x!2)2 + (x~2)2] + m3(x~)2 + m3[( -X;3 sin 1/Jg - X~3 COS 1/Jg) x 

x(-x~sin1/Jg) + (X!3cos1/Jg - x~3sin1/Jg)(x~cos1/Jg)] + m4(x~)+ 
+m4[( -x~ sin 1/Jg)( -x~ sin 1/Jg) + (x~ cos 1/Jg)(x~ cos 1/Jg)] + 

+m4[( -X!4 sin 1/J~ - X~4 COS 1/J~)( -x~ sin 1/Jg) + (X!4 COS 1/J~
-X~4 sin 1/J~)(x~ cos 1/Jg)], 
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b22 - g{ m2( -X!2 sin 'ljJg - X~2 cos <p~) + m3[( -x~ sin 'IjJ~) + (-X!3 sin 'ljJg
-X~3 cos 'ljJg)] + m4[( -x~ sin 'ljJg) + (-x~ sin 'ljJg) + (-x!. sin 'IjJ~-

-X~4 cos'IjJ~)]} - {P1[( -x~ cos'IjJg) + (-x~ cos'IjJg) + (-x! cos'IjJ~)]+ 
+P2[( -x~ sin 'IjJ~) + (-x~ sin 'ljJg) + (-x! sin 'IjJ~)]), 

C22 = m3[2~g( -X;3 cos 'ljJg + X~3 sin 'ljJg)( -x~ sin 'ljJ2) + 2~g( -x!a sin 'ljJg

-x~a cos 'ljJg)(x~ cos 'IjJ~)] + m4{[2~g( -x~ cos 'ljJg) + 2~~( -x!. cos 'IjJ~+ 
+x~. sin 'IjJ~)]( -x~ sin 'ljJg) + [2~g( -x~ sin 'ljJg) + 2~~( -x!. sin 'IjJ~

- X~4 cos 'IjJ~)] (x~ cos 'ljJg)}, 

Ja~ + b~ - 2a2b2 cos(a2 + (32 + 'IjJ~)' 
13 + m3[(x;3)2 + (x~a)2] + m4[(xD2 + (-X!4 sin 'IjJ~ - X~4 cos 'IjJ~)]+ 

+( -x~ sin 'ljJg) + (X!4 cos'IjJ~ - X~4 sin 'IjJ~)(x~ cos'IjJg)], 

.. o l o . 02 l o l o 2 o b33 = m3['ljJ2( -X2 sin 'ljJ2) + 'ljJ2 (-x2 cos 'ljJ2)] ( -xsa cos 'ljJ3 + xsa sin 'ljJ3)+ 
"0 l o . 02 l o l o 2 o +m3['ljJ2(x2 cos 'ljJ2) + 'ljJ2 (-x2 sin 'ljJ2)] ( -XS3 sin 'ljJ3 - xsa cos 'ljJ3)+ 

"0 l o . 02 l o l o "0 l o +m4['ljJ2( -X2 sin 'ljJ2) + 'ljJ2 (-X2 cos 'ljJ2)] ( -X3 cos 'ljJ3) + m4['ljJ2(x2 cos 'ljJ2)+ 
+~g\ -x~ sin 'ljJg)] ( -x~ sin 'ljJg) + g{ m3( -x!a sin 'ljJg

-x~a COS 'ljJg) + m4[( -x~ sin 'ljJg) + (-x;. sin 'IjJ~ - X~4 COS 'IjJ~)])-
-{H[(-x~cos'IjJg) + (-x!cos'IjJ~)] +P2[(-x~sin'IjJg)+ 

+( -x! sin 'IjJ~)]), 

m4[2~~( -X!4 COS 'IjJ~ + X~4 sin 'IjJ~)( -x~ sin 'ljJg)+ 

+2~~( -X;4 sin 'IjJ~ - X~4 COS 'IjJ~)(x~ cos 'ljJg)], 

a3b3 sin(a3 + (33 + 'ljJg - 'IjJ~ - 7r) 
Ja~ + b~ - 2a3b3 cos(a3 + (33 + 'ljJR - 'IjJ~ - 7r)' 
14 + m4[(x;J2 + (x~J2], 

"0 l o . 02 l o "0 l o m4{['ljJ2( -X2 sin 'ljJ2) + 'ljJ2 (-X2 cos 'ljJ2) + 'ljJ3( -X3 sin 'ljJ3)+ 
. 02 l o l o 2 o "0 l o +'ljJ3 (-x3 cos 'ljJ3)]( -XS4 COS 'ljJ4 + XS4 sin 'ljJ4) + ['ljJ2(X2 cos 'ljJ2)+ 

. 02 1 o .. o l o . 02 l o l o +'ljJ2 (-x2sin'IjJ2)+'ljJ3(x3cos'IjJ3)+'ljJ3 (-x3sin'IjJ3)](-xs4sin'IjJ4-

-X~4 cos 'IjJ~)} + m4g( -X!4 sin 'IjJ~ - X~4 COS 'IjJ~)-
-[P1( -x! COS 'IjJ~) + P2(x! sin 'IjJ~)], 
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a4b4 sin( a4 + (34 + 1/;2 - 1/;g - 7r) 
d44 

- Ja~ + b~ - 2a4b4 cos(a4 + (34 + 1/;2 -1/;~ - 7r)' 
a55 - a66 = mI + m2 + m3 + m4, 
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b~ = m2[~g( -X!2 sin 1/;g - X~2 cos 1/;g) + ~g2 (-X!2 cos 1/;g + X~2 sin 1/;g)] + 
.. o l o . 02 2 o .. o l o 2 o 

+m3[1/;2 ( -x2 sin 'P2) + 1/;2 (-x2 cos 1/;2) + 1/;3 ( -XS3 sin 1/;3 - XS3 cos 1/;3)+ 
.02 l o 2 o ··0 l o .02 l o +1/;3 (-XS3 cos 1/;3 + xSs sin 1/;3)] + m4[1/;4 ( -X2 sin 1/;2) + 1/;2 (-X2 cos 1/;2)+ 

··0 l o .02 l o ··0 l o 2 o 
+ 1/;3 (-X3 sin 1/;3) + 1/;3 (-X3cos1/;3) + 1/;4 (-XS4. cos1/;4 - XS 4. cos1/;4)+ 

+~f ( -X!4 COS 1/;~ + X~4 sin 1/;~)]' 

b~ = m2[~g(x!2 cos 1/;g - X~2 sin 1/;g) + ~g2 (-X!2 sin 1/;g - X~2 cos 1/;g)] + 
··0 l o .02 l o ··0 l o 2 o +m3[1/;2(X2 cos 1/;2) + 1/;2 (-x2 sin 1/;2) + 1/;3 (XS3 COS 1/;3 - XS3 sin 1/;3)+ 

. 02 l o 2 o .. o l o . 02 l o 
+1/;3 (-XS3 sin 1/;3 - XS3 cos 1/;3)] + m4[1/;2(x2 cos 1/;2) + 1/;2 (-x2 sin 1/;2)+ 

+~g(x~ cos 1/;g) + ~f (-x~ sin 1/;g) + ~~(x!4. COS 1/;~ - X~4 sin 1/;~)+ 
+~~2( -X!4 sin 1/;~ - X~4 cos1/;~)] + g(ml + m2 + m4). 

Dane liczbowe dla przykładowej symulacji komputerowej 

II = 7948 kgm2, mI = 14100 kg, 
12 = 2705 kgm2, m2 = 2198 kg, 
13 = 519 kgm2, m3 = 741 kg, 
14 = 93 kgm2, m4 = 571 kg, 
/'i, = 104 . 105Nm, 
Cocp = 312 . 103Nms, 

kox = 20· 105~, koy = 40 .105~, 

Cox = 12 .104~, cOy = 12 . 104 ~ , 
k2 = 20. 105~, k3 = 40 .105~, k4 = 20 .105~, 

C2 - 30 . 104Ns 
- m' C3 - 60 . 103Ns 

- m' C4 = 60 .103~, 
Pl = O, P2 = O, 
a2 = 21°, a3 = 128°, a4 = 118°, 
f32 = 20°, {33 = 38°, {34 = 22°, 

xt = 1,06m, x~ = 4,65 m, x~ = 2,90m, x! = 1,25m, 

X!l = -1,06m, X!2 = 2,27m, X!3 = 0,7m, X!4 = 0,49m, 
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X~3 = O,26m, 

a2 = 1,85m, a3 = 1,8m, a4 = 1,6m, 

b2 = O,6m, b3 = O,7m, b4 = O,5m. 
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Pe310Me 

AHAJUl3 CTPYKTYPhI Ił JIlłHEAPlł3AUJUI MO,nEJIIł KOJIEBAHIłM 
O.nHOKOBIIIOBOrO 9KCKABATOPA 

B pa60Ta IIpeACTaBneH clloc06 aHanH3a MaTeMaTH'IeCKOII: MOAenH MeXaHH'IeCKOH 'Ia

CTH OAHOKOBillOI'O sKcKaBaTopa, HCllonh3yJl pa3AeneHHe Ha 'IaCTH'IHhle CHCTeMhI, BhlTeKa

IO~He H3 CTpyKTyphl CHI'HanOB. qacTH'IHhI CHCTeMhI cocTasnyJlIOT MOAenH Tpe6yeMOI'O 

ABH:lKeHHJI sneMeHTOB 06heKTa H Kone6aHHH, cneAYhllO~HX H3 HeHAeanhHOCTH 06heKTa. 

JlpeAcTasneHhI TaK:lKe pe3ynhTaThI KOMllhlOTepHOH HMHTaU;HH H36paHHhIX ABH:lKeHHH Me

XaHH'IeCKOH 'IaCTH eKCKaBaTopa. 
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SUMMARY 

STRUCTURAL ANALYSIS AND LINEARIZATION OF THE MODEL OF VIBRATIONS 
OF A SINGLE BUCKET EXCAVATOR 

The paper presents a mathematical model of vibration of the mechanical section of a single 
bucket excavator, the motion being divided into the principal and secondary (perturbation) 
components. The principal component represents the desirable motion of the mechanical ele
ments of the structure" the perturbations are due to the structural imperfections. Results of 
computer simulation of several mechanical element s of the excavator are presented. 
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