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l. Uwagi wstępne 

Liczba prac poświęconych teorii stateczności powłok wynosi juź kilka tysięcy; 
przegląd ostatnich osiągnięć W tej dziedzinie podaje praca Z. NOWAKA i M. ŻyCZ
KOWSKIEGO [11]. Zazwyczaj autorzy wyprowadzają wzory na obciąźenie krytyczne 
typu 

(1.1) 

gdzie g, oznacza ogólnie wymiary geometryczne powłoki, Et moduły sprę:i:yste lub 
plastyczne, natomiast m i n ilości półfal powierzchni odkształconej na pewnych 
ustalonych odcinkach. Te ostatnie wielkości powinny być dobrane tak, by zapewnić 
minimum Pk, przy czym zaleca się przeprowadzenie tego doboru drogą prób lub 
sposobami graficznymi. 

Dla zastosowań in:i:ynierskich waźne jest jednak posiadanie WZorów o postaci 

(l.2) 

przy wyznaczonych juź wartościach m i n. W pracy obecnej podamy metodę otrzy
mywania wzorów tego typu, prostych, a zaraZem o dostatecznie duźej dokładności 
na przykładzie promieniowo ściskanych powłok walcowych kolistych. Po zasto
sowaniu analitycznych warunków minil,l1um rozwiążemy mianowicie uzyskane 
równanie przez wprowadzenie uogólnionych szeregów potęgowych pewnego para
metru, charakteryzującego «poprzeczną smukłość» powłoki, a więc jej cienkościen
ność. Dzięki działaniom na uogólnionych szeregach potęgowych będzie moźna 
równieź prostymi wyrażeniami określić inne poszukiwane wielkości, jak np. nie
zbędną grubość powłoki przy danym obciążeniu, granice stosowalności rozwiązania 
z uwagi na wyboczenie sprę:i:ysto-plastyczne itp. 

Problem stateczności promieniowo ściskanych powłok walcowych kolistych 
został w zakresie sprę:i:ystym rozwiązany po raz pierwszy przez R. LORENZA [8], 
następnie przez R. SOUTHWELLA [15] oraZ R. MISESA [9]; rozwiązania te uzyskano 
w sensie wZorów typu [1.1], w oparciu o liniową teorię stateczności powłok (bada
nie "sąsiedniego" położenia równowagi). Pewne próby uzyskania wzorów typu 
(l.2) podjął P. F. PAPKOWICZ [12], następnie D. F. WINDENBURG i C. TRILLING 
[16] oraz H. EBNER [3]; dalsze rozwiązania można znaleźć w monografii [7]. Grani~ 
stosowalności wzorów tego typu badał A. S. AWOONIN (2]. Otrzymane wyniki są 
jednak mało dokładne wobec pominięcia znacznej liczby wyrazów. 
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W ujęciu nieliniowym omawiany problem został rozwiązany niemal jednocześ
nie przez W. A. NAsHA [10] i F. S. ISANBAJEwĄ [6]. W stosunku do wzorów typu 
(1.1) problem komplikuje się tu dodatkowo o tyle, ż<? należy jeszcze znaleźć mini
mum obciążenia przy przemieszczeniach o wartości skończonej . Na drodze nume
rycznej i graficznej stwierdzono, iż ciśnienie krytyczne w sensie teorii nieliniowej 
jest w rOZpatry,:"anym przypadku około 25 % mniej~ze od otrzymanego w oparciu 
o analizę liniową. Różnice niiędzy wynikami obu teorii są tu więc znacznie mniejsze, 
niż np. przy ściskaniu osiowym i wyraźnie prostsze wZory oparte na liniowej teorii 
stateczności mogą być wykorzystane w większości zastosowań inżynierskich przy 
stosownie (ale nieznacznie) podwyższonym współczynniku beZpieczeństwa. Rów
nież nasZe obecne rozważania oprzemy o liniQwą teorię stateczności powłok. 

2. Dobór wzoru pod~tawowego " 

W literaturze można . spotkać dość różnorodne wzory, ' określające na podstawie 
teorii liniowej promieniowe ciśnienie krytyczne dla swobodnie podpartej powłoki 
walcowej. Różnice między poszczególnymi wzorami są przede wszystkim wynikiem 
pominięć, dokonywanych podczas ich ~yprowadzania. Dobór wzo.ru wyjściowego 
dla naszych rozważań jest kwestią zasadniczą, gdyż powinna gó cechować możli
wie duża dokładność, a przy ~ym niezbyt skompliko~ana budowa. ' 

Przytoczymy obecnie kilka takich wzorów typu (1.1), przy czym dla skrócenia 
zapisu wprowadzimy pewne nowe oznaczenia. OznacZymy inian~wi~ie 'przez ; 
bezwymiarowe 9iśnienie krytyczne, 

(2.1) 
----r2 Pk 

s = -V 12 (1 - v2) Eh2 ' 

gdzie r oznacza średni promień powłoki, h 'grubośćścianki,.,Ę i v. moduły sprężystości; 
przez }. oznaczymy «smukłość poprzeczną» powłoki . 

(2.2) 

(współczynnik liczbowy podano tu dla v = 0,3). Definicja ta jest nieco zbliżona 
do definicji smukłości pręta, gdyż jest to stosunek promienia 'powłoki do odpowied
niego promienia' bezwładności elementu ścianki przy uwzględnieniu poprawki 
na walcową sztywność zginania powłoki. 'Przez U = mi i. V = n2 oznaczymy wresz
cie kwadraty ilości półfal po wyboczeniu powłoki, odpowiednio W kierunku obwo-
dowym i osiowym, na długości p6łobwodu. '. 

Wzory LORENZA [8], SOUTHWELLA [15] i MISĘSA [9] 'są mało dokładne. Za naj
dokładniejsze (wskutek najmniejszej ilości pominięć) można uznać wzory podane 
przez K. GIRKMANNA [5]: . 

. . 
(2.3) 

V2}. (U+V"':' I)2 ' 2(1-v)(U-V)V 

s= (U+V)2(U-l) .+ (U-I)}"= (i:r~ V)(U~I)A 
oraz przez W. FLUGGEGO [4] 
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W monografii S. D. PONOMARIEWA i innych [13] moźna znaleźć prosty wzór 

(2.5) 
V 21. (U+ V)2 

s = (U + V)2 U + Ul. ' 

, . 
natomiast w_rozsZetz-onym wyqa)lilJJI4] zI!ajduje się ~zór dokJa4.niejszy 

1 [(U+ V)4 2U3 _ U2] 
(2.6) s = U(U + V)2 - U2-(2 + v)UV+ vV2 V21. + A - A • 

A. S. WOLMIR podaje W monografiach [18) i. [19] prosty wzór (2.5), ą p<?nadt() 
W [19] Za S. W. ALEKSANDROWSKIM [1] 'dokladru6jsZy wzor 

I 

(2.7) 
V2Jr -"-- (U+ YJ2- 1 - 2(v-V+U) 

s = (i:r + V)2 (U - 1) + (U - ' 1) A +' ( U - l)A . 
, ; {~ 

, • j .;~, I 

W. Z. WLASOW [17] po.daje, równanie (str. ~8'l , tłuma;czerue na język niemiecki) 

(2.8) 
V21.(U+f-" 1)2 ;2-(1 ~ v)(U - V)V 

s~(U+ V)2V +,' VI. , ;- .; {U+ V)VI. ' 

gdzie niewątpliwit:J tkwi błąq, bowi.emw mianownikach należy tu czynnik V zastąpić 
przez U [błędne jest juź pod.stawieI}.ie 016. !:l), gdzie:. róźnj.cz~owano względem a za
miast względem P]. Po wprowadzeniu stosownej poprawki wzór (2.8) róźni się juź 
niewiele od (2.3). OczYwiście mo:hla znaleźć jeszcze szereg innych postaci wzoru 
na ciśnienie krytyczntC.)ednai -ni~- będzi~my ich i~ cytowali. 

PeWnym , kryterium dokładności wzoru jest przejście graniczne do powłoki nie
skończenie długiej , dla której, jak łatwo ~wykazać, 'V ~ Ó,U ~ 4. Z dokładniej-
szych wZorów (2.3), (2.4), (2.6) i '(2.7fotrZymuje~y wtedy ' . 

(2.9) " . 
, , 

,~' 

co jest zgodne ż~ zna~y~ ·.r~związaniem dla pierścienia ..kolistego (oc~wiśck z do~ 
kładnością do czYnnika 1 :... v2) ; natomiast ze wZorów (2.5) i (2.8) (po usuni~ciu 
wspomnianego błędu) wynika zbyt duźa Wartość s = 4/1.. 

Dokonamy obeyąie pewnego porównania wzprów (2.3), (2.4), (2.6) i (2.7). W tym 
celu przekształcimy (2.4), (2.6) i (2.7) tak, by upodobnić ich zapis do (2.3). Uwzględ
nimy, iż przy ściskaniu prpmieniowym -V jest zawsze małe wobec U (okoliczność 
tę omówimy szczęgółowo później) i c~ęściowo rozwinieniy,'wzQry (2.4) i ,(2.6) w sZe-
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regi potęgowe zmiennej l / U tak, by uzyskać zgodność mianowników. Ze wzoru 
(2.4) wynika wtedy 

V2)" 
(2.10) s = -,-------,----

(U + V)2(U-l) 

V3)" (U+V- l)2 

(U + V)4 (U - 1) + ... + (U - 1))" -

(l - 2v) U2V 

(U+ V)2 (U -1))" + ... , 
natomiast ze wzoru (2.6) 

V2)" 

(2 .11) s = (U+ V)2 (U - 1) 
vV3)" (U + V - l)2 

(U + V)4(U - 1) + ... + (U - l))" + 

(6+v)U2V . 

+ (U + V)2 (U - 1))" + .... 
Wreszcie zapis wzoru (2.7) można przekształcić do postaci 

(2.12) 
V2)" (U + V - 1)2 2 (1 - v) V 

s = (U + V)2(U - 1) + (U - 1))" + (U - 1))" . 

Porównując (2.3), (2.10), (2.11) i (2.12) stwierdzamy zgodność wyrazów rzędu 

V2AjU3 i U/)" (jest to, jak później wykażemy, ten sam rząd), podobnie rzędu 1/)", 
natomiast różnice występują przy następnym, trzecim z kolei rzędzie V3AjU5 i V/U)". 
We wzorach (2.10) i (2.11) pojawia się składnik rzędu V3AjU5, który jest równy 
Zeru we wzorach (2.3) i (2.12), a pojawiające się we wszystkich wzorach składniki 
rzędu V/U)" (ostatnie) różnią się między sobą nie tylko ilościowo, ale i jakościowo 
[mianowicie znakiem: we wzorach (2.3) i (2.10) są one ujemne, a we wzorach (2.11) 
i (2.12) dodatnie]. W tej sytuacji jako podstawę naszej analizy przyjmiemy wzór 

(2.13) s= 
V2)" (U + V-l )2 

(U+V)2(U-l) + (U-l))" 

który wyróżnia się prostotą, a nie posiadając wyrazu rzędu V/U)" daje wartości 
ciśnień krytycznych, zawarte pomiędzy wynikami wzorów (2.3) i (2.10) z jednej, 
a (2.11) i (2.12) z drugiej strony. W przypadku granicznym powłoki nieskończenie 
długiej wzór (2.13) daje poprawną wartość (2.9). Oczywiście w tym stanie rzeczy 
tylko dwa pierwsze wyrazy uzyskanych przez nas rozwinięć na szeregi potęgowe 
będą posiadały pełną wartość, trzeci wyraz traktować będziemy jedynie jako orien
tacyjny. Dla porównania c!łpdamy również niektóre wyniki, uzyskane w oparciu 
o «pełny» wzór Girkmanna (2.3). 

3. Określenie minimum ciśnienia krytycmego dla powłok średniej długości 

We wzorze (2.13) należy teraz dobrać U i V tak, by więlkość s osiągnęła mi
nimum. Jak łatwo wykazać, pochodna ()s/i> V jest dodatnia w całym zakresie, więc 
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należy przyjąć minimalną wartość V. Zależy ona od długości powłoki i odpowiada 
jednej półfali na tej długości. Oznaczymy ją przez V: 

(3.1) 
v 2 r2 

V -n -~2-
- min - '" [2' 

gdzie l oznacza długość powłoki. Przejdziemy do określenia U. Wielkość ta powinna 
być kwadratem pewnej liczby całkowitej - ilości fal obwodowych na długości obwo
du. Tym niemniej dla dość dużych U można będzie przyjąć, popełniając błąd na 
korzyść beZpieczeństwa, że U ma wartość zapewniającą minimum s beZ względu 
na to, czy jest równa kwadratowi liczby całkowitej, czy też nie. Przyrównując do 
zera pochodną as/aU otrzymujemy równanie 

(3.2) (U + V- I)(U - V - l)(U+ V)3 - (3U+ V-2) }/2,ł2 = O, 

gdzie podstawiono już V = V. Jest to równanie piątego stopnia względem U, co 
stanowi zasadniczą trudność przy rozwiązywaniu. P. F. PAPKOWICZ [12] i H. EBNER 

[3] podają rozwiązanie przy zastosowaniu pominięć znacznej ilości wyrazów, co 
zmniejsza dokładność wyniku. Dla poprawienia dokładności przedstawimy roz
wiązanie w postaci uogólnionego szeregu potęgowego pewnego małego parametru. 
Za parametr ten przyjmiemy 1/)., a więc dokładność rozwiązania będzie wzrastała 
Ze wzrostem cienkościenn9ści powłoki. 

Dla uzyskania rozwinięcia zauważymy najpierw, że przy bardzo dużych ). otrzy
mujemy U5 proporcjonalne do U).2, zatem jedyny interesujący nas pierwiastek U 
jest proporcjonalny do y~; oznaczymy l/~ = y, U/~ = Uy = W i zapiszemy 
(3.2) w postaci 

(3 .3) [W+CV - l)y][W - (V+l)y](W+Vy)3- [3W+(V-2)y]V2=0. 

Rozwiązania będziemy teraz poszukiwali w postaci 

(3.4) 

po podstawieniu (3.4) do (3.3), wykonaniu odpowiednich działań [20, 21 i 22] 
i zastosowaniu metody równych współczynników obliczamy kolejno Wo, Wl> W2, .•• 

i ostatecznie 

(3.5) 

albo po powrocie do zmiennych U i ). 

(3 .6) 
_ . /~ _ 2V - l l4V2+lOV+5 

U - II V). V 3 3 + ./ V .G + .... 
36 II V)." 3 

Podstawienie (3.6) do (2.13) pozwala określić minimalną wartość s. Zastosujemy 
znowu rozwinięcie na uogólniony sZereg potęgowy otrzymując 

(3.7) 
_ _~ ... /VV3 ~2V-I lOy2+2Y+l 

s - Smln - 3 V ). + 3 ). + 9), y V). V3 + .... 

Rozprawy Inżynierskie - 11 
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Pierwszy wyraz tego sZeregu odpowiada wzorom Papkowicza i Ebnera; następne 
poprawiają dokładność wzoru, przy czym różnica jest czasem dość istotna, zwłasz
cza dla powłok o niezbyt dużej smukłości poprzecznej A. 

Dla porównania podamy teraz wyniki, uzyskane na podstawie «pełnego» wzoru 
Girkmanna (2.3). Zamiast równania (3.2) otrzymujemy wtedy 

(3.8) (U+ Y-l) (U - V - l)(U+ y)3 - (3U+ V - 2) y2 A2-

- 2 (l - v) Y(U+ Y) (y2 - U2 + 2UY - 2Y) = O, 

a zamiast (3.6) i (3.7) 

_. / u .( _ _ 2,-7 - 1 14y2+(28 - 18v)Y + 5 
(3.9) U - J' V). v 3 3 + . 1 u .G + ... , 

36 J' VAv 3 

(3.10) _ . _ ~ .. / V{3 ~ 2 Y-l _ 10 V2 - (16 - 18 v) V + 1 
s - Smm - 3 V A + 3 A 9A YVAV3 + .... 

Dwa pierwsze wyrazy szeregów (3.6) i (3.9), a także (3.7) i (3.10) są identyczne, nato
miast w trzecich wyrazach występują różnice. W przypadku wzorów (3.6) i (3.9) nie 
są one zbyt wielkie, rzędu 30 %, co praktycznie oZnacZa różnice we wzorach na U 
rzędu ułamków procenta. Różnice pomiędzy trzecimi wyrazami wzoróW (3.7) 
i (3.10) są większe: wyraz ten we Wzorze (3.7) jest zawsze dodatni, natomiast we 
wzorze (3.10) w zakresie średnich wartości V i przy dostatecznie małym współczyn
niku Poissona v może być ujemny. Tym niemniej różnice te są z reguły pomijalne 
i w dalszych rozważaniach będziemy się posługiwali wzorem podstawowym o mo
żliwie najprostszej postaci (2.13). 

Wzór (3.7) może być słuszny jedynie przy ilości półfal obwodowych niemniejszej 
od 2 na długości półobwodu, czyli U ~ 4; jeżeli z (3.6) wypada U < 4, to należy 
stosować wzór wyjściowy (2.13) z podstawieniem V = V, U = 4: 

(3.11) 
y2A (3 + V)2 

s = 3 (4 + V)2 + 3A 

Ponieważ określona wZorem (3.6) wartość U maleje ze zmniejszaniem się V, czyli 
ze wzrostem długości powłoki, więc powłoki, dla których U = 4, będziemy nazywali 
powłokami długimi. W przeciwieństwie do tego powłokami krótkimi nazywa się 

zaz\-vyczaj powłoki, dla których przesuwność brzegów ma istotne znaczenie; tym 
problemem nie będziemy się zajmowali. Wspomnimy jedynie, iż niektórzy autorzy 
nazywają powłokami krótkimi takie powłoki, które podlegają wyboczeniu spręży
sto-plastycznemu. Rozgraniczenie pomiędzy wyboczeniem sprężystym i sprężysto

plastycznym omówimy szczegółowo, jednak wprowadzenie tu nazwy «powłoka 
krótka» wydaje się niewskazane choćby dlatego, że powłoka długa może również 
podlegać wyboczeniu sprężysto-plastycznemu, a okoliczność ta powodowałaby 
jąkąś sprzeczność w nomenklaturze. 

Zakres stosowalności wzoru (3.7) z uwagi na warunek U ~ 4 omówimy później. 
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4. Projektowanie powłok ze względu na ich stateczność (obliczanie grubości ścianek) 

Stosując działania na uogólnionych szeregach potęgowych możemy bez trud
ności obliczyć Ze wzoru (3.7) grubość ścianki powłoki o średniej długości, wyma
ganą Z uwagi na jej stateczność, czyli przy zadanym ciśnieniu krytycznym Pk. Za
piszemy najpierw (3.7) W postaci 

r2 Pk 4 ]i Y h 2V - l h 
(4.1) V12 (1 - v2) - - = - - + - + 

h2 E 3 2 V l - v2 r 3 V 3 (l - v2) r 

v v 3 
10 V2 + 2 V + l (h)2 

+ 54V2V(I-v2)3/4"7 + .... 

Stosunek h/r jest teraz niewiadomy; przenosząc go na prawą stronę i przekształca
jąc nieco zapis otrzymujemy 

• 5 v 3 

(4.2) Pk (h)2 +2V-l( h ) + 
24EJhVl-v2 = 6VrVl-v2 - 2- 6VrVl-v2 

v v 7 

+ 10 V2 + 2 V + l ( v h )2 + .... 
12 6VrVl - v2 

Poszukiwany wZór na niezbędną grubość ścianki powłoki otrzymamy na drodze 
odwrócenia uogólnionego szeregu potęgowego (4.2). W tym celu naj dogodniej 
jest lewą stronę równania oznaczyć np. przez y, a powtarzające się po prawej stro
nie wyrażenie w nawiasie przez x. Stosując wzory wyprowadzone w pracy [22] 
otrzymujemy ostatectnie 

(4.3) ~=6VVI-V2[( Pk )+_2V-l( Pk )~+ 
r 24EJ/3 V l - v2 5 24EY 3 V l - v2 

u ~ 4 . 

8 V2 - 128 V + 17 ( Pk )5 ] + ./ + .... 
300 24Ey3 V 1- v2 

Przy v = 0,3 możemy zamiast (4.3) napisać 

(4.4) ~ ~ 1,035 ;: (~,:6)f[HO,02707(1-19,74 ;:)(~:'6l + 

+0,001038 ( 1 - 74,31 ;: + 45,84 ~)( ~~? +.j 
Nie stwarza rówmez trudności określenie bezpośrednim wzorem ilości półfal 

na półobwodzie odpowiadającej wyboczeniu powłoki. Deparametryzacja układu 
równań (3.6) i (3.7), czyli wyrugowanie A i uzyskanie zależności U = U (s) nie pro
wadzi Wp~ost do celu, ponieważ w wielkości s (2.1) występuje nie znany tu sto-
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sunek h/r. Natomiast z definicji smukłości poprzecznej A (2.2) po podstawieniu 
(4.3) i wykonaniu dzielenia wynika 

(4.5) l ( Pk )-i-[ 1 - 2Y( Pk )+ 
,1.= V{3 24EV 31h - y2 1-.5 24EV3}11 - y2 -

v v 2 

_ 1 - 16V - 8V2 ( Pk )5 ] 
60 24EV3 }11 - y2 + ... , 

a po podstawieniu do (3.6) otrzymujemy ostatecznie 

(4.6) 

l v 

(
Pk )-5 7(1- 2V) 

u= + + 
24EV3}11 - y2 30 

v v l 

113 + 388V+ 392V2 ( Pk )5 
+ 900 24EV3 }I 1 - y2 + .... 

Zajmiemy się jeszcze powłokami długimi. Wzór (3.11) napiszemy teraz w postaci 

(4.7) / 
r2 Pk j./2}112(1 - y2) r (3 + Y)2 h 

l 12 (1 - y2) - - = v - + ---:--;===== 
h2 E 3 (4+ V)2 h 3 }I 12 (1 - y2) r 

Jest to równanie trzeciego stopnia względem niewiadomej h/r, mianowicie 

(4.8) 
(3 + V)2 (h)3 V2 h Pk 

36 (1 - y2) -;- + 3 (4+ V)2 -;- - E = O. 

Wo~ec tego, iż równanie to ma już postać kanoniczną, a wyróżnik jest dodatni, 
otrzymanie rozwiązania ścisłego nie przedstawia trudności: 

h 
(4.9) 

r 

Dla celów praktycznych czasem wygodniej jest skorzystać z rozwinięcia w szereg 
zamiast Ze ścisłego wZoru (4.9). Możemy otrzymać różne rozwinięcia w zależności 
od tego, którą wielkość przyjmiemy za zmienną, a którą za parametr. Najprostsze 
rozwinięcie otrzymujemy odwracając (4.8) względem h/r przy założeniu małej war
tości stosunku Pk/E. Wynik oClwrócenia możemy zapisać w postaci 

~ _ v v 2 (~) _ 9 V (3 + 17)2 (4 + y)8 (~)3 
(4.10) r - 3V(4+V) Ey3 4(1 _ y2) EV3 + 

81 Y (3+ y) (4+ V)14 ( Pk )S 
+ 16 (1 - y2)2 EV3 + .... 
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Okazuje się jednak, źe rozwinięcie to jest całkowicie bezwartościowe. Wykaźemy 
mianowicie w p. 5, że powłokę można traktować jako długą tylko przy dostatecznie 
dużej wartości Pk/EV3 (rzędu 0,03), a już przy tej wartości zmiennej sZereg (4.10) 
jest rozbieżny. Znaczenie praktyczne ma natomiast szereg względem zmiennej 
EV3/pk, który najłatwiej otrzymać przez rozwinięcie (4.7). DWa pierwsze wyrazy 
(przy dodatkowym pominięciu małej tutaj wartości V wobec 3 lub 4) dają dogodny 
wzór przybliżony 

(4.11) h ]t3/ Pk [ li 1- 11
2 (EV3)~] - ~ 4 (1 - 112) -E 1 - 3 _ -- • 

r 72 V2 Pk 

Dokładność tego Wzoru jest Z reguły wystarczająca, tym bardziej że współczynnik 
przy następnym wyrazie szeregu jest równy Zeru. Przy 11 = 0,3 możemy zamiast 
(4.9) napisać 

(4.12) h (Pk)} [ (Er6 )~] -; = 1,538 E 1 - 1,040 Pk/6 . 

Gdy dane jest działające na powłokę ciśnienia promieniowe p, to we wzorach 
(4.3), (4.4), (4.7), (4.9) i (4.10) należy podstawić Pk = pj, gdzie j jest realnym 
wymaganym stopniem bezpieczeństwa z uwagi na stateczność powłoki, powięk
szonym o około 30 % wobec korzystania z liniowej teorii stateczności, określającej 
jedynie górne ciśnienie krytyczne. 

5. Rozgraniczenie między powłokami długimi i o średniej długości 

To ważne rozgraniczenie zakresu stosowalności poszczególnych wzorów, mianowi
cie (3.7) od (3.11), (4.3) od (4.7) itd., możemy określić dwojako. Ściśle rZecz biorąc 
należałoby porównać wzory (2.13) Z podstawieniami U = 4 i U = 9. Jednakże 

wtedy nie otrzymalibyśmy ciągłego przejścia pomiędzy wzorami dla powłok dłu
gich i powłok średniej długości. By przejście takie otrzymać, rozszerzymy nieco 
zakres powłok średniej długości aż do wartości U = 4 otrzymywanej Z równania 
(3.2). Tak więc poszukiwaną krzywą graniczną określi równanie 

(5.1) 

Wynika stąd wzór ścisły 

(5.2) 
_ (4+ Y)3/2 .. /9 - y2 

).- V V 10+ V . 

Dla zastosowań praktycznych dogodniejsza jest znajomość funkcji odwrotnej, 
V = V (}.), czyli l/r = l/r(}.), ponieważ okreŚla ona graniczną długość powłoki. 
Ścisłe przedstawienie tej zależności w postaci zamkniętej nie jest możliwe. Jednakże 
rOZWijając (5.2) w uogólniony szereg potęgowy zmiennej V, 

(5.3) 
~ ~ 13~ v 

}. = Vy 10 + 5 Y 10 - 1200 Y 10 V + ... , 
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i dokonując odwrócenia [22] uzyskujemy prosty WZór 

u 12 Vlo 468 1011 Vlo 
(5.4) V = SA + 25,12 + 125,13 + 

który możemy również napisać w postaci 

l .. 4/ -5- _[ 39 1193 ] 
(5.5) -; = re JI 288 V A 1 - 10 V 10,1 + 2000,12 + ... 

lub wobec (2.2) w postaci 

(5.6) _,l = re ... 4/ 5 
(1

2
-4 v

2
) ( 'h)+ [1 __ ~=3=9==- ~ + 

JI 10 V 120 (1 - v2) , 

1193 h2 l 
+ 24000 (1 - v2) -;z + "' . . 

W przypadku v = 0,3 Ze wzoru (5.6) wynika 

(5.7) + ~ 2,0730 ( ~ ) + (1 - 0,3732 : + 0,05462 :: + ... ) . 

Wzory (5.2), (5.4) i następne określają granice stosowalności WZorów (3.7) i (3.11), 
czyli wzorów określających ciśnienie krytyczne. Przy problemie projektowania 
powłok stosunek hl, nie jest znany i wzory powyższe nie są bezpośrednio przydatne. 
Należy wyeliminować nie znaną tu wielkość A, podstawiając (5.2) do (4.5). Otrzy
mujemy najpierw wzór ścisły 

(5.8) 
Pk _2V3(7+2V)y' 12(I - v2) ... / lO+V 
E - (3 - V)(4+ V)912 JI 9 - V2 ' 

a znacznie ważniejszą dla zastosowań praktycznych funkcją odwrotną określimy 

przez wykonanie działań na uogóblionych szeregach potęgowych. Rozwinięcie 

funkcji (5.8) ma postać 

Pk. / 7VlO u ( 383 u 6997 u ) 

(5.9) E = V 12 (1 - v2). 2304 V3 1- 840 V+ 22400 V2 + .... 

Przy 11 = 0,3 po podstawieniu (2.2) możemy zamiast (5.9) napisać 

Odwracając ten szereg otrzymujemy poszukiwane rozwinięcie 

(5.11) + ~ 1,7678 ( ~ rl- -0,4243 (~) {- + 0,4596 ( ~) + + ... . 

Wzory (5.8) i (5.11) rozgraniczają obszary stosow:alności wzorów (4.4) i (4.7) względ
nie (4.10). 
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6. Ograniczenie ze względu na sprężystość wyboczenia powloki 

Przy zwiększającej się grubości ścianki lub zwiększającym się danym ciśnieniu 
zewnętrznym wyboczenie powłoki zamiast sprężystego stanie się sprężysto-plastycz
ne. W pracy obecnej nie będziemy roZWażali wyboczenia sprężysto-plastycznego, 
natomiast podamy granicę stosowalności wyprowadzonych wzorów z uwagi na 
założoną stosowalność praWa Rooke'a. 

Naprężenie krytyczne w ściance powłoki (obwodowe) wynosi 

(6.1) 

tatEm oznaczając granicę sprężystości (proporcjonalności) przy ściskaniu przez S 
otrzymamy równanie ograniczające sprężystość wyboczenia W postaci 

h 
(6.2) 

r 
Pk 

s' 

Zajmiemy się najpierw powłokami średniej długości. Podstawiając (6.2) do (3.7), 
wobec (2.1) i (2.2) otrzymujemy 

!...- _ ~ "li Iv {3 ~ 2)"/ - 1 10y2+2Y+l 
(6.3) E .1.- 3 V A + 3 A + 9.1. v'VA {3 + .... 

Równanie to potraktujemy jako określające zależność S/E = f(A) przy parametrze 
V i odwrócimy [22]. Ostatecznie otrzymujemy 

(6.4) _ 24/3 
V I3 (S)-+ 22/3 2Y-l(S)-~ 

.1.- 31/2 V I E + 35/2' Vl/3 E + ... , 

a przy ')I = 0,3 możemy zamiast (6.4) napisać (po obliczeniu odwrotności) 
2 

h (/S)3 2:n;2r2 - /2 /S 
(6.5) ---;: = 1,0591 rE - 0,01611 rl rE + .... 

Szereg ten określa granicę stosowalności wzoru (3.7), mianowicie największą war
tość stosunku h/r, przy której jeszcze można tym wzorem określić ciśnienie krytyczne 
s względnie Pk. Przy problemie projektowania powłok grubość ścianki h nie jest 
znana, ale możemy ją wyrugować korzystając z (6.2). Ostatecznie znajdziemy 

(6.6) 
Pk 

E 
31/2 v' 12 (1- ')12) (!...-)~ _ 11'12(1 - ')12) • 2 V-l (!...-)2 

24/3 VI/3 E 4.33/2 V E + ... , 

czyli przy ')I = 0,3 

(6.7) ~ ~ 1,0591 (~)i (~)+ .,- 0,01611 2><2':2-/2 (~r + .... 



168 MICHAŁ ZYCZKOWSKI 

Wzory te określają największe ciśnienie krytyczne, przy którym wyboczenie powłoki 
jest jeszcze sprężyste. 

Przejdziemy do powłok długich . Podstawiając (6.2) do (4.6) otrzymujemy rów
nanie kwadratowe niezupełne względem h/r, skąd 

(6.8) 
h 6111 - '112 -. / S V2 

--;:- = ~V V E - 3(4+V)2' 

albo 

(6.9) 
V3 3+V 

A = _ . --===::== 
3 .... / S V2 

JI E - 3(4+ y)2 

Rugując wreszcie h/r przy wykorzystaniu wZoru (6.2) otrzymujemy ograniczenie 
przy projektowaniu powłok, czyli przy danym ciśnieniu krytycznym Pk: 

(6.10) 
Pk 6 V 1 - '112 S -. / S . V2 

E=~V EV E - 3(4+ V)2' 

Jest to największa wartość ciśnienia krytycznego odpowiadająca sprężystemu wy
boczeniu powłoki długiej J 

Praktycznie biorąc w powyższych wzorach należy podstawiać wartość granicy 
sprężystości S podwyższoną w przybliżeniu o 30 % wobec stosowania liniowej 
teorii stateczności i podwyższonego stopnia bezpieczeństwa j. 

7. Ograniczenie ze względu na cienkościenność powloki 

Przy danym ciśnieniu krytycznym Pk, gdy poszukiwany jest stosunek h/r, mo
żemy w wyniku otrzymać tak dużą wartość tego stosunku, że stosowanie teorii 
powłok cienkościennych przestaje być uzasadnione. Graniczną wartość ciśnienia 

można również określić, co pozwoli Z góry ocenić, Z jakiego typu powłoką będziemy 
mieli do czynienia. 

Oznaczmy graniczną wartość stosunku h/r przez 1]; często przyjmuje się 1] = 0,1, 
choć przy wymaganiu większej ścisłości obliczeń ta wartość graniczna może być 
znacznie mniejsza. Założymy, że granica sprężystości materiału S jest tak wysoka, 
iż rozgraniczenie między powłokami cienko- i grubościennymi leży jeszcze w zakre
sie wyboczenia sprężystego. Graniczną wartość Pk/E można obliczyć wprost ze 
wZorów (4.2) lub (4.6), podstawiając hlr = 1]. Otrzymujemy mianowicie-dla powłok 
średniej długości 

Pk _ VV 5/2 2V - 1 3 10y2+ 2V+ 1 7/2 

E - . / 1] + 1] + . / v 1] + ... , 
3V 3(1_'112)3/4 18(1-'112) 108v6V(l-v2i I4 

(7.1) 

natomiast dla powłok długich 

(7.2) 
Pk (2 (3+ V)2 
E 3 (4+ V)21] + 36 (l ~ '112) 1]3. 
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Powyźej tych wartości ciśnień krytycznych będziemy mieli do czynienia z powło
kami grubościennymi. 

Nalety jednak podkreślić, źe dla większości materiałów konstrukcyjnych linie 
(7.1) i (7.2) leżą juź W zakresie wyboczenia nie sprężystego, W związku z czym 
muszą ulec modyfikacji. Przyjmując jako moźliwie prostą hipotezę roboczą, iż 

przy wyboczeniu niesprętystym moduł E nalety zastąpić pewnym modułem El Za
leŹllym tylko od naprężenia krytycznego (6.1), otrzymujemy zależność typu 

(7.3) 
Pk v 

(

Pk) = f(V,r)). 
El -

'YJ 

Przy danej zaleźności El(Pk/'YJ) = E1«(fk) można określić krzywą graniczną w sposób 
efektywny. Przez f( V, 'YJ) nalety tu oczywiście rozumieć prawe strony równań (7.1) 
lub (7.2). 

8. Zestawienie wyników 

Zestawienie wyników przy S/E = 0,001, 11 = 0,3, 'YJ = 0,1 podają rys. 1 i 2. Ry
sunek 1 odnosi się do obliczania ciśnienia krytycznego, a więc przy danej geometrii 
powłoki, natomiast rys. 2 - do projektowania powłok przy założonym ciśnieniu 
zewnętrznym. 

W przypadku projektowania powłok istotną róźnicę wprowadza niespręźystość 

wyboczenia. W pracy obecnej nie zajmowaliśmy się wyboczeniem spręźysto-pla

stycznym, jednak obok linii ciągłych, określonych na podstawie wzoróW wypro
wadzonych w pracy, liniami przerywanymi zaZnaczono przypuszczalny przebieg 
krzywych granicznych w zakresie wyboczenia niesprętystego. 

Rysunki 1 i 2 dają łatwą orientację co do możliwości zastosowania odpowiednie
go wzoru, określającego ciśnienie krytyczne bądź wymaganą grubość ścianki powłoki. 

9. Przyklad liczbowy 

Zaprojektujemy powłokę walcową kolistą przy założeniu, że promlemoWe ciś~ 

nienie krytyczne Pk = 100 kG/cm2• Jest ono równe ciśnieniu danemu, pomnoźo
nemu przez współczynnik beZpieczeństwa, stosownie powiększony ze względu 

na posługiwanie się liniową teorią stateczności powłok. Długość powłoki wynosi 
l = 2m, promień r = 1m, stałe materiałowe E=2.1·106 kG/cm2, S = 4200 kG/cm2 

oraz 11 = 0,3. Będziemy prowadzili obliczenia zasadnicze i sprawdzające z dość 
dużą dokładnością, aby zilustrować stopień zbieŹllości szeregów i błędy popełniane 
przy przybliżeniach. 

Z rysunku 2 wynika, iź przy Pk/E = 0,0000476, lIr = 2, powłoka będzie naleźała 
do powłok średniej długości i będzie podlegała wyboczeniu spręźysto-plastycznemu. 
Jednak odpowiednia krzywa na wykresie 2 odpowiada wartości parametru SIE = 

= 0,001, a ponieważ w naszym przypadku S/E = 0,002, więc sytuacja może ulec 
zmianie. Istotnie, ze wzoru (6.7) wynika wartość graniczna 

Pk li = 0,00005338 - 0,00000101 + '" = 0,00005237, 
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zatem dana wartość stosunku PkJE jest mniejsza od wartości granicznej i wybocze
nie powłoki będzie wyboczeniem sprężystym. 

Parametr V dla danej powłoki wynosi V = n2J4 = 2,4674. Ze wzorów (43) 
i (46) obliczamy wymaganą grubość ścianki h i odpowiedni kwadrat ilości półfal 
obwodowych na długości półobwodu U: 

tir 

15 

10 

/ 
/ 

/ 
/ 
I 

h 
- = 0,025494 (1 - 0,03344 - 0,00151 - ... ) = 0,024603, r 

h = 24,603 mm, 

U = 23,536 - 0,918 + 0,163 - .. . = 22,781. 

q-,....ftJkl (lt!nhU5{Ief)'"le 

(J(uV,c, 
wyDaz.enle spręz!jSTe 

F-bwfokl Clenl< ościenne 
średniej rJlugoSci. 

wyboczeme spręz!JSTo- p/aSTlJCzne 

Rys. 

PowIoki cienkoSoenna. 
średniej dlugośc,. 

wyboczenie sp""ysTe 

Naprężenie krytyczne (6.1) wynosi zatem 

100 I 

(Jk = 0,024603 = 4064,5 kGJcm2 

i zgodnie z poprzednio dokonanym obliczeniem jest mniejsze od założonej granicy 
sprężystości materiału S. 
Powłoka jest więc zaprojektowana. Przejdziemy do obliczeń sprawdzających 

i porównawczych. Ze wzoru (2.2) wynika A. = 134,31, a korzystając z szeregów 
(3.6) i (3.7) otrzymujemy 

. U = 23,958 - 1,312+ 0,133 + ... = 22,779, 

s = 0,23784+ 0,01953 + 0,00231 + ... = 0,25968. 

Różnica wartości U w stosunku do obliczonej poprzednio szeregiem (4.6) wynosi 
zaledwie 0,01 %, natOIniast Ze wzoru (2.1) wynika Pk = 99,894 kGfcm2, więc róż

nica wynosi tu 0,106%. 
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Dla porównania podamy jeszcze wyniki czterech innych obliczeń wartości C1S

nienia krytycznego. Ze wzoru podstawowego (2.13) przy U = 22,781 , V = 2,4674 
wynika s = 0,25988, czyli Pk = 99,971 kG/cm2 - róZnica 0,029 % w stosunku do 
wartości założonej, a 0,077 % w stosunku do obliczonej WZorem (3.7). Z «pełnego» 
wzoru Girkmanna (2.3) otrzymujemy s = 0,25893, czyli Pk = 99,605 kG/cm2 ; 

różnica wynosi 0,366 % w stosunku do wartości obliczonej wzorem (2.13). Ze wZoru 
Papkowicza-Ebnera, odpowiadającego pierwszemu wyrazowi szeregu (3.7), wynika 
s = 0,23784, Pk = 91,492 kG/cm2 ; różnica 8,51 % w stosunku do wartości zało
żonej. Wreszcie uwzględnimy fakt, iż U ma być kwadratem liczby całkowitej: naj
bliższy kwadrat wynosi oczywiście U = 25, wtedy Ze wZoru (2.13) otrzymujemy 

L/r 

15 

10 

5 

o 

PowIoki cienkościenne. 
dtugie, 

wyboczenie sprężysTe 

PowItJ. i cipnkościenne. 
średniej długości. 
wyboczenie sprąiysTt! 

QOODC5 

I 
\ 
\ 

Powfcla cienkośc:enne, , Powfoki 
(}fugie. , 9rubościenne 

wybocle",e spręiYS'o -plas 'ljCzne \ 

------

PowfokI c,enkQ.5C,enne 
średnIej atugosCl, 

wyf>l)Cl~n,e ' pre zyslO- plas'ljCzne 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\. 
\ 

\. 

-------
\ 

O.OC()1 e, IE 

Rys. 2 

s = 0,26248, Pk = 100,971 kG/cm2 ; rOZl11ca 0,971 % W stosunku do wartości Za
łożonej , a 1,077 % w stosunku do obliczonej na podstawie szeregu (3.7). 

Zwrócimy uwagę na fakt, iż różnice w stosunku do wzoru Papkowicza-Ebnera 
są znacznie większe niż różnice między wynikami innych wzorów, w szczególności 
od różnic wynikających stąd, iż U nie jest kwadratem liczby całkowitej. Oczywiście, 
różnica w stosunku do wzoru Papkowicza-Ebnera zmniejsza się wraz ze zmniejsza
niem się danego ciśnienia p k, gdyż wtedy wzrasta «smukłość poprzeczna» powłoki. 

10. Uwagi końcowe 

W rozpatrywanym przypadku obciążenia róZnice między wynikami liniowej 
i nieliniowej teorii stateczności powłok nie są zbyt znaczne i wyprowadzone wzory 
mogą służyć w praktyce przy stosownie zwiększonym stopniu bezpieczeńst~a. 

Mogą one również znaleźć zastosowanie przy obliczaniu powłok wzmocnionych, 
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np. przy określaniu optymalnego rozstawienia żeber wtJl1acniających. Istnieje rów
nież możliwość częściowego wykorzystania wyprowadzonych wzorów przy ujęciu 
nieliniowym, np. przez założenie ilości półfal obwodowych, określonej prostym 
wZorem (3.6). 
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Pe310Me 

AHAJUn YCTOJ!lqJffiOcrn: QIfJUmAPIfl.JECKI1X OEOJIOl.{EK, IIOABEP)l(EHHbIX 

PAAIfAJIbHOMY OKATIfIO, METOAOM OEOEJ.I:(EHHblX 

CTEIIEHHbIX PjJAOB 

IIpHBOp;HMl>le B IDnepaType <pOpMyJlhI BhrpalKalOT, 06hl'iHO, KpI1TR'leCKOe ,IJ,aBJIeHHe ,IJ,mr 060-

llO'lKIł B <PYHKlWH He TOJlhKO reOMeTpHH 060JIO'lKH H rrOCTOIDłHhIX MaTepHana, HO TaKlKe KOJIH

'IeCl Ba OKpylKHhIX H oceBhIX nOJTyBOJIH m Ił n, B03HHKalOJ.IIllX npl1 Bhmy'lHBaHlIJi. AJIlI: 3<p<peKTHB

HbIX paC'leTOB He06xo,lUlMhm nO,l:\60p 3TIDC rrapaMeTpOB TaK, 'lTO 6hI KpIłTH'leCKOe ,IJ,aBJIeHl1e ,IJ,OC

TIłrJIO MHHIłMYMa, rrpR'leM nO,l:\60p peKOMeH,IJ,yeTCII np0l13BeCTI1 'IKCJIeHHhIM l!'JtH rpa<pH'leCKHM 

MeTO):\OM. 

B HaCTOJlm;eit pa60Te IrpHBO)lHTCII MeTO,IJ" ,IJ,ocTaTO'UlO TO'lHOrO, aHaJlJłTR'leCKOrO oIrpe,IJ,eJIeHHH 

3Ha'leHHit napaMeTpoB m H n, KOTophm ,IJ,eTaJIbHO 06CYlK,I:\aeTClI Ha npHMepe pa,lUlaJIbHO ClKa

ThlX KpyroBhIX l.\HJIHH,IJ,pH'leCKlłX 060JIO'leK. CpaBHHBaeTCII HeCKOJIbKO <pOpMyJI ,IJ,mr KPRTH

'lec Koro ,IJ,aBJIeHl1I1, IrpRHl1Mall B Ka'leCTBe OCHOBhI aHaJlli3a <poPMYJIy (2.13), KOTopalI He3-

Ha'łl1TeJIbHO paJHI1TCII OT <pOPMYJIbI K. rnpKMaHHa (2.3). Allil ynpomeHl1ll, B :noit <poPMYJIe 0603-

Ha'leHO m2= U, n2= V, a 6e3pa3MepHhle BeJIH'lHHhI $ Ił J. OIrpe,IJ,eJIlIIOTClI <popMyJIaMR (2.1) H (2.2). 
IIp0I13BO,IJ,Hall Kpl1TH'leCKOrO ,IJ,aBJIeHl1I1, no V - rrOJIOlKRTeJlhHa, TaKHM 06pa30M ,IJ,JIII paC'IeTOB 

CJIe):\yeT IrpI1ID1Th HaHMem.mee B03MOlKHoe 3Ha'leHRe V; 3TO 3Ha'leHl1e oIrpe,IJ,emreT <poPMYJIa (3.1). 
IIpHpaBHeHl1e K HyJIlO IIpOIł3BO,IJ,HOH no U npHBO,lUlT K anre6paH'leCKOMY ypaBHeHl1lO IHlTOit CTe

rreHR (3.2). 3TO ypaBHeHl1e pemaeTClI rryTeM pa3JIOlKeHl1l1 B pll,IJ,hl rro HeKOTOpoMY MaJIOMY rrapa

MeTpy l/J.. IIOJIY'laIOTclI .pOPMYJIbI, BhlpalKalOIT\He I1CKOMhle BeJIH'łHH.hl U Ił $, B BH,IJ,e 0606m;eH

HhIX CTerreHl1hlX pll,IJ,OB (3.6) H (3.7). Op,HaKo, BeJIR'lHHa U He MOlKeT 6hITh MeHhme 4; B CJIJ'lae, 

KOr,IJ,a H3 <POPMYJIbI (3.6) nOJIyqaeM U < 4, CJIe):\yeT npRHlITh U = 4, 'lTO IrpOBO,l:\HT K <poPMYJIe 

(3.11) (,I:\JIHHHhle 060JIo'lKH). 

B n. 4, 6JIaro,IJ,apll rpHMeHeHHIO ,IJ,eHCTBl1it Ha 0606Il\eHHhlX CTerreHBhIX pll,IJ,ax [22], BhffiO,IJ,lITClI 

<pOPMYJIbI ):\JIjI: He06xo,IJ,HMoit TOJIlIUllibI CTeHKIł 060JIO'lKI1, IIpH ,IJ,aHHOM KpHTH'leCKOM .n;aBJleHHH. 

B rr. 5, ,IJ,aeTClI: paJrpaHl1'leHRe MelK,IJ,y ,l:\JtHHHhIMR 060Jlo'lKaMH H 060JIO'lKaMR Cpe,IJ,Heit ,IJ,JIHHhI 

R TO KaK npH orrpe,IJ,erreHHH KpRTH'leCKOrO ,IJ,aBrreHl1l1: B <PYHKl.\HR reOMeTpHH 060JIO'lKH, TaK H 

Irpli rrpeKTRpOBaHHH 060JIO'leK Ha ,IJ,aHHOe KpIłTH'leCKOe ):\aBlleHl1e. 06cylK,IJ,alOTClI: TaKlKe orpa

II1i'leHRll, HMell: BBlł,l:\y rrpe,l:\llOJIOlKeHRe yrrpyroCTH Bbrny'lHBaHl1I1 H rrpe,l:\llOJIOlKeHl1e TOHKOCTeH

HOCTH 060JIO'lKIł. 

CorrOCTaBJIeHHe pe3yJIhTaTOB ,IJ,aeTClI: Ha pHC. 1 li 2. B pa60Te npHBO,IJ,RTClI: TaKlKe 'lHCJIOBO.lł 

npHMep, IłrrrrioCTPl1PYlOITIRH CTeneHb CXO,l:\l1MOCTH pll,IJ,OB H rrorpemHOCTH IrpOH3BO,IJ,lłMbIX npl1-

6rrRlKeHHit. KaK IrpaBI1JIO 3ThI norpeDIHocrn lI:BJIlIlOTClI MeHbme O,l:\HOrO npo~eHTa. 

Summary 

STABILITY ANALYSIS OF RADIALLY COMPRESSED CYLlNDRICAL SHELLS, 

BY MEANS OF THE METHOD OF GENERALIZED POWER SERIES 

Formuałe given in the literature express usually the criticał pressure for a shell in function of 

not onły the geometricał and materiał characteristics but ałso the number of circurnferential and 

axiał semiwaves, m and n, that are formed during buckling. For actuał computation, it is necessary 

to select these parameters in such a manner that the criticał pressure is minimum. It is recommend

ed to do this by numericał or graphicał methods. 

In the present paper is proposed a method for a sufficient1y accurate anałytic deterrninatioll 

of m and n. It is discussed in detail by means of an example of radially compressed circular cy

łindrical shełls. A few formułae expressing the criticał pressure are confronted, the equation 

(2.13) being adopted for anałysis. This equation differs insignificant1y from the formuła of K. Girk-
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mann (2.3). It is denoted, for simplicity m2 = U, n2 = V. The dimensionless quantities s and ). 
are determined by Eqs. (2.1) and (2.2). 

The derivative of the critical pressure with respect to V is positive, therefore the least possi
ble value of V should be assumed for computation. It is determined by Eq. (3.1). Setting 
equal to zero the derivative with respect to U, we obtain a fifth-order algebraic equation (3.2), 
which is solved by means of expansion in series of a smali parameter for which 1/ ). is assumed. 
Formulae are obtained expressing the required values U and s in the form of generalized power 
series (3.6) and (3.'7). However, the quantity U cannot be less than 4. If U < 4 is obtained from 
the equation (3.6), we must assume U = 4, which leads to the formula (3.11) (long shells). 

In Sec. 4, by applying operations on generalized power series [22], equations are derived for 
the necessary wall-thickness for a prescribed critical pressure. In Sec. 5 distinction is made between 
shells of great and medium length in the case in which the critical pressure is sought-for in function 
of the dimensions of the shell and also for the purpose of shell design for a prescribed critical 
pressure. Also the limitations are discussed imposed by the assumption of elastic buckling and 
a thin-walled shell. 

Figs. 1 and 2 surnmarize the results. A numedcal example ilIustrates the convergence of the 
series and the approximation errOIS. These errors are, as a rule, less than one per cent. 
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