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1. Uwagi wstępne 

Zagadnienie dużych ugięć (l) nieliniowej sprężyście membrany rozważane było 

w pracy OOQVISTA [1] oraz w pracach autora [2] i [3]. W pracy [2] zagadniellie to 
. rozważane było w związku z analogią sprężystą dla membran pełzających, podaną 

przez autora, w pracy [3] zaś stanowHo fragment bardziej ogólnych rozwiązań dla 
membran sprężysto-pełzających Z matedału o złożonym prawie fizykalnym. W związ

ku z tym przedstawioną pracę uważać należy Za uzupełnienie wyżej wymienionych. 
W pracy [1] OOQVIST rozważał w zasadzie błonowe pełzanie płyt kołowych, 

jednak stosowane przez niego formalne związki geometryczne dla odkształceń 

odpowiadają, w istocie rzeczy, stanom natychmiastowym odkształcenia. Utożsa

mianie w tych związkach odkształceń i przemieszczeń z prędkościami odkształceń 
i prędkościami przemieszczeń, jak to czyni ODQVIST, prowadzi do niezgodności 
wyIlliarowej Ze względu na czas, co wynika z llieliniowości tych związków. Oczy
wiście, dopuszczalna jest w tym przypadku interpretacja odkształceń natychmiasto

wych jako odkształceń pełzania w stanie przejściowym, sam jednak przebieg procesu 
pozostaje nieokreślony ; znany jest jedynie jego efekt końcowy. 

OOQVIST stosował do rozwiązania omaWianego zagadnienia metodę szeregów 
potęgowych, podobnie jak dla liniowego zakresu sprężystości membrany uczynił 
to HENCKY [4]. OOQVIST nie sp<:łnił jednak równania nierozdzielności w sposób 
wyraźny, nie wprowadzając do rozważań tego równania w ogóle, a jedynie wyzna
czając współczynniki rozwinięcia w szereg potęgowy na podstawie porównania 

odpowiednich wyrażeń dla odkształceń. 

W świetle powyższych spostrzeżeń autora porównanie wyników rozwiązania 

Odqvista z istniejącymi i wielokrotnie sprawdzonymi rozwiązaniami innych autorów 
dla naprężeń w zakresie sprężystości liniowej jest utrudnione. Zgodność wyników 
dla tego szczególnego przypadku uzyskana przez autora stanowić może sprawdzian 
poprawności rozwiązania. Mowa tutaj o współczynnikach rozwinięcia w szere g 
potęgowy rozwiązania dla naprężeń. Rozwiązania dla liniowej sprężyście i ściśliwej 
membrany znajdują się w pracy WOLMIRA [5]. 

(1) Duże ugięcia w sensie teorii Karmana zwane również umiarkowanymi. 
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2. Równania nieliniowej membrany kołowej 

Rozważamy duże ugięcia membrany kołowej wykonanej z materiału nieściśli

wego, nieliniowo-sprężystego, dla którego słuszny jest związek pomiędzy składo
wymi tensora odkształcenia e a składowymi dewiatora naprężeń s w postaci 

(2.1) 

Tutaj q; jeśt funkcją określającą nieliniowość związku i wyraża się w postaci po
tęgowej poprzez intensywność naprężeń (f e: 

(2.2) 
3 

(/) = - Aam - I 
2 e , 

gdzie A i m są stałymi. Przyjmujemy m za liczbę naturalną większą od 1. Dla m = l, 
-t;P = const = 3 A/2, a prawo (2.1) określa liniową sprężystość. 

Zakładamy, że membrana jest utwierdzona na brzegu r = R, gdzie R jest promie
niem membrany, i obciążona stałym ciśnieniem normalnym o intensywności p. 
Ze względu na kołową symetrię związki geometryczne dla odkształceń odpowiednio 
w kierunku promieniowym i kierunku obwodowym mają postać 

(2.3) 

gdzie u, w są odpowiednio składowymi przelI'ieszczeniami w kierunkach promie
niowym i poprzecznym (ugięcia). Z warunku nieściśliwości otrzymujemy odkształ
cenie poprzeczne 

(2.4) 

Zmiany grubości h membrany nie uwzględnia się w naszych rozważaniach. Jest 
to uzasadnione tym, że w rozważanej teorii zakłada się, iż tensor odkształcenia 
jest mały. Warunek nieściśliwości nie wprowadza tutaj istotnej zmiany, a nawet 
wpływa na zmniejszenie ogólnej deformacji membrany (ugięcia są mniejsze aniżeli 
dla membrany ściśliwej). 

Równanie fizyczne (2.1) daje odkształcenie w postaci 

(2.5) 

lub też w formie 

(2.6) 

jeśli wprowadzimy skłMowe tensora naprężeń (f. 

Równania równowagi membrany kołowej sprowadzają się do następującego 

układu : 

d 
(2.7) dr (rar) - (f", = 0, 

(2.8) 
dw pr 

(fr dr = - 2h' 

gdzie h jest grubością membrany. 
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Wprowadzając bezwymiarowe wielkości 

(2.9) 
w 

W=h' 
p (R)2 

C=4h' 

otrzymamy {przy wykorzystaniu równania (2.7» naprężenia 

(2.10) 
z 

ar = C-, 
e 

a równanie (2.8) przyjmie postać 

(2.11) 

dz 
z'=-

de' 

dw e 
de z 

Intensywność naprężeń wyrażoną przez naprężenia można zapisać w formie 

(2.12) 

gdzie oznaczono 

(2.13) Q = 3 ( ; r -6 : z' +4 z'2. 

Na podstawie wzorów (2.12) i (2.13) wyrazimy funkcję tJ> jak następuje: 

(2.14) 
3 

tJ> = - ACm-1.Qł<m-l) 
2 ' 

a wprowadzając ją do wyrażeń dla odkształceń (2.6), otrzymamy 

e = ~ ACm Qł(m-l) (4Z' - 3"':'). 
lp 2 e 

Spełniając warunek nierozdzielności odkształceń membrany 

(2.16) 
d 1 (dw)2 
dr (relp) - er = - T dr ' 

. przedstawimy go za pomocą (2.8) w postaci 

(2.17) 
delp 1 p (W)2 

2 de + e (elp - er) = - 2C de ' 

a następnie wprowadzając odkształcenia według wzorów (2.15) otrzymujemy 
ostatecznie 

p 
y = ACm+ 1 ' 

Układ równań (2.11) i (2.18) formułuje problem stanu naprężenia i przemiesz
czenia nieliniowo-sprężystej membrany kołowej wraz z odpowiednimi warunkami 
brzegowymi. 

Rozprawy Inżynierskie - 10 
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3. Metoda rozwiązania. Warunki brzegowe. Rozwiązanie dla naprężeń 

Rozwiązanie -równania (2.18) przedstawiamy w postaci szeregu potęgowego 

(3.1) 
00 

z = .2: ZH!i+l. 
i=O 

Podstawiając powyż'szy szereg p.o równania (2.18) otrzymujemy warunek, który 
musi być spełniony ~la ka-żdeg6 e: Daje to z kolei układ równań algebraicznych 
liniowych o postaci 'rekurencyjnej, z którego wyrazić można wszystkie współczynni
ki przez pierwszy współczynnik szeregu. Ten ostatni wyznaczamy z warunku brze-
gowego. -., 

Rozwiązanie problemu wymaga sprecyzowania warunków brzegowych dla mem
brany. Mamy do dyspozycji trzy takle warunki: 

l) . na :brieg~ '~embiany; 1zn: dla: e = 1, przemieszczenie promieniowe 

(3.2) u(l)=O lub [Qł<m- o (4Z 1 -3 ;)L=l=O, 
2) na brzegu membrany, tzn. dla 12 = 1, ugięcie 

(3.3) W (1) = 0, 

3) w środku me~brany, tzn. dla e = b, naprężenia p~winn; być sobie równe: 

(3.4) [ar - a!p]e=O ~ ~., lub J [rzl - .!....] = o. 
e e=O . . ~ . \ 

II' • 

?odstawiając szereg (3.1) do równania (2.18), otrzymujemy następujący warunek, 
ktQnr musi być spęłniony g.la każdego e: , . . ~ 

(3.5) 
00 

L [8ąi + (m - 1) hi +YCie] et = 0, 
«=0 

gdzie oznacZono 

k ' 1 k 

ak= .2: i(i+l)ztQL1' QÓ=z[{'-1,.Q1= 2kz2}; [i(m+l)-2k]QtQLu 
i=O o i=1 

' k 

a1 = .2; (i+l)z(zk_i, 
«=0 

k 

(3.6) bk ~ .2; (4i+ 1) Zi Q:-i~ 
i-O 

k 

a2 = .2; Zi Zk_i, 

i=O 

k 

a~ = .2; (i+l) (k - i+l) ZiZk_i, 

i=O 

k 

Q: = .2; Qi Q~-I' 
i=O 



DU:::E UGIĘCIA SPRĘZYŚCIE N IELINIOWYCH MEM BRA N KOŁOWYCH 

l l l k 

Ck = - O Ck' CÓ = l , cfc + --;;o }; C?cfc-i = 0 , 
Co . o i= l 

1 k 

cg = z~, c~ = kz 2; (3i - k) Zi cLi' 
° i= 1 

147 

Przyrównując do siebie współczynniki sZeregu (3.5) przy tych samych potęgach 
zmiennej e otrzymujemy kolejno 

y 
Zl = - 2[8+2(m - l)]z~+1' 

(3.7) 
16 + (m-l) (4m + 25) 

Z2 = - y2 24 (m + 3) [8 + 2 (m - 1)]2 z~mf3' 

{8 (9m + 43)+ (m '- 1)[(m - l) (36m2+ 437m+ 1325) -
- (12m3+ 111m2 - 113m - 1502)]} 

, , \ 

W ten sposób szereg (3 .1) stanowi roiwiązanie rozwaźanego problemu dla na
prężeń . 

Jako szczególny przypadek rozwaźymy membranę liniowo-sprężystą . Dla niej 
m = l (I/> = const); na podstawie wzorów (3.7) otrzymujemy 

(3.8) 
y2 

zo = ----
2 '6820" • Zo 

13y3 
0 _ 

Z3 - --- ---OS' 
144· 83 Zo 

Wartości powyższych współczynników ' są zgodne z podanymi przez WOLMlRA [4]. 

Współczynnik Zo znajdujemy z warunku brzegowego (3.2), który po podstawieniu 
szeregu (3.1) można napisać w postaci 

(3.9) 

gdzie oznaczono 
k 

(3.iO) dk = }; (4i+l) ZtQLi' 
( =0 

Z warunku (3.9) otrzymujemy 

(3.11) 2 (zo + 5z1 + 9z2 + 13z3 + ... ) Z~-1 + (m -1)' [6z1 z~-l + 

+ (9m + 10) ~ z~-2 + 6Z2Z~-1 + ł8(m + 3) ZlZ2Z~-2 + 

+ (9m2 - 6m ~ 28) zrz;;z-3 + 8z3 Z;;Z-l + ... ] = 0, 
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skąd, podstawiając wartości współczynników Zł> Z2, Z3, . . . według (3.7), obliczyć 

możemy Zo z dowolną dokładnością. 

Szczególny przypadek liniowej sprężystości (m = l) daje na podstawie wzoru 
(3.11) warunek brzegowy w postaci 

(3.12) 

4. Przemieszczenia membrany 

Mając określony stan naprężenia nie liniowej membrany przejdziemy z kolei 
do wyznaczenia przemieszczenia w z równania (2.11). Podstawiając szereg (3.1) 
do tego równania otrzymujemy 

(4.1) 
dw l 00 

- = - - }; et r/, 
de Zo i=O 

gdzie oznaczono 

(4.2) eo = 1, 
1 k 

ek + - }; Ziek_i = O. 
Zo 1=1 

Całkując równanie (4.1) mamy 

(4.3) 
l 00 

- ~ ei i! 
w = F -- L.;-.-e+ , 

Zo i=O 1+ 1 

gdzie F jest stałą. Stałą tę wyznaczamy z warunku brzegowego (3.3): 

(4.4) 

Rozwiązanie (4.3) można przedstawić zatem ostatecznie w postaci 

(4.5) 
l 00 e w = - ~ -. _t (1 _ eH!). 
Zo i~ 1+1 

Maksymalne ugięcie membrany otrzymamy podstawiając do rozwiązania (4.5) 
e = O. Jak widać, ugięcie to określa stała F. 

Naprężenia panujące w membranie obliczamy na podstawie formuł (2.10): 

(4.6) 
00 

(J", = C }; (2i+ 1) Zie!, 
1= 0 

a stąd naprężenia w środku dla Q = O wynoszą 

(4.7) , (J~ = (J~ = Czo. 
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5. Formuły dla przybliżeń współczynnika ZQ 

Pełne określenie rozwiązania rozważanego problemu wymaga wyznaczenia 
pierwszego współczynnika szeregu (3.1), mianowicie stałej z00 Stałą tę wyznaczamy 
z żądaną dokładnością z równań algebraicznych, wynikających z warunku brzego
wego (3.9). Rozważymy kolejne przybliżenia stałej z00 

Ograniczając się do dwóch pierwszych wyrazów szeregu (3.9) otrzymujemy 
równanie 

(5.1) Z:;'+2 - aa = 0, 

gdzie 

(5.2) a = 5+2 (m - l), 
y 

a = 2 [8 + 2 (m - l)] ; 

stąd obliczam) 

(5.3) _ m+ _ m+ ~2 {y [5 +2 (m - 1)]}~2 
Zo - (aa) - 2 [8 + 2 (m - l)] . 

W szczególnym przypadku membrany liniowo-sprężystej otrzymujemy ze wzoru (5.3) 

(5.4) 
o _ l .... 3/-5- _ h -,,3!5h 

Zo - T V TY - li V AP li· 
Ograniczając się do trzech pierwszych wyrazów szeregu (3.9) mamy równanie 

(5.5) X2 - aax - (b{3 - ca2) = 0, 

gdzie 

(5.6) 
l 

b = 3 [3+ (m - l)], c = T (m - l) (4m+15), 

16+(m - l) (4m+25) 
{3 = y2 24 (m+3) [8+2 (m - 1)]2 . 

Wyróżnik równania (5.5) 

(5.7) L1 = (aa)2+4 (b{3 - ca2), 

jest dodatni dla dowolnej wartości wykładnika m, a zatem otrzymujemy dwa pier
wiastki rzeczywiste, Z których ujemny odrzucamy (naprężenia są dodatnie jako 
naprężenia rozciągające). Tak więc mamy ostatecznie 

(5.8) l [ V b{3 - ca
2

] x = Z:;'+2 = - aa l + l + 4 , 
2 (aa)2 

a stąd 

{
Y[5+2(m -1)][ 

(5.9) Zo = 4 [8+2 (m _ l)] l + 

.... / 48 - (m -.1) (4m2 - 15m - 46)+(m - 1)2 (4m+2S)] }m~2 
+ V 1+2· (m+3) [5+2 (m - 1)]2 • 



150 ZBIGNIEW BYCHAWSKI 

W szczególnym przypadku membrany liniowo-sprężystej otrzymujemy z powyż

szego wZoru (dla m = l) 

~5.10) 

6. Formuły przybliżenia dla przemieszczenia i naprężeń w środku membrany 

Rozważymy wpływ nieliniowości fizykalnej na stan przemieszczenia i stan naprę
żenia membrany kołowej. Wpływ ten określimy w sposób przybliżony w zaleźoości 
od wielkości wykładnika nieliniowości m ograniczając się do charakterystycznego 
punktu membrany, jakim jest jej środek. 

Na podstawie wZoru (4.4) mamy ugięcie w środku 

1( l l l ) 
(6.1) w (O) = F = Zo eo + Tel + 3e2 + 4 e3 + .... 

Wyrażając powyższe. rozwinięcie przez współczynniki szeregu (3.1) otrzymujemy 

(6.2) F = ~ (1 _ ~ ~ + ~ z! _ ~ Zi _ ~ z! + ~ Zl ~2 _ ~ Z3 + ... ) . 
Zo 2 Zo 3 'zo 3 z!) 4 " Zo 2 Zo 4 Zo 

~ Jeżeli uwzględnimy trzy wyrazy rozwinięcia (6.1), to po podstawieniu współ
czynników (3.7) do (6.1) dostaniemy następujące wyrażenie dla ugięcia w śr~dku 
membrany : 

l 
(6.3) F3 = n (m + 3) [8 + 2 (m _ 1)]2 z~m+ s {n (m + 3) [8 + 2 (m - 1)]2 z~(m+2) + 

+ 18y (m + 3) [8 + 2 (m - l)] zg'+2 + y2 [2 (3m + 17)+ (m - l) (4m + 25)]) . 

Uwzględnienie czterech kolejnych wyrazów rozw~nięcia (6.1) daje następne przy
bliżenie w postaci 

l 
(6.4) F4 = 3456 (m + 3)2 [8+2(m-l)]3z~m+7 {3456 (m + 3)2 [8+2(m- l)]3z~(m+2)+ 

- . 
+ 864y(m+ 3)2 [8+2(~ -1)]2z~(m+2)+4~y2(m+3) [8 + 2 (m - 1)] [2 (3m + 17) + 

+ (m - l) (4m + 25)] zg'+2 + y3 {12 (9m2 + 120m+ 230)+ (m - l) [3 (m - l) . x 

x (36m2 + 437m + 1325) - (36m3 + 189m2 - 1671m - n06)])}. 

W szczególnym przypadku membrany liniowo-sprężystej otrzymamy z wyrażeń 
(6.3) oraz (6.4) odpowiednio (m = l) 

(6.5) 
l 

11 = 2304z~7 (23044 + nyz~S +SY2), 

(<6.6) 
T- - ----;----- - :-6 . a 

11 ==-7~7-7-88-8-zg=10 (7}788.~~g :-J=-221 159yzf=fi 536Oy2zg + 132Oy3). 
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Podstawiając do wzoru (6.3) przybliżoną wielkość Zo (5.3) o!"az biorąc pod 
uwagę wartości stałych y i C według formuł (2.9) i (2.18), możemy napisać przy
przybliżoną wielkość ugięcia w postaci 

l ((p)m 2[8+ 2(m-l)] lm~ 2 
(6.7) F3 = 18 (m + 3) 13 ' ( h )2(m+1l . " : [(501m + 

_ 2, R " [5+7 (m =: 1)~2m+ s 

+ 1519)+(382m + 1159)("; - 1)+ 72 (m + 3)(m - 1)2] 

oraz 

(6.8) 

Postępując podobnie jak wyżej " i wykorzystując "~ kolei "' przybliżenie dla Zo 

według wzoru (5.9) oraz przybliżenie dla ugięcia (6.4), otrzymujemy 

,(6.9) F4 = 54(m~3}2. 1(~ r ( h r:,~g+2 {m-~ i)j '- l~~-2 x ", 
2li " { qJ [5+2(m_1)]}3m+7 

oraz 

(6.10) 

x {54 (m + 3)2 [5 + 2 (m - 1)]3 qJ3+ 54 (m + 3)2 [5+ 2 (m - 1)]2 rp2 + 

+ 12 (m + 3) [5 + 2 (m - 1)] [2 (3!1! t P) +.(m. - 1)'(4m j:: 25)] q; + 

+ 12 (9m2 + 120m+ 230)+ (m - l) [3 (m - 1)(36m2+ 437 m+ 1325) -

- (36m3 + 189m2 - 1671m - 7206)]} 

Stosunek F~/F~ = 1,08, a więc kolejne przybliżenie F~ zmniejsza wielkość ugięcia 
o około 7,5 %. Jest rzecZą charakterystyc:riią,-~e ugięcia<Ila-memorany nieściśliwej 
są mniejsze , aniżeli odpowiednie ugięcia membrany ściśliwej. Wielkość ich wzrasta 
w miarę zmniejszania się współczynnika Poissona. W powyższY~h wzorach otna
.czono przez B stałą sprężystości 

{6.11) 

l 

B = A m , 

_ .. /. • 48 - (m - 1) (4m2 + 15m - 46)+ (m - 1)2 (4m+25) 
q;- 1 + V 1+ 2 (m + 3) [5 + 2 (m _ 1')]2 . ' " .. 

Przybliżone wartości naprężeń w środku membrany przy przyjęciu wielkośc! .zo 
-według wZoru (5.3) będą wynosiły 

<6.12) 03 _ 03 _ _ _ _ m+2 
{

I (p )2(R)2 5+ 2(m - 1) l_l 
Gr - G", - A 2 h 2 [8 + 2 (m - 1)] , 
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a dla membrany liniowo-sprężystej 

(6.13-) 

Analogicznie dla przybliżenia Zo (5.9) otrzymujemy 

(6.14) 04 04 _ {I (p)2 (R)2 5+2 (m - l) m}m~2 
(Jr = (J<p - A 2 h 4 [8+2 (m - l)] 'r 

oraz dla membrany liniowo-sprężystej 

(6.15) 

Oznaczając we wzorach (6.7) oraz (6.9) odpowiednio 

l { 8+2 (m - l) }_l_, . 
(6.16) X3 ·= 18 (m+3) 22m+1 [5+2(m _ 1)]2m+s m+2 [(501m + 1519) + 

+ (382m + 1159) (m - l) + 72 (m + 3) (m - 1)21> 

1,00 - . - . - -- r - . - - - - - T - - - • - - - - r - - - - - - " "": " .••• '--,' ••• -." : -- Ij!(~> 

O') 
<T') 
<T') .,..' 

(6.17) 

, 
, 

~ , 
, 

.0" 15: '> , 
~ : OJ) ' 

,,< , 
0\ ' ~ , ~ ~ "-, , 

~ , ~ , a ' ~ , 

"..' ,..' <-' ,.." ..... , .... .... ' --g 11 13 , 5 m 

Rys. ' 1 

x _ l {(p)m 8+2 (m - l) }m~2 x 

4- 54 (m+3)2 qy3 li 22m qy[5+2(m _1)]3m+7 

x {54 (m+3)2 [5+2 (m - 1)]3 qy3 + 54 (m + 3)2 [5+2(m - 1))2qy2 + 

+ 12(m+3)[5+2(m-l)][2(3m+17)+(m-l)(4m+25)]qy+ 

+ 12 (9m2 + 120m + 230) + (m - l) [3 (m - 1) (36mi + 437m + 

+ 1325) - (36m3 + 189m2 - 1671m - 7206)]) ,. 

otrzymujemy je VI postaci 

(6.18) F = !!... m+2 - m+2x ( ) 
m (R)2 m+l 

3 B h 3, 

(6.19) F = !!... m+2 _ m+2" ( )
m (R)2m+l 

4 B h 4· 
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l 

Na rysunku 1 przedstawiono wykres zależności funkcji 1p = cpm+ 2 [cp według 
wZoru (6.11)]. Wykres ten posiada poziomą asymptotę na wysokości 1p(00) = 1. 
Na rysunku 2 pokazano wykresy funkcji " = " (m) wraZ Z obliczonymi rzędnymi. 
które jako kolejne przybliżenia wykazują dużą zgodność dla dostatecznie dużych m. 
Korzystając z tych wykresów możemy wyznaczyć dla danych wartości -m wielkości 

bezwymiarowych ugięć w środku membrany według formuł (6.18) i (6.19). 

0,5 

0,4 

0,3 
I , ___ _ 

I , , 
I I I I I 
I I Ił' 

------+-------~------+_----·_r_·---r-H(oo)-O'25 
I I I I ł 

I I I I I 

I I : : : 
I I I I 
I I: I , , ' 
I 'I I 

0,2 

I I I I I 

O~1 " I, "-, «:l' <T) , c:;:, : 
~ ~ I ~ : &): ~: 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 
~~----~----~~~: ----~~2:------~----~~~: --

~L-----S~-----~~5--------~--------~9--------~~~----.-m 

Rys. 2 

Warto zwrócić uwagę na fakt, że dla m = l ugięcie F jest proporcjonalne do 
i f3• co jest rezultatem otrzymanym przez Hencky'ego dla sprężyście liniowej mem
brany. W tym ostatnim przypadku otrzymujemy dla nieściśliwej membrany 

"3 = 0,656, "4 = 0,607, 

które nie odbiegają daleko od wielkości uzyskanej przez Hencky'ego dla współ
czynnika Poissona v = 0,3 i równej 0,662. Należy podkreślić, że w analogicznym 
jak rozważany tutaj przypadek OOQVIST podaje wielkość 0,600 (2). 

Dla przypadku granicznego m = 00, o którym wspomina w swojej pracy OOQVIST. 

otrzymujemy na podstawie (2.12) zależność 

(6_20) at = Q, 

gdzie Q jest granicą plastyczności materiału membrany, rozważanego jako ciało 
sztywno-plastyczne. Założenie to pozwala na uzyskanie rozwiązania w prostej 
postaci. 

(2) ODQVIST nie podaje, z jaką dokładnością wartość powyższa została obliczona. 
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Z równania równowagi wynika według (2.7) 

(2.21) 

oraz na podstawie (2.9) 

(2.22) 

, o"!- = (J", == Q 

Q 
z=e(f' 

" 

W ten sposób drugie równanie równowagi (2.11) przyjmuje postać 

(2.23) 
dw 
de 

e c 
-- = 

z Q' 

Całkując powyższe równanie i uwzględniając warunek brzegowy (3.3) otrzymujemy 

(2.24) 
_ C P (R)2 
W = Q (l - e) = 4Q h (1 - e)· 

Wynik powyższy stanowi uzupełnienie uzyskanych poprzednio wyników (dla współ
-czynnika nieliniowości m zmierzającego dla nieskończonóści) dla membrany nie
liniowo-sprężystej i pozwala na uzupełnienie wykresu na rys. 2 poziomą asymptotą 
o wysokości" (00) = 0,250. 

Jak widać z rozwiązania (2.24), zależność pomiędzy ugięciem a obciążeniem 

jest w granicznym przypadku liniowa. 
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" . 

Pe3lOMe 

YTIPyro HEJIMHEf1H:bIE KPyrOBhIE MEMEPAHbI B OE"JIACflł EOJIbilllfX 

flPOrlłEOB " 

B pa60Te pemaeTcH 3ap;a'la YIIPyro ił reOMeTpH'leCKH Hemrnei!:Roi!: KpyroBofi MeM6paHbI, 3a

m,eMJleHHoi!: Ha KpalO ił nOABeplKeHHoi!: Aei!:cTBHlO nocToHHHOro p;aBneHRH. 3aAa'la paCCMaTPił

lianaCh TaKlKe OAKBlłCTOM, c TO'lKH 3peHlłH npep;CTaBneHRH nepBoro nepHop;a nOJJ3y'leCTł!. 

{)p;KBIiCT, op;HaKO, He YAOBJJeTBOpHeT HCHO yCJJ()BHlO nepa3pbIBHOCTH:' ' 

PemeHHe aBTopa OCHOBaHO Ha Mero.ue CTeneHHbIX pH,n:OB, npliMeHeHoi!:' K CHCTeMe OCROBID.IX 

'YpaBReHHi!: KpyrOBOi!: MeM6paHbI, a liMeHHO K ypaBHeHHlO Hepa3pbIBHOCTI! Ił paBHOBeClliI . .n.aIOTCH 

peKyppeHTHble <l>OPMYJJbI ,n:nH Ko34><l>HUHeHToB pHp;a, a 3<l><t>eKTHBHO onpep;enHlOTClt.. -tpH .Koo!}l.. 

4>HUHeHTa pHAa. llpl!,BQAHTClI T3KlKe npH6;:mlKefi1!I>le 3Ha'le~ nporił6oB B ~eHTpe M;eM6paHbl 

• 
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KaK IjlYHKl\IDI ):(aBrreHID! B. IIOKa3aTeJU! IjlR3H'1eCKOH Hemmei1HoCTR. Bmrmrn:e 3Toro IIOCrre,llHerO 
rrpe,!\CTaBrreHO B BR):(e ,!\lmrpaMM ,!\rrJ! IIOCrre,!\OBaTeJlbHbIX rrpH6mrlKemlli, OrpaHlłqeHHbIX CHlł3y 

3HaqeHHeM AJIJ! H,I:(eaJlbHO IIrraCTłlqeCKOH MeM6paHbI. Pe3YJlbTaTbI corrracyIOTCJ! C pemeHlłeM 
ApyrHX aBTOpOB B OC060M crryqae IjlH3H'1eCKoll: JIHHei1HocTR MaTepHarra MeM6paHbI. 

Summary 

ELASTlCALLY NONLlNEAR CIRCULAR MEMBRANES IN THE RANGE OF LARGE 

DEFLECTlONS 

The problem solved in the present paper is that of an elastically and geometrically nonlinear 
circular membrane hinged along the edge and subjected to the action of uniform pressure. This 
problem was also considered for primary creep by Odqvist, who did not satisfy, however, the 
compatibility condition in a elear manner. 

The solution of the present author is based on the method of power series as applied to the 
set of fundamental equations for a circular membrane: the compatibility equation and the 
equilibrium equation. Recurrence equations are given for the coefficients of the series, of which 
three are actually determined. Approximate values of deflection at the centre are given in func
tion of the pressure and the exponent of physical nonlinearity. The influence of the latter is 
represented in the form of graphs for successive approximations bounded from below by the value 
for a perfectly plastic membrane. In the particular case of a physically linear materia l the 
results are in agreement with the solutions oC other authors. 

Praca została złożona IV Redakcji dnia 29 września 1964 r. 




