T —

RoOZPRAWY INZYNIERSKIE
1, 14 (1966)

OSZACOWANIE PARAMETROW LINIOWYCH GKRETU W PEWNYM ZBIORZE
OBCIAZEN :

JOZEF WIECKOWSKI (GDANSK)

1. Przez parametr liniowy kadtuba okrgtu bedziemy rozumieli funkcjonat liniowy
okreslony w pewnej przestrzeni liniowej funkcji jednej lub wielu zmiennych i po-
siadajacych w podzbiorze nos$nika tej przestrzeni mechaniczng interpretacje fizy-
kalng dla konstrukcji okrgtu.

Wyréznione podzbiory no$nika maja migdzy innymi interpretacje nieskoniczo-
nych zbioréw obcigzen, jakie moga dziala¢ na statek w procesie eksploatacii.
Wsrod tych podzbioréw istotna role odgrywaja podzbiory od obcigzen tadunkiem
i falami na powierzchni swobodnej morza.

Dotychczas rozpatrywane zagadnienia w pracach [4-8] obejmowaly bardzo
ogoblne klasy zbioréw obcigzen przedzialami ciaglych lub szczegdlne przypadki
zbioréw obciazen przedziatami statlych. Poniewaz zbiory te dla wielu obciazen
o szczeg6lnych cechach fizykalnych sg albo zbyt szerokie, albo zbyt waskie, nalezy
doktadniej sprecyzowaé wihasnosci funkeji obciazen zgodnie z fizykalnymi cechami
badanego obcigzenia. Uwagi te dotycza gtéwnie obciazen ladunkiem sypkim oraz
obcigzen okretu na fali.

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ jedynie zagadnieniami jednowymiarowymi dla
ladunku sypkiego przyjmujac, Ze jest to taki osrodek ciagly, w ktérym dzigki istnie-
niu stalego kata tarcia wewnetrznego powierzchnia swobodna jest linia ciagla
i posiada ograniczona i przedzialami ciagla pochodna. Takie zalozenie jest zgodne
z przyblizeniami stosowanymi dla o§rodkéw sypkich [3]. Praca stanowi jednocze$nie
wstep do praktycznie wazniejszego problemu wyznaczania ekstremum integral-
nego parametréw liniowych okretu na fali.

Nie podaje si¢ przykladow zastosowan, a jedynie ogélne rozwiazania lub oszaco-
wania ze wskazaniem klasy zadan, ktére na podstawie podanej teorii mozna roz-
wiazaé. Przyklady zastosowan bgda opublikowane w artykule [8].

Autorowi nie udato si¢ uzyskaé we wszystkich przypadkach écistych rozwiazan
zadania ekstremum integralnego funkcjonatu liniowego w rozpatrywanym zbiorze.

- W tych przypadkach, w ktérych nie udato si¢ uzyska¢ rozwiazan, podaje si¢ jednak
oszacowania tych ekstreméw od goéry i od dotu.

Rozwigzane problemy naleza do teorii sterowania [l i 2] i moga byé réwniez
interpretowane jako zagadnienia sterowania ukladéw dyskretnych w czasie z ogra-
niczona predkoscia urzadzen sterujacych. W szczegblnoéci przyjecie ekstremal-
nego rozkladu danego fadunku sypkiego o cigzarze Q stalym jest rGwnowazne przyje-
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ciu optymalnego sterowania w danym przedziale czasu z ustalonym impulsem sit
zewngetrznych.

Autor nie spotkat si¢ w literaturze mechaniki konstrukcji okretowych i dostepnej
mu literaturze teorii sterowania [1, 2] z zastosowaniami teorii sterowania do pro-
bleméw wytrzymatosciowych jak réwniez z rozwigzaniami i oszacowaniami poda-
nymi w niniejszej pracy.

2. Niech bedzie dany funkcjonat liniowy parametru J w postaci

Ly
2.1) J({p@D = [j©p© d,
L

gdzie {j (&)} jest dana funkcja wplywu parametru J, okreslong i przedzialami ciagla
w przedziale {L;, L,), natomiast

2.2) {p®}en,
gdzie
23 Q={{r©®}; {(P®}eC,), Eelly,L), [p'@E)|<a a0}

Przedzialami ciagla funkcje a, ograniczajaca bezwzgledne wartoSci pierwszych
pochodnych funkcji {p (§)} uwazamy za dang. W interpretacji fizykalnej moze
-to by¢ tangens kata tarcia wewngtrznego ladunku sypkiego okretu.

Z okreslenia zbioru .Q (2.3) mamy

(2.4) p') =r(), . |
gdzie {r(§)} e C,? w przedziale {L;, L,> i jest ograniczona, tzn.
2.5) r@®) <a §&elly,Ly.

Calkujac (2.4) w granicach od L; do &e <Ly, L) otrzymujemy
3
2.6) < pE=C+ [rin)an, .
Ly

gdzie C oznacza dowolna stala (jednak dla kazdej ustalonej funkcji inng
ustalona warto$¢). Poniewaz {r(n)}e Cp, to = {p(&)} e C,. Poniewaz przed-
stawienie (2.6) funkcji {p (£)} przez funkcje {r ()} jest mozliwe dla kazdej funkcii
{p (&)} € 2, przeto podstawiajac (2.6) do (2.1) otrzymamy nowy funkcjonat

5 Ly ¢
@7 J=C [j@dé+ [j@ [r)dnde.
Iy Lo Ly
Przyjmijmy oznaczenie
Ly
28) : = i@
L,

i zmienimy granice calkowania w calce (2.7) wykorzystujac to, Ze obszar catkowania
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jest normalny wzgledem obydwu osi prostokatnego ukladu kartezjanskiego &, 7.
Otrzymamy wtedy

Ly
29) J(C; {r@m)}) = G+ [ (o) r(n) e,
Ly
gdzie
- L,
(2.10) i) = [ @) (@), () dé
Ly
oraz
_[1 dla g<§
et ‘ “’(5”7)_{0 dla &<

Poniewaz z zalozenia {i®)}e Cg w przedziale {L;, L,», zatem zgodnie z (2.10)
i (2.11) w przedziale (L, L,>. Mozemy zatem rozpatrywaé zamiast funkcjonalu
(2.1) w zbiorze 2 funkcjonat

’ Ly
2.12) TG r ) = G+ [ (o) di,
‘ 2

w zbiorze
@13) 2'={C {r(m}; {rM}eCy, ELL, Ly, Ir( <a Ce(— oo, +o0)}.
Zbadajmy ekstrema integralne funkcjonalu (2.12) w zbiorze (2.13).

TWIERDZENIE 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajqcym do istnienia ekstremum
funkcjonalu (2.12) w zbiorze (2.13) jest j, = 0.

Twierdzenie to jest oczywiste. Oznaczmy przez Nj no$nik funkcji j (), mamy
wtedy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2. Jezeli j, = 0, to kazdq ekstremale funkcjonalu (2.12) w zbiorze
(2.13) mozna przedstawi¢ w postaci nastepujqcej:
a) dla przypadku maksimum

214 S asgnj(n) dla neNj,
e () {u(n) dla ne <Ly, L))\N5,
gdzie
(2.15) fumleCy, |u(m)|<a, C*e(— oo, + x);
b) dla przypadku minimum
— i dla 7neN;
21 ' = a Sg-n] (77) 7) Vi
it kD {u(n) - dia e Ly, LNV,
gdzie
@17 fumieCy, lum<a C-e(— oo, + ).

Z twierdzenn 1 i 2 wynikaja nastgpujace wnioski.
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Whniosek 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby ekstremale
rt (n) i r— (n) byly okreSlone jednoznacznie, jest, aby przedziat

@.18) (L1, L)\ Ny
byt pusty.
Istotnie, jezeli (L;, L)\ Ny jest pusty, to funkcje (2.14)-(2.17) sa okreslone jed-

noznacznie; jezeli sa okreSlone jednoznacznie, to nie moga by¢ okreSlone przez
funkcje u (1), a to zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy {L;, L)\ Ny jest pusty.

Whniosek 2. Jezeli j, =0, to

Ta
(2.19) max J'=— min J'= [a|j()|dy.
C,{r(n}e 2 C,{r(m}e 2’ L

Dowéd otrzymamy podstawiajac j, = 0 oraz (2.14) lub (2.15) do (2.12).

Oznaczmy teraz przez £2; nastgpujacy zbidr:
(2.20) Q={{rm}; {rmieCy, nelly, L, |r(n|<a}
Latwo wtedy zauwazy¢, ze otrzymamy nastgpujacy

Wniosek 3. Funkcjonat (2.12) osiaga w zbiorze (2.20) maksimum i minimum
(dla kazdego j;), przy czym ekstremalami sa funkcje (2.14) i (2.16), a wartosci
ekstremalne funkcjonatu wynosza

.21) max J'= CjL—I—fal](??)l dn
{r(m}e 2,
oraz
Ly
(2.22) min J'= Cj, — [ a|j(n)| dn.
. {ronye 2 o

Dowéd jest oczywisty. Warunki jednoznaczno$ci ekstremali sa tutaj identyczne
z warunkami podanymi we wniosku 1.

Okreélenie ekstremum funkcjonatu J' (2.12) w zbiorze Q' (2.13) jest réwnowazne
okre$leniu ekstremum funkcjonalu (2.1) w zbiorze (2.2); natomiast okreslenie
ekstremum funkcjonatu J' w zbiorze 2] jest réwnowazne okreleniu ekstremum
funkcjonatu J (2.1) w zbiorze

(2.23) Q={{p©®}; {(P®}eQ, pLy) =C},

tzn. w zbiorze wszystkich tunkcji nalezacych do £2 i przyjmujacych t¢ sama warto$¢ C
w punkcie & = L;. Wynika to wprost z (2.6), gdy podstawiamy & = L;. Mamy
zatem

Whniosek 4. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia ekstremum
funkcjonatu (2.1) w zbiorze (2.2) jest j, = 0.

Wniosek 5. Jezeli j, = 0, to kazda ekstrcmalg funkcjonatu (2.1) w zbiorze (2.2)
mozna przedstawi¢ w postaci
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a) dla przypadku maksimum
¢
(2.24) p* (O =C* + [ rt () dn;
: Ly
b) dla przypadku minimum

&
(2.25) r®=C+ [r@adn,
Ly

gdzie C* i C— sa dowolnymi liczbami z przedzialu (— oo, + o0), tzn. ekstremale
nie sa okreSlone jednoznacznie. Dowdd jest natychmiastowy przez podstawienie
(2.14)~(2.18) do (2.6).
W analogiczny sposéb uzyskamy
Whniosek 6. Jezeli j, =0, to
Ly

(2.26) max J=— min J= f alj(y)| dy.
{p()}e 2 {Pp(O}e 2 622,

Podobnie mozna rozpatrze¢ ekstremum J w zbiorze 2; (2.23) otrzymujac

Wniosek 7. Funkcjonat (2.1) osiaga w zbiorze 21, (2.23) maksimum i minimum,
przy czym ekstremalami sa funkcje
a) dla przypadku maksimum

¢
@27 P (O =C+ [ r@dn,
L,
b) dla przypadku minimum
.28) r®=Cc+ f r=(n) i,
= warto§c1am1 ekstremalnymi funkcjonatu sq liczby
(2.29) max J= Cj,+ f a|j(m)| dn,
{P®)}e 2y
Lz
(2.30) min J= Cj, — f alj(n)|dn.
IGITEN A

Ekstremala sa okre§lone jednoznacznie wtedy i tylko wtedy, gdy przedz1al
<Ly, L)\Ny jest pusty.

Zadanie wyznaczenia ekstremum funkcjonalu (2.1) w 2, a zatem réwniez funk-
cjonatu (2.10) w £’, nie wyczerpuje jednak mozliwych zastosowan w okretownictwie.
W szczegblnosci istotne jest zbadanie ekstremum warunkowego przy zachowaniu
stalego cigzaru tadunku w przedziale. Jak si¢ przekonamy w nastgpnym punkcie
pracy, tak postawione zadanie narzuca jedynie liniowa zalezno$¢ miedzy C i {r ()}.

3. Zbadajmy zatem ekstremum funkcjonatu (2.1) w zbiorze

Ly
(€8 2={{r®) (PO} [r@®&E=0},
g Ly

Rozprawy Inzynierskie — 7
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gdzie Q jest liczba dana. Caltkujac obustronne réwnanie (2.6) w granicach od L; do
L, otrzymujemy

Ly §
(32) Q= CA+ [ d& [ r()dy,
PR
gdzie
(33) 4= L2 e Ll-
Zmieniajac granice catkowania w (3.2) i obliczajac stala C otrzymujemy
L
4 0 Lop d
(3.4) C=— Af(l«z—n)r(n) s
Ly

tzn. wszystkie stale C dla funkcji {p (§)} wg (2.6) takich, ze ich catka w przedziﬁle
{Ly, Ly> jest rowna Q. Podstawiajac (3.4) do (2.9) otrzymujemy funkcjonat

Ly
(3.5 J'(Q; {r(m}) = %J}. s f J () r(n) dy,
Ly
gdzie
2 Ly —
(3.6) jm) =jm) — f_—z—lh-

Poniewaz {j(n)}e Cp, to i {j(n)}eC} w przedziale <L;,L,>. Funkcjonat (3.5)
jest okreSlony w zbiorze '
(3.7 Q' ={{rm}; {rm}ecCy, nelly,Ly, Ir() <a}.

Mozna teraz wypowiedzie¢ analogiczne twierdzenie do twierdzen 1 i 2 i wnioski
analogiczne do wnioskéw 1-7.

Wniosek 1. Funkcjonal (3.5) osiaga w zbiorze (3.6) maksimum i minimum,
przy czym esktremalami sa funkcje:

a) dla przypadku maksimum

-, A a sgnf(’n) dla n GN;’,
(3.8) r () = {u ) dla 5 e <Ly, L)\Ny,

gdzie
{umieCy i lu(l < a;
b) dla przypadku minimum

- _|—asgmjp) dla neNj,
3.9 r=(n) { u (n) dla nedl, L2>\N],
gdzie
fumieCy i lu@|<a,
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a wartoSciami ekstremalnymi funkcjonatu liczby

(3.10) max J' = _JL 2 f alj(n)| dn
{r(m} e QY

oraz

(3.11) min J'' = —]L——fal](??)ld’?
{r(m}e 24

Ekstremale sa okre§lone jednoznacznie wtedy i tylko wtedy, gdy
(3.12) (Ly, Ly = Ny.
Poniewaz ekstremum funkcjonatu J'’ (3.5) w zbiorze ;" (3.2) jest réwnoznaczne

ekstremum funkcjonatu (2.1) w zbiorze (3.1), przeto otrzymamy

Wniosek 2. Funkcjonat (2.1) osiaga w zbiorze (3.1) maksimum i minimum,
przy czym ekstremalami sg funkcje

¢
(3.13) ) b = f Lp—n)r (n)dn+f r'(n) dn,
Ly
gdzie » oznacza plus dla przypadku maksimum lub minus dla przypadku minimum.
Wartoéciami ekstremalnymi funkcjonatu sg liczby

3.14) max =0 maxsoJ G admineede=" min. J'’
(D@} 2 {rm} e 2 @@eQ  {rn}e 9y
Ekstremale sa okre§lone jednoznacznie wtedy i tylko wtedy, gdy

(3.15) Ly, Ly = Ny.

Zapytajmy si¢ teraz, kiedy okreslenie ekstremum funkcjonatu J w zbiorze 2, moze
by¢ interpretowane jako okreSlenie ekstremalnego rozkladu ladunku sypkiego
w przedziale (L, L,)>. Wezmy pod uwage przypadek maksimum. Zachodzi to
oczywiscie tylko wtedy, gdy

(3.16) pY(® =0 dla el Ly).

Niech (L, Ly) = Ny, wtedy funkcja {r* (»)} jest okre§lona jednoznacznie nie-
zaleznie od wartoéci Q i warunek (3.16) sprowadza si¢ do warunku

&
GI) 0> max U(Lz—n)r+(n)dn— f7+(n)dﬂ] = g%,
&e(Ly,Lg) A 2

a dla przypadku minimum <L1,L2> = Ny do warunku

¢
(3.18) Q0 > max [f Ly —n)r (n)dn — f?" ) dn] =0
&Ly, L s
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Jezeli QF lub 9~ >0, to tylko dla Q €<Q*, +o0) lub dla Qe{Q~, +) roz-
wiazanie zadania ma interpretacje fizykalna, natomiast dla Q € (0,0") i Q €(0,0")
przynajmniej jedno z rozwiazan interpretacji fizykalnej w sensie wskazanym wyzej
nie posiada.

W przypadku <{L;, L;) % Nj mamy ekstremalg r *(n) okreslong niejednoznacznie
w przedziale {L;, L)\ N7 (por. 3.8). Mozemy wtedy napisa¢ réwnanie (3.13) dla
v = + w postaci

. 0o
(319 p*®= > f(Lz —n)r+ (n) dn+ [ r* (n) nd —
j N;f\(lq 6
1
e f (Ly — n) u(n) dn+ f u(n)dny.
(Ll,L,)\N;- (<L1.L;)\N7)n<lq,$)

Podstawiajac (3.19) do (3.16) otrzymujemy

1 5 0
(3.20) %—Zf(bz—n)r*(n)dn+ f rt(n)dn =

Nf 1‘[]‘0’\([11:5)
(Ly — ) u(n) dn — f u(n) dn

{Ly,Ly> \Nj~ (<L1.Lg>\Nj~)f\(L1, &

>1
E o

dla kazdego &e (L, Ly).

Lewa strona réwnania (3.20) jest okreslona jednoznacznie, natomiast {u ()} € C
i wlly, Lp) i |u(n)| < a (zgodnie z (3.8)).
Prawg strong¢ nier6éwnosci (3.20) mozna napisaé w postaci

(3.21) v (& {um)p = f v (& n) u(n)dy,

(L1, L)\ 1\3 ~

gdzie

1
T La—=m—1 da nell L) \N) <Ly, &,

|
Z(Lz il ! dla % >&inelly, Lr)y\Ny.

Oznaczmy przez U zbidr
(3.23) U= {{u(n}; {um}eCy, lum| < a, nelLly, L) \Nj}.

Dla kazdej ustalonej wartoéci & wyrazenie v (£, {u (1)}) jest funkcjonatem okreslo-
nym na zbiorze U i posiadajacym jednoznacznie okre$long ekstremalg, gdyz zgod-
nie z (3.22)

(3.24) Noe,n = <Ly, L2>\N1'

-
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dla kazdego §&. Jezeli zatem dla kazdego & jest spelniona nieréwnosé

g 1 i .
(3.25) B f(Lz —n)rt(n)dny+ f rt (n) dn > max p (& {u(n}),
NI..., l\t’ﬂvh(l.x,f) {gggo};sltl
gdzie
(3.26) max p(& D= [ alpE nldy,
{?L'Qg;slt/ (Lan>\l‘{,‘.‘

to warunek (3.16) jest spelniony dla kazdej funkcji {u ()} € U, a zatem i dla kazdej
ekstremali p* (£). Mozna wigc wypowiedzie¢ nastepujacy wniosek.

Whniosek 3. Jezeli Ly, L) % Ny, to warunkiem koniecznym i wystarczajacym
na to, aby kazda ekstremala {p* (£)} spelniata warunek

(3.27) pt®=0,
jest nieréwnos$¢

328) 03> max [[Wa—nimd—a [ Topan+

€elly,Lyy Ny Ny, &

+4 [ awEnid] =0
Ll \Ny
Oczywiscie, jezeli O < 0, to dla kazdej wartosci Q > 0 istnieje rozwiazanie
o znaczeniu fizykalnym.
Podobnie mozna rozpatrze¢ przypadek minimum oraz warunki wystarczajace
nieistnienia ani jednej ekstremali p* (&) lub p~ () spelniajacej warunek (3.16).
Poniewaz wigkszo$¢ funkcji wplywu waznych praktycznie spelnia warunek Nj =
= (L4, Ly), to przypadkéw tych szczegdlowo rozpatrywaé nie begdziemy.

4. Zajmiemy si¢ wyznaczeniem ekstremum funkcjonalu

L
@1 J{p@Y = [i©p©®d
L

w zbiorze
4.2 Q={{p©®}; (PO}, p(®) =0, £ell, [}
Poniewaz {p (&)} e C,‘, [(2.3)], to nastgpujace warunki sa réwnowazne:

P >0 [r®a>0
(4.3) z z

dla kazdego &e<L;,L,> dla kazdych x; < x; i x1,x3€{Ly1,Lp)

Mozna zatem rozpatrywaé zamiast zadania ekstremum funkcjonatu (4.1) w (4.2)
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zadanie réwnowazne wyznaczenia ekstremum funkcjonalu (4.1) w zbiorze (3.1)
z nieprzeliczalng iloécig jednostronnych warunkéw bocznych w postaci

44) : [r®d =0

dla kazdych x; < xp i Xy, x5 € {Ly, Ly).

Wezmy pod uwage zadanie réwnowazne dla funkcji r (). Mamy wtedy do roz-
patrzenia ekstremum funkcjonatu (por. 3.5)

5
() 3
@3 7@t o) = i+ [ Fodrendy
L
w zbiorze 2, (por. 3.7), gdzie
(4.6) Q) ={{r}; {r}eCy, necly, Ly, |r(y| < a},
przy czym warunki boczne (4.4) przyjmuja postaé [por. (3.4) i (2.6)]
Zy Q 1 Ly &
4.7 f[j—*d—f (Ly — ) r () dy + fr(n)dn]df>0
z; L 1

dla kazdych x; < x5 i xy, x3€{Ly, L).

Wezmy pod uwage dowolne x; < x i x1, X € Ly, Lp) i oznaczmy przez 4, =
= Xy — X1. Otrzymujemy wtedy w (4.7) po wykonaniu calkowania nieréwnosé

0 diieg: (¢ Guizio i
49  Glun= 52 [@-nroa+ [ [raaso.
L z B

Zmieniajac granice calkowania ‘w drugiej z calek w (4.8) i wprowadzajac funkcje

1 dla §E<XI,XZ>,

(4.9) o (§; x1, %) = {0 dla £e Ly, L)N\<xg, x2)

i dzielac (4.8) obustronnie przez A,,b,,n mozna otrzymaé nast¢pujaca postac nie-
réwnosci (4.8):

Ly, L
1 L, — (0]
wo  [|f goe@n a2 roan> -7
L 1 :

1.%2

Oznaczmy przez
Ly

(411) o'(n;xl,xz) Ef

n

L, — 17

o (&5 x1, x3) d§ — 7

Axln Zg
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Po wykonaniu obliczeri po prawej stronie tozsamosci (4.11) otrzymujemy

n—L

Bt dla ne<{Ly,xp),

X2 — 1 L, — 1
4.12 : — -
4.12) o (5 x1, X2) RS T dla % e {xy, x2),
n—L;

dla ne <x2, L2>.
L, —

Zwréémy uwagg na to, Ze o (; X1, X,) jest dla kazdego x; < x5 i x1, xp € {Ly, Ly>
funkcja ciagla wzgledem % i Zze dla kazdego x; istnieje

n—L
: L, —L;
4.13)  limo(n; x1, X2) = 0(n; X1, X2) =
21> s 14 dl <
Lz —Ll a NE xlsLZ)'

dla ne <L17 x1>9

Funkcja o (7; x1, x1) posiada nieciaglo$¢ pierwszego rodzaju w punkcie 7 = x; oraz

4.14) lim o (; x1, x1) — lim o (9; x1, x1) = 1.

> q—bz;"
‘WprowadZmy nastgpujace funkcjonaly liniowe okreslone na zbiorze 2;" wg (4.6):

Ly

@.15) 1@} xux) = [ o s x,x)r @) dn.

Ly
Warunki boczne (4.7) mozna wtedy napisaé w postaci réwnowaznej:

(4.16) ) 1 {r(m}; x1,x) = — —g—

dla kazdych x; < x5 1 x1, xp € {Ly, Ly).

Wezmy teraz pod uwagg przypadek Nj = {Li, L), tzn. przypadek, w ktérym
ekstremala funkcjonatu (4.5) w zbiorze (4.6) jest okreSlona jednoznacznie. Wezmy
pod uwage jeden z warunkéw bocznych (4.16) i zapytajmy sig, kiedy jest on 1stotny
dla oceny maksimum funkcjonatu J'' w zbiorze 2;’.

Niech funkcje j(%) i o (77; x1, X2) (dla ustalonych x;, x,) beda silnie liniowo nie-
zalezne w przedziale 7€ {Ly, Ly). Wtedy krzywa graniczna w dwuwymiarowej
przestrzeni warunkéw bocznych dla funkcjonatéw J'' i y jest wypukta [4] i warunek
boczny jest istotny dla oceny maksimum funkcjonalu wtedy i tylko wtedy, gdy

“.17) 1 {rtm}; x1,x) <— %

i co wigcej, jezeli jest spelniony warunek (4.17), to warunek boczny jednostronny
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mozna zastapi¢é réwnowaznym dla oceny maksimum warunkiem bocznym dwu-
stronnym postaci

0
(4.18) 2(r @} x1,x9) = — .
Wezmy teraz pod uwage funkcje

(4.19) D+ (x1, x2) = x ({r* ()} x1, x2).

Zgodnie z warunkami narzuconymi na x; i x, [np. w (4.16)] funkcja ta jest okreslona
w tréjkacie

(4.20) D = {x1, %25 Ly < %1 < Ly, x1 < x2 < Lo}
Podamy teraz nastgpujace twierdzenie o oszacowaniu maksimum funkcjonatu.

TWIERDZENIE 3. Niech bedzie dany funkcjonal

I,

“4.21) J'(0; {r(m}) = %jL + f jmr(m)dy, Q= const
L

okreslony w zbiorze

4.22) Q'={{r@}, {r@}eCy, nelly, L, Ir()|< a}
z warunkami bocznymi

Ly
(4.23) 1{r(m}; x1,x) = f a(n; x1, x)r(n)dn > — %
L

dla kazdych x; < x5 i x1, xa € {Ly, Ly) przy czym funkcje j(n) i o(n; x1, X2) sq
dla kazdej pary x,, x, silnie liniowo niezaletne (do tego wystarczy, aby j(n) nie bylo
w zadnym podprzedziale liniowq funkcjq ). Mamy wtedy nastepujgce oszacowanie
wartoSci maksimum J'' w 2, z warunkami bocznymi:

(4.24) maxJ'’'< J,
gdzie
o]
425 J =:c,,i:],fe - {—g— Ji + f J () asgn [F(n)+A(x1, X2) 0 (3 x1, x2)] dn
Ly

dla D*(xy, x3) < — g lub J= max J"' dla ®*(xy, x3) = — g},

4 (ron}e 2} 4
przy czym A(xy, X) spelnia réwnanie
e 0
(4.26) f asgn [j(n)+40(n; x1, x)] 6 (03 x1, %)) dy = g

L
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natomiast dla przypadku minimum

4.27) minJ"’ > J,

gdzie

(4.28) J= sup {%Ji s f J () @ sgn [j ()42 (x1, x2) 0 (03 x1, %) diy

Zy,%3€D
Ly

dla D~ (x1, xp) < — % ubJ= min J"' dla ®=(x1,x3) = —
{ro} e 2y

NG

E

przy czym A(xy, x2) spelnia réwnanie
Ly

_(4.29) f asgn [j(n)+24o (5 x1, x)] 0 (5 X1, x) dn =

L,

2
A ’

(4.30) D(x1, x2) = x ({r= (}; x1, X2).

Dowéd (dla przypadku maksimum). ZauwaZmy wpierw, Ze jezeli speinione
sa warunki boczne (4.23), to spelniony jest réwniez warunek

4.31) 1{r(m}; x1,x) > — %

dla ustalonej pary x; < x; x1, x2€<{Ly, Ly), ale na ogél nie odwrotnie. Zatem
jezeli przez ;' oznaczymy zbiér wszystkich funkcji {r ()} € 2;" i spehiajacych
(4.28), a przez 2, , , zbiér wszystkich funkgji speniajacych (4.31) i nalezacych

do 2, to
(4.32) Q500 C 22,2,
Niech J, , oznacza maksimum funkcjonatu (4.21) w 2,’, ... to zgodnie z (4.32)
(4.33) max T’ €Ty, ‘
frm}e 2y

Poniewaz (4.33) jest spelniony dla kazdego x; < x; i X1, xp € {Ly, Lp), tzn. dla
X1, X3 € D, zatem
(4.39) max J' < inf Jg,s,

{rm}e 2y Zy,Z3€D

Zgodnie z (4.15) dla tych x;, xo, €D, dla ktérych @+ (x1, x5) > — Q/4,

(4.35) Joyzy = max J",

{rmy e 9y
natomiast dla tych x;, x, € D, dla ktérych @+ (x1, x;) < — Q/4, nalezy dla kazdej
pary xj, x, rozwiazaé zadanie ekstremum funkcjonatu J' w Q;" z jednym warun-
kiem bocznym przy silnej liniowej niezaleznodci funkcji wplywu. Wystarczy tu
zastosowaé np. twierdzenie 1 z pracy [7]. Otrzymujemy wtedy teze.
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Analogicznie dowodzi si¢ przypadku minimum.
Uwaga. Jezeli po wyznaczeniu wartosci inf J wskazemy taka funkcje

{ro(} ey, 2e T, T3€D
(436) o7 I(Q; {ro (1})}) = inf 711- Ty
Zy,%3€D

to ro(n) jest ekstremala zadania na maksimum J” w 2, .. Nie trudno jednak
‘zauwazyé, ze réwniez jezeli znajdziemy taki przedzial IC <(L;, Ly> (I moze sig
skladaé ze skonczonej iloéci przedzialdw roztaczonych), w ktérym bedzie spetniony
warunek

4.37) [reo@so
7§
i jednoczes$nie funkcjonat
g8
@39 7'Q; @) = i+ [ o dn
L,

osiagnie maksimum w zbiorze £2; ., (oznaczmy je przez maxJ'’) i jednoczesnie
wskazemy taka funkcje {ro (1)} € 2 «, Ze

(4.39) J7(Q; {ro(n)}) = maxJ”,

to rg () jest ekstremala dla zadania o maksimum J'' w Q;foo. Dowdd jest oczywisty,
jezeli zauwazymy, ze

(4.40) Qe C 2y

gdzie

@.41) @ ={r@): raye, [pEQdi>0}.
I

Podane wyzej oszacowania lub sposdb poszukiwania ekstremali nie sa jednak
efektywne i w zastosowaniach liczbowych nie moga odgrywaé wigkszej roli. Scistego
rozwigzania natomiast nie udato si¢ uzyska¢, gdyz wymaga to rozwigzania zadania
ekstremum z nieprzeliczalng iloscia jednostronnych warunkéw bocznych.

Przejdziemy zatem do efektywnych metod szacowania ekstremum integralnego
od géry i od dolu w przedziale ladunkéw Q€ (0,0%) i Qe(0,07) [(3.17)
i (3.18)]. Bedziemy w dalszym ciagu zakladali, ze Ny = {L;, L,).

5. Podamy teraz istotne dla zastosowan twierdzenie pozwalajace w efektywny
sposdb oszacowaé ekstremum integralne funkcjonatu (4.21) w zbiorze (4.22) z wa-
runkami bocznymi (4.23). :

TWIERDZENIE 4. Niech bedzie dahy Sfunkcjonal
L,

5.1) 7@ @) =i+ f jenyr( dn, Q= const

L,
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okreslony w zbiorze

(52 Q' ={{r)}, {r}eCy, nelly, Ly, [r ()| <a}
o takiej funkcji wplywu j(n), ze
By Ny = <Ly, L.
Niech bedq réwniez dane warunki boczne w postaci
Ly
(5.4) 1({r (}; x1,x2) = {0(?% X, x2) r(n)dn = — %
Ly

dla kazdych x; < x5 i x1, x5 € {Ly, Lp).

Dla oszacowania od dolu maksimum integralnego funkcjonalu (5.1) w zbiorze (5.2)
z warunkami bocznymi (5.4) wystarczy wzigé funkcje

TS p*(n,Ql)
(5.5 rtm=r (77)(1+ o)’
gdzie

(5.6) r () = asgnj(n),
: 0’ 1 Ly 1
61 rao -3 [G-roat [roa
Ly Ly

a liczba Q' spelnia réwnanie

L,
1
(5.8) =5 f(P*(f,Q')-HP*(E,Q')l) dg,
Ly

i obliczyé warto$¢ funkcjonalu (5.1) dla funkcji (5.2). Dla oszacowania od gory mini-
mum funkcjonalu (5.1) w zbiorze (5.2) z warunkami bocznymi (5.4) wystarczy wzigé

Jfunkcje

R P (0" )
(5.9 r=(p) =r-(n) (1 S 7ol
gdzie

r=(n) = asgnj(y),
(5.10) a5 It o ¢
r6e)=G -5 [G-nron+ o,
I Ly

a liczba Q' spelnia réwnanie

1 L,
s.11) 0=7 [ reerircee

Ly

i obliczy¢ wartosé funkcjonalu (5.1) dla funkcji (5.9).
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Dow6d. Dowdd jest oczywisty, gdyz warto$¢ funkcjonatu (5.1) dla kazdej funkcji
{r (n)} € 2;' szacuje maksimum integralne od dotu a minimum integralne od géry.

Istotne jest jednak wskazanie znacznej ostrodci tego oszacowania. Wezmy pod
uwage przypadek maksimum. Nie trudno zauwazyé, ze dla Q € (Q+, +o0) oraz
Q = 0 otrzymujemy S$ciste rozwigzanie, natomiast dla Q e (0, 0*) oszacowania
sa przybliZone.

Pokazemy, ze wskazana funkcja (5.5) jest ekstremalg funkcjonatu (5.1) w dosé
szerokim podzbiorze zbioru (5.2).

Latwo réwniez sprawdzié, ze dla wszystkich Q € (0, 0*) (5.5) i (5.9) otrzymuje
sie z funkeji (5.7) lub (5.10) przez rézniczkowanie i przyjecie r () = 0 tam, gdzie
odpowiednio przesunigte réwnolegte do osi rzednych funkcje (5.7) lub (5.10),
przyjmuja wartosci ujemne.

Wezmy pod uwage funkcjonat

Ly
(5.12) Jr@) = [ j@)rean.

L
Funkcjonal ten osiaga w zbiorze (5.2) maksimum dla
(5.13) r () = asgnj(n).
Niech
{rre+tu@}={rm}ey i ul) £0;

zgodnie z okreSleniem tego zbioru

(5.14) lrm| < a

A zatem

(5.15) |rm)+u@m] < a

skad

(5.16) —a—rt() <uln) < a—rty)

lub podstawiajac (5.14)

(5.17) — a(1+sgnj(m) < u(n) < a(l — sgnj(x)).

Z (5.17) mamy zatem wniosek nastgpujacy:

Whniosek 1. Kazda funkcja r () € 2;" moze byé przedstawiona w postaci sumy
r+ (n)+u (n), gdzie {u (n)} spelnia nieréwnos¢ (5.17) i {u ()} przedzialami ciagta.

Zauwazmy teraz, Ze funkcjonatl (5.12) jest jednorodny pierwszego stopnia i ad-
dytywny, a zatem

(5.18) J({r m}) = I({r*mH-+I ({u@m)}).
Mamy jednak

(5.19) J({r*(m}) = max J,
{rt) € 2
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przy czym jest to maksimum integralne; a zatem nieréwno$é

(5.20) J({r m}) <I({r+()})

jest silna, jezeli u(n) % 0, gdyz ekstremala jest wobec zalozenia Nj = {(Ly,Lp»
okreslona jednoznacznie. Odejmujac od nieréwnosci (5.20) réwnanie (5.18) otrzy-
mujemy

(5.21) J({u(p}) <o0.

Wniosek 2. Dla kazdej funkcji {u ()} przedzialami ciaglej spelniajacej nieréw-
no$¢ (5.17) funkcjonat (5.12) przyjmuje wartosci ujemne.
Wezmy teraz pod uwage dowolna funkcje r () € 2, taka, Ze

¢
62 G0 = r(n)dy >0
i przedstawmy ja w postaci sumy
(5.23) rm =r*@)+u@).
Poniewaz {r (n)} € 2;/,
(5.24) Ir(m| < a
to
(5.25) —a—rt<u) <a—rt(n
i tam gdzie r* () = r* () mamy
(5.26) —a(14sgnj(n) < u(y) < a(l—sgnj(m)
oraz tam gdzie r () = 0
(5.27) —a<u(p<a

Poréwnujac nieréwnosci (5.26) i (5.27) z (5.17) oraz biorac pod uwage wniosek 1
i wniosek 2 mamy
Whniosek 3. Dla kazdej zmiany # (1) funkcji 7* () spelniajacej nieréwnosci
(528) —a(l+sgnj(m) <u(m) <a(l—sgnj(m), egdy rr@=r+(@),
—a<u() <0, gy rfP=01i rr(p=q,
O<u(p)<a, gdy r*()=0 i r(m)=—
oraz warunek (5.22) funkcjonat (5.14) osiaga w otoczeniu funkcji 7+ () maksimum.

Klasa funkgji, dla ktérych funkcjonat (5.1) dla funkcji (5.5) stanowi ekstremum
integralne, jest zatem bardzo szeroka. Funkcja (5.5) nie jest jednak na pewno roz-
wigzaniem $cistym, gdyz np. miejsce wystgpowania ekstremum integralnego funkcji
(5.7), w ktérym spelnione jest réwnanie

(5.29) i =0,
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oraz miejsca wystgpowania ekstremum funkcji wplywu j (), np. rézniczkowalnej
spelniajace warunek

(5.30) J') =0,

jezeli wystepuja we wnetrzu przedziatu (L;, L,», wcale nie musza si¢ pokrywaé.
A zatem w takim przypadku mozna dla dostatecznie malych Q wskazaé¢ funkcje
r(n) # r* (), dla ktérej

(5.31) J(Q, {rt(m}) <J(Q, {r(}).

Analogiczne wlasno$ci posiada dla przypadku minimum funkcja (5.9).

Przejdziemy do oszacowania maksimum integralnego od géry i minimum inte-
gralnego od dotu. Tym samym bgdziemy mogli kazdorazowo poda¢ btad przy-
blizonej wartoéci ekstremum.

6. Dla oszacowania od géry maksimum integralnego funkcjonatu (4.21) w zbiorze
(4.22) z warunkami bocznymi (4.23) nalezy rozpatrze¢ warto$¢ tego funkcjonalu
w zbiorze rozszerzonym funkcji i to takim, aby ekstremum integralne w zbiorze
szerszym bylo wigksze od ekstremum integralnego w zbiorze (4.21). To samo do-
tyczy oszacowania minimum integralnego od dotu. W tym celu dopuscimy nieciagle
rozklady ladunku p (&, Q) w przedziale (L;,L,) i udowodnimy nastgpujace twier=
dzenie:

TWIERDZENIE 5. A. Niech bedzie dany funkcjonal

Ty
(6.1) JQ; {r(m) = %J}. + f Jjer(pdy, Q= const
Ly
okresSlony w zbiorze

(6.2) 2 = {{’ m}, {rm}yeCy, nelly, Ly i |r(n]<a}
z warunkami bocznymi

2
4

¢

T
1
—5 [ @i+ [rardizo
L,

L

(6.3) 20

dla kazdego &€ <Ly, Ly) i o takiej funkcji wplywu j(n), ze
6.4) Ny =

dla kazdego przedzialu 1 = {x; 1, X, > C {Ly, Ly), gdzie

!
Zy

~ ’ X211
6.5 F ()= | i@®de — —=————j,.
(6.5) Jr(m) f}(rf) & x“_.xuh
n

Niech jednoczesnie funkcja wplywu j(n) posiada te wlasno$é, ze dla kazdego 1 nie=
réwnosé

(6.6) i) >2
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wyznacza ciqg skoriczony przedzialdw rozigczonych Is(2)=(x 5, %5 5); s = 1,2,..., N(2)
o dlugosci rdznej od zera, a nieréwnosé

(6.7) ' ) <2

wyznacza ciqg skorczony przedzialow rozlgeznych s = 1,2, ..., M (%) o tych samych
wlasnoSciach Rs(A)={xy,s, X2, sy . Jezeli dla dowolnej danej wartoSci A i danej wartosci
O = Qy suma pierwiastkow réwnan

B nin [2—— f R Py e U,
&

éely
I fasgnj,s(n)dn] = 0s 3l aalN3
z1,8

spelnia réwnanie

K
(6.9) >0, =
¢ =]

to jest spelniona nieréwnos$é

> Jr | &
©10) D, [ 1 max (A—") a & f Jr, () asgn j, (n) dn >
gy 5 (c; )
s = max J"'(Qc; {r(n ]

{rm}e Q3
przy p(&,0) = 0 dla kazdego & e {L;, Ly).
B. Jezeli dla dowolnej danej wartosci A i danej wartoSci Q = Qg suma pierwiastkéw
rownan

@11) min [2 S f (tae — 1) @5 Jp, (i)l —
ter, L 4
I fasgnjks(n)dn] =0, s =K 0000
z1,8
spelnia réwnanie
M
(6.12) D) Or,= 00,

é=1
to jest spelniona nierdwnosé

M .
©13 Y [QR, min (j‘l\) i f Jr,(n) @ sgn jg () dn <
Rk i

Py k=12,..,n R
< min J"(Qo, {"("7)})]

{rmye 2y
przy p(§,Qo) > 0 dla kazdego &e<{Ly, Ly .

PrzeprowadZmy jedynie dowod dla przypadku A, gdyz dowdd dla przypadku B
jest analogiczny.
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Dowd6d. Wezmy dowolna funkcje p (&, Qp) spelniajaca (6.3), mamy wtedy

©14) . [, asgnje, ) dn < [, p & Qo) dn,
Rs Rs

gdyz
(6.15) r(n) = p'(§ Qo)
jest ekstremala dla minimum integralnego funkcjonatu

Ox, . .
©16) o @ ) = G2+ [ T ).
s F4
Yatwo sprawdzi¢, ze zachodzi réwnosé
M Le
6.17) D Ir, (Qr,; {— asgnje,(m)}) = f v(®Jj@d, .
§=1
Ly
gdzie
PR,(E’ QR,) dla £eR, s=1,2, vy M,

’.18 5 = M

(5.18) v (&) - da £¢0) R,
e
a
QRs 1 ~
6.19)  pg, (& Q0g,) = A =+ A (x3,5 — ) asgn jg, () dn —
Rs Rs
Rs -y

- fa sgnjp, (Mdy, s=12,.., M
Z1,8

Wezmy teraz funkcje ¢ (£) taka, ze
p(& 0p)+Cs dla &eRs,

6.20 = M
(6220) 6 . o et
s=1

gdzie stale Cs; dobrane tak, aby ¢ (&) > 0 dla &e (L, L) oraz

B
(6.21) [ #®ds = 0.

Ly
Mozna to zawsze osiagnaé, poniewaz p (&, Qg) = 0 dla &e (L, L) oraz

Ly
(6.22) | p(& Qo) ds = 0.

Ly

Z (6.14) i (6.17) otrzymamy wtedy, Ze
Ly

M
623) D) Tr,(Qr, {— asgnjp,)}) < f 9(8)j () d&,
§=1

L
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gdzie
M M
(624 2 %= D
s§=1 §=1
oraz
(6.29) Ok, = f p(§ Qo) d§ + Cs f ds.

Prawa strong nieréwnosci (6.23) po podstawieniu (6.20) mozna przeksztalci¢ do
postaci .

L, L,
62 | 9@j©d= f P(E Q0 () & +

L, Ly

+Z c,fj(ads— f (& 00 j (&) d5.

<Ly, L)\ URa

Natomiast lewa strong mozna napisaé po podstawieniu (6.25) w postaci

62) 3 10 (—asenin, ) = >, f J§d+
8:-1

§=1

g, T( f (& Q) ds)( f j(&)ds)— 2 f 9 asgn jg, () di.
=1 Rs 'Ry P —

Podstawiajac (2.26) i (6.27) do (6.23) otrzymujemy po uporzadkowaniu

(6.28) 21’ A—R'( Rf p(s,Qo)qs)( f J'(E)df)+ f o P Q0@ dE —~

Rs {Ly, L)% Ufa
S=

L
—8;1' f Jro () @580 g, (1) dy < f P (& Q0)Jj(&) dé.
Rs Ll
Oznaczmy dla skrécenia zapisu

(6.30) r = [J®dE
Rs

fatwo wtedy zauwazyé, ze

(631) f o PEQDIE© dE > f L, PEQDE>

{L1,La)\\URs {L1,Le><\URs
§=1 s=1
p JR
> min ( P (&, Qo) dé
§=1,2,.., M M

R L LS\ URs
s=1
ze wzgledu na nieréwnoéé (6.7). Podstawiajac po lewej stronie nieréwnosci (6.28)
w pierwszej sumie min (jx/dg) zamiast jp /Ap oraz zamiast drugiej sumy
k=1,2,...,M

Rozprawy Inzynierskie — §
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wyrazenie po prawej stronie nieréwnosci (6.31) oraz wykorzystujac rownanie (6.22)
otrzymujemy tezg (6.13). Ostatnie przeksztalcenia zmniejszaja na ogdél ostro§é
oszacowania przy duzych M. W zastosowaniach w okretownictwie funkcje wplywu
maja jednak te¢ wlasno$é, ze M = 1,2 (np. funkcje wplywu sily tnacej i momentu
gnacego dla kadtubéw statkéw morskich i §rédladowych w rozpatrywanym prze-
dziale fadowni lub zbiornika) i dlatego oszacowania te mozna uznaé za wystarczajace.

Postugujac si¢ twierdzeniami niniejszej pracy mozna teraz rozwiagzaé szereg na-
stepujacych zadan o znaczeniu praktycznym, jak np.:

1. Dla danej funkcji wplywu parametru liniowego okretu i danych cigzaréw
ladunku Q; (i =1, 2, ..., 2) w kazdej ladowni lub zbiorniku wyznaczyé lub osza-
cowaé obwiednig tego parametru przy wszelkich mozliwych rozkladach tego ladunku
w kazdej tadowni z ograniczona pochodna obcigZenia cigglego tadunku [8].

2. Dla danej funkcji wptywu parametru liniowego okre¢tu i danych maksymal-
nych cigzaréw tadunku Qi max (i =1, 2, ..., U) w kazdej ladowni lub zbiorniku
sporzadzi¢ obwiedni¢ tego parametru wskazujac jednoczesénie, dla jakich wartosci
Qi €40, Qi, maxy zachodzi ekstremum.

Mozna réwniez rozpatrywaé zadania ze skorniczong iloscia warunkéw bocznych,
programy ladowania, zadania wielowymiarowe. Te ostatnie zagadnienia wymagaja
jednak rozszerzenia i uogélnienia rozwigzanych przypadkéw jednowymiarowych.
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Pe3zomMme

OLIEHKA JIMHEVHEIX ITAPAMETPOB KOPABJISI HA HEKOTOPBIM
MHOXECTBE HAI'PY3OK

PaccMaTpHBArOTCS HMHTETPAIBHBIE 3KCTpeMyMsbl dyHKumonana (2.1) Ha MHOXECTBe Hempe-
DHIBHBIX (YHKIUH C KyCOYHO-HENPEPHIBHOW ¥ OTpaHWYEHHOM npom3Bomuoif (2.3). Ilocme cse-
JICHUA 3a/Ia4M K JKBHBAJICHTHOM 3ajade O JKCTpeMyMme JMHCHHOro ¢yHKimoHanma (2.12) Ha MHO-
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JKECTBE KYyCOYHO HENPEPBHIBHBIX ¥ OTPaHAYCHHBIX (yHKImi (2.13), HAXOOUTCA BKCTPEMAalb U 3HA-
YEHHs KCTpeMyMa.

B 1. 3 nccnenoBaH YaCTHBIA Cioy4qaii, KOrga paccMaTpUBAETCs HKCTPeMyM dyrxmionana (2.1)
Ha MHOKecTBE (3.1). Ecrmi 3KCTpeMasib HEOTPHIIATENIbHA BO BCEM MHTEPBana, TO PacCMATPEHHAS
3aaya uMeeT (HU3NYECKOe MCTOIKOBAHME, KaK 3a7jaya O SKCTPEMAJILHOM PACHPENEIICHNAM ChIITYYero
rpy3a B KOpaGeisHOM TpPIOME.

Jnist cnyvast Korza 3KkCTpeMallb Ha MHoxecTse (3.1) He SBISeTCS HEOTPHUATENLHON BO BCEM
MHTEpBAJe, ITOJYYECHBI OLEHKH MHTEIPAjIbHBIX JKCTPEeMyMOB ¢yHKmmonana (2.1) Ha MHOXECTBE
HeoTpuuarenbHbIX GyHkimit w3 (3.1). JaHbsl BepxHWe M HMKHME OoueHKA (0.5 m m. 6).

B 3axmouenne GopMyHpyeTCs 3afada O TEXHMYECKOM MHTepIpeTALHH, NPEACTAB/ICHEAS B APY~-
roii pabore [8]. Ee pemenue moy4eHO HAa OCHOBE OOINMX MOJIOXCHMA | OLIEHOK JAHHLIX B HACTOS-
meli pabore. OGCy)Iar0TCS JanbHEHIe BO3MOXKHEIC HANPABIICHUS MCCIIEIOBaHMI.

Summary
ESTIMATION OF THE LINEAR PARAMETERS OF A SHIP IN SOME A SET LOADS

The object of the considerations is the problem of integral extrema of the functional (2.1) in
the set (2.3) of continuous functions having sectionally continuous derivatives. After reducing
the problem to the equivalent extremum problem of the linear functional (2.12) in the set of
functions (2.13) sectionally continuous and bounded, the extremal function and the values of
the extrema are obtained.

In Sec. 3 is considered a particular case of extremum of the functional (2.1) in the set (3.1) having,
in the case of extremal function nonnegative in the entire interval, a physical interpretation of
(in the form of) the extremal distribution of a granular shipload in the hold of a ship.

If the extremal function in the set (3.1) is not nonnegative in the entire interval, estimates from
above and from below are obtained for the integral extrema of the functional (2.1), in the set of
nonnegative functions belonging to the set (3.1).

In conclusion, the problem of technical interpretation described in another paper [8] is discussed
and solved on the basis of general solutions and estimations obtained in the present paper. Direc-
tions of further research are suggested.
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