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1. Przez parametr liniowy kadłuba okrętu będziemy rozumieli funkcjonał liniowy 
określony w pewnej przestrzeni liniowej funkcji jednej lub wielu zmiennych i po
siadających w podzbiorze nośnika tej przestrzeni mechaniczną interpretację fizy
kalną dla konstrukcji okrętu. 
Wyróżnione podzbiory nośnika mają między innymi interpretację nieskończo

nych zbiorów obciążeń, jakie mogą działać na statek w procesie eksploatacji. 
Wśród tych podzbiorów istotną rolę odgrywają podzbiory od obciążeń ładunkiem 
i falami na powierzchni swobodnej morza. 

Dotychczas rozpatrywane zagadnienia w pracach [4-8] obejmowały bardzo 
ogólne klasy zbiorów obciążeń przedziałami ciągłych lub szczególne przypadki 
zbiorów obciążeń przedziałami stałych. Ponieważ zbiory te dla wielu obciążeń 

o szczególnych cechach fizykalnych są albo zbyt szerokie, albo zbyt wąskie, należy 
dokładniej sprecyzować własności funkcji obciążeń zgodnie z fizykalnymi cechami 
badanego obciążenia. Uwagi te dotyczą głównie obciążeń ładunkiem sypkim oraz 
obciążeń okrętu na fali. 

W niniejszej pracy zajmiemy się jedynie zagadnieniami jednowymiarowymi dla 
ładunku sypkiego przyjmując, że jest to taki ośrodek ciągły, w którym dzięki istnie
niu stałego kąta tarcia wewnętrznego powierzchnia swobodna jest linią ciągłą 

1 posiada ograniczoną i przedziałami ciągłą pochodną. Takie założenie jest zgodne 
z przybliżeniami stosowanymi dla ośrodków sypkich [3]. Praca stanowi jednocześnie 
wstęp do praktycznie ważniejszego problemu wyznaczania ekstremum integral
nego parametrów liniowych okrętu na fali. 

Nie podaje się przykładów zastosowań, a jedynie ogólne rozwiązania lub oszaco
wania ze wskazaniem klasy zadań, które na podstawie podanej teorii można roz
wiązać. Przykłady zastosowań będą opublikow~ne w artykule [8]. 

Autorowi nie udało się uzyskać we wszystkich przypadkach ścisłych rozwiązań 
zadania ekstremum integralnego funkcjonału liniowego w rozpatrywanym zbiorze. 
W tych przypadkach, w których nie udało się uzyskać rozwiązań, podaje się jednak 
oszacowania tych ekstremów od góry i od dołu. 

Rozwiązane problemy należą do teorii sterowania [1 i 2] i mogą być również 
interpretowane jako zagadnienia sterowania układów dyskretnych w czasie z ogra
niczoną prędkością urządzeń sterujących. W szczególności przyjęcie ekstremal
nego rozkładu danego ładunku sypkiego o ciężarze Q st.ałym jest równoważne przyję-
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ciu optymalnego sterowania w danym przedziale czasu z ustalonym impulsem sił 

zewnętrznych. 

Autor nie spotkał się w literaturze mechaniki konstrukcji okrętowych i do stępnej 

mu literaturze teorii sterowania [1,2] z zastosowaniami teorii sterowania do pro
blemów wytrzymałościowych jak równieź z rozwiązaniami i oszacowaniami poda
nymi w niniejszej pracy. 

2. Niech będzie dany funkcjonał liniowy parametru J w postaci 

L . 

(2.1) J({p(~)}) = J j(~)p(~) d~, 
Li 

gdzie {j W} jest daną funkcją wpływu parametru J, określoną i przedziałami ciągłą 

w przedziale ( Lt. L 2>, natomiast 

(2.2) {p (~n E D, 

gdzie 

Przedziałami ciągłą funkcję a, ograniczającą bezwzględne wartości pierwszych 
pochodnych funkcji {p W} uwaźamy za daną. W interpretacji fizykalnej moźe 
to być tangens kąta tarcia wewnętrznego ładunku sypkiego okrętu. 

Z określenia zbioru D (2.3) mamy 

(2.4) p'W = rW, 

gdzie {r W} E C~ w przedziale ( Lt. L2> i jest ograniczona, tzn. 

(2.5) 

Całkując (2.4) w granicach od Ll do ~ E ( Li> L2> otrzymujemy 

E 

(2.6) p(~) = C + J ren) dl], • 
Li 

gdzie C oznacza dowolną stałą Uednak dla kaźdej ustalonej funkcji inną 

ustaloną wartość). Poniewaź {r (nn E C~, to ~ {p(~n E C~. Poniewaź przed
stawienie (2.6) funkcji {p W} przez funkcję {r Cnn jest moźliwe dla kaźdej funkcji 
{p W} E D, przeto podstawiając (2.6) do (2.1) otrzymamy nowy funkcjonał 

L. L. E 

(2.7) J= C J j(~)d~ + J j(~) J r(n)dnd~. 
Li Li L. 

Przyjmijmy oznaczenie 
L. 

(2.8) jL == J j (~) d~ 
Li 

i zmieńmy granice całkowania w całce (2.7) wykorzystując to, źe obszar całkowania 
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jest normalny względem obydwu osi prostokątnego układu kartezjańskiego ~, rt. 
Otrzymamy wtedy 

(2.9) 

gdzie 

(2.10) 

oraz 

(2.11) 

Lz 

1'(C; {r(rtn) = CjL + J )(rt) r(rt)drt, 
LI 

Lz 

J(rt) = J j (~) w (~), (rt) d~ 
Ll 

dla 
dla 

Ponieważ z założenia UW} E C~ w przedziale <LI> L2>, zatem zgodnie z (2.10) 

i (2.11) w przedziale <LI. L2>. Możemy zatem rozpatrywać zamiast funkcjonału 
(2.1) w zbiorze Q funkcjonał 

L. 

(2.12) 1'(C; {r (rJ)}) = CjL + J J(rt) r(rJ) drt, 
Ll 

w zbiorze 

(2.13) QI={C.{r(rt)}; {r(rtnEC~, ~ <LI.L2> , Ir(rt)l~a, CE(- oo, +oo)}. 

Zbadajmy ekstrema integralne funkcjonału (2.12) w zbiorze (2.13). 

TWIERDZENIE 1. Warunkiem koniecznym i wystarcZającym do istnienia ek$.tremum 
funkcjonału (2.12) w zbiorze (2.13) jest jL = O. 

Twierdzenie to jest oczywiste. Oznaczmy przez Nr nośnik funkcji )(rt) , mamy 
wtedy następujące twierdzenie. 

TWIERDZENIE 2. leżeli jL = O, to każdą ekstr.emalę funkcjonału (1.12) w zbiorze 
(2.13) można przedstawić w postaci nast~pującej: 

a) dla przypadku maksimum 

(2.14) r+ ( ) = {a sgn)(ry) 
- 'YJ u ('YJ) 

dla 17 ENr, 
dla 1] E <LI> L2> "'-Nr, 

gdzie 

(2.15) {U('YJnEC~, IU('YJ)I~a, C+E(-oo, +00); 

b) dla przypadku minimum 

(2.16) r-( )={-asgnJ(rt) 
'YJ u ('YJ) .. 

dla 'YJ E Nr, 
dla 'YJ E <LI, L2>"'-Nr, 

gdzie 

(2.17) {U('YJ)}EC~, IU('YJ)I~a, C-E(-oo, +00). 

Z twierdzeń 1 i 2 wynikają następujące wnioski. 
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Wniosek l. Warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, abyekstremale 
r+ (n) i r- (n) były określone jednoznacznie, jest, aby przedział 

(2.18) <Li> L2> "'- Nr 

był pusty. 

Istotnie, jeżeli <Li> L2>",-NJ jest pusty, to funkcje (2.14)-(2.17) są określone jed
noznacznie; jeżeli są określone jednoznacznie, to nie mogą być określone przez 
funkcję u (",), a to zachodzi wtedy i tylk0 wtedy, gdy <Lr, L2> "'-NJ jest pusty. 

Wniosek 2. Jeżeli jL = O, to 

Lo 
(2.19) max J ' = - min J' = J a IJ(",) I dn· 

C.{r(~)} € o ' C. {r(~)}€ D' Li 

Dowód otrzymamy podstawiając jL = O oraz (2.14) lub (2.15) do (2.12). 

Oznaczmy teraz przez Q; następujący zbiór: 

(2.20) 

Łatwo wtedy zauważyć, że otrzymamy następujący 

Wniosek 3. Funkcjonał (2.12) osiąga w zbiorze (2.20) maksimum i minimum 
(dla każdego jJ, przy czym ekstremalami są funkcje (2.14) i (2.16), a wartości 

ekstremalne funkcjonału wynoszą 
L. 

(2.21) max J' = CjL + J a I J(",) I d", 
(r(~)}€ D; Li 

oraz 
L. 

(2.22) min J' = CJL - J a IJ(n) I dn· 
(r(~)}€ D' Li 

Dowód jest oczywisty. Warunki jednoznaczności ekstremali są tutaj identyczne 
z warunkami podanymi we wniosku 1. 

Określenie ekstremum funkcjonału J' (2.12) w zbiorze Q' (2.13) jest równoważne 
określeniu ekstremum funkcjonału (2.1) w zbiorze (2.2); natomiast określenie 

ekstremum funkcjonału J' w zbiorze Q; jest równoważne określeniu ekstremum 
funkcjonału J (2.1) w zbiorze 

(2.23) 

tzn. w zbiorze wszystkich tunkcji należących do Q i przyjmujących tę samą wartość C 
w punkcie ~ = Lt. Wynika to wprost z (2.6), gdy podstawiamy ~ = LI' Mamy 
zatem 

Wniosek 4. Warunkiem koniecznym i wystarczającym istnienia ekstremum 
funkcjonału (2.1) w zbiorze (2.2) jest jL = O. 

W ni osek 5. Jeżeli jL = O, to każdą ekstremalę funkcjonału (2.1) w zbiorze (2.2) 
można przedstawić W postaci 
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a) dla przypadku maksimum 
E 

(2.24) p+ m = c+ + f r+ (n) dn ; 
LI 

b) dla przypadku minimum 
e 

(2.25) p-m = C- + f r-(n)dn, 
LI 

,gdzie c+ i C- są dowolnymi liczbami z przedziału (- 00, + 00), tzn. ekstremale 
nie są określone jednoznacznie. Dowód jest natychmiastowy przez podstawienie 
(2.14)-(2.18) do (2.6). 

W analogiczny sposób uzyskamy 

Wniosek 6. Jeżeli jL = O, to 
1.-. 

(2.26) max J = - min J = f a IJ(n) I dn· 
{pW}e D {PW}6 D LI 

Podobnie można rozpatrzeć ekstremum J W zbiorze QI (2.23) otrzymując 

Wniosek 7. Funkcjonał (2.1) osiąga w zbiorze Qi> (2.23) maksimum i minimum, 
przy czym ekstremalami są funkcje 

a) dla przypadku maksimum 
E 

p+ m = c + f r+ (n) d'Yf, 
LI 

b) dla przypadku minimum 
~ 

(2.28) p- W = C + f ,- (n)d'Yf, 
LI 

.a wartościami ekstremalnymi funkcjonału są liczby 
L 2 

max J = CjL + f a 1J('Yf) I dn, 
{p(E)} • a l LI 

.(2.29) 

L 2 

(2.30) min J = CjL - f a IJ(n) I d'Yf. 
{p(m . Dl LI 

Ekstremala są określone jednoznacznie wtedy i tylko wtedy, gdy przedział 

-<LI. L2> ""-Nr jest pusty. 
Zadanie wyznaczenia ekstremum funkcjonału (2.1) w Q, a zatem również funk

ocjonału (2.10) w Q', nie wyczerpuje jednak możliwych zastosowań w okręt<lwnictwie. 
W szczególności istotne jest zbadanie ekstremum warunkowego przy zachowaniu 
'stałego ciężaru ładunku w przedziale. Jak się przekonamy w następnym punkcie 
pracy, tak postawione zadanie narzuca jedynie liniową zależność między C i {r (n)} . 

3. Zbadajmy zatem ekstremum funkcjonału (2.1) w zbiorze 

1.-. 
{3.1) Q2 = {{PW }; {pW}EQ, fp(~)d~=Q}, 

L1 

:Rozpr awy Inżynierskie - 7 
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gdzie Q jest liczbą daną. Całkując obustronne równanie (2.6) w granicach od LI do 
L2 otrzymujemy 

La e 
(3.2) Q = CL1 + f de f r(n) dn. 

Ll Ll 

gdzie 

(3.3) 

Zmieniając granice całkowania w (3.2) i obliczając stałą C otrzymujemy 
La 

Q 1 J (3.4) C = Lf - Lf (~ - '11) r ('11) dn. 

Li 
, 

tzn. wszystkie stałe C dla funkcji {p m} wg (2.6) takich. że ich całka w przedziale 
<LI> L2> jest równa Q. Podstawiając (3.4) do (2.9) otrzymujemy funkcjonał 

La 

(3.5) J"(Q; {r{n)}) = ~ jL + J J(n) ren) dn. 

gdzie 

(3.6) 

Ponieważ {J(n)} e C~. to 
jest określony w zbiorze 

Li 

{] (n)} e C~ w przedziale <LI> L2>. Funkcjonał (3.5) 

(3.7) !J~' = {{r (n)}; {r{n)} e C~. '11 e <LI> L2>. !r{n)! ~ a}. 

Można teraz wypowiedzieć analogiczne twierdzenie do twierdzeń 1 i 2 i wnioski 
analogiczne do wniosków 1-7. 

Wniosek 1. Funkcjonał (3.5) osiąga w zbiorze (3.6) maksimum i minimum .. 
przy czym esktremalami są funkcje: 

a) dla przypadku maksimum 

(3.8) 

gdzie 

{u (n)} e C~ 

b) dla przypadku minimum 

(3.9) 

gdzie 

dla '11 e Nr. 
dla '11 e <LI> ~>"'.Nr. 

dla '11 e Nr. 
dla '11 e <LI> L2> "'.Nr. 
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a wartościami ekstremalnymi funkcjonału liczby 

(3.10) 

oraz 
La 

min 1"= ~A-JaIJ(~)ld~. 
{rC~)} . Di' 

Ll 

(3.11) 

Ekstremale są określone jednożnacznie wtedy i tylko wtedy, gdy 

(3.12) 

Ponieważ; ekstremum funkcjonału J" (3.5) w zbiorze {)~' (3.2) jest równoznaczne 
ekstremum funkcjonału (2.1) w zbiorze (3.1), przeto otrzymamy 

Wniosek 2. Funkcjonał (2.1) osiąga w zbiorze (3.1) maksimum i minimum, 
przy czym ekstremalami są funkcje 

1 Lt e 
(3.13) p' m = ~ - LI J (Lz - 'rf) rV(~) d~ + J rV(~) d~, 

Ll Ll 

gdzie 'JI oznacza plus dla przypadku maksimum lub minus dla przypadku minimum. 
Wartościami ekstremalnymi funkcjonału są liczby 

(3.14) max J = max J", min J = min J". 
{pW}. Da {rC'])). D:; {pce)} • Dl {r('])}. D:; 

Ekstremale są określone jednoznacznie wtedy i tylko wtedy, gdy 

(3.15) 

Zapytajmy się teraz, kiedy określenie ekstremum funkcjonału J w zbiorze {)z może 

być interpretowane jako określenie ekstremalnego rozkładu ładunku sypkiego 
w przedziale (Li> Lz>. Weźmy pod uwagę przypadek maksimum. Zachodzi to 
oczywiście tylko wtedy, gdy 

(3.16) p+ m ~ o dla ~ E (LI> Lz>. 
Niech (Li> Lz> ~ NT, wtedy funkcja {,+ ('rf)} jest określona jednoznacznie nie

zalewe od wartości Q i warunek (3.16) sprowadza się do warunku 

a dla przypadku minimum (Li> Lz> ~ NT do warunku 
Lt E 

(3.18) Q ~ max [J(Lz - ~), (~)d~ - LI J,- (~) d~] ~ ('2- . 
E(L1.Lz> 

Ll Ll 



100 JÓZEF WIĘCKOWSKI 

Jeżeli Q+ lub Q- > 0, to tylko dla Q E <Q+, +00) lub dla Q E <Q-, + 00) roz
wiązanie zadania ma interpretację fizykalną, natomiast dla Q E (O, Q+) i Q E (O, Q-) 
przynajmniej jedno z rozwiązań interpretacji fizykalnej w sensie wskazanym wyżej 
nie posiada. 

W · przypadku <L J, L2) $: Nj mamyekstremalę r + (n) określoną niejednoznacznie 
w przedziale <LI, L2)',..NJ (por. 3.8). Możemy wtedy napisać równanie (3.13) dla 
'J1 == + w postaci 

(3.19) 

Podstawiając (3.19) do (3.16) otrZYmujemy 

dla każdego ~ E <LI> L2) . 

Lewa strona równania (3.20) jest określona jednoznacznie, natomiast {u (n)} E C~ 
i W <Li> L,.) i ju (n)j ::::; a (zgodnie z (3 .8» . 
Prawą stronę nierówności (3.20) można napisać w postaci 

(3.21) 'I/' (~; {u (n)}) = J 'I/' (~, n) u (n) dn , 
( Ll> L 2>'-Nj 

gdzie 

Oznaczmy przez U zbiór 

(3 .23) U = {{u(n)}; {U(1'})}EC~ , ju (n)j ::::; a, 1'} E<LI , L2)",-Nj} . 

Dla każdej ustalonej wartości ~ wyrażenie 'I/' (~, {u (n)}) jest funkcjonałem określo
nym na zbiorze U i posiadającym jednoznacznie określoną ekstremalę, gdyż zgod
nie z (3.22) 

(3.24) NfjI (~, tJ) == <LJ , L,.) "'-Ni 
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dla każdego r Jeżeli zatem dla każdego ~ jest spełnióna nierówność 

gdzie 

(3.26) max 1f! (~; {u (1])}) = J a 11f! (~, 1])1 d1], 
{u (17)}. U (LhL.> ,N,;, 
E=const J 

to warunek (3.16) jest spełniony dla każdej funkcji {u (1])} E U, a zatem i dla każdej 
ekstremali p + (~). Można więc wypowiedzieć następujący wniosek. 

W ni o s ek 3. Jeżeli <Li> Lz> =1= Nr, to warunkiem koniecznym i wystarczającym 
na to, aby każda ekstremala {p+ W} spełniała warunek 

(3.27) 

jest nierówność 

(3.28) Q ~ max [J (L2 - 1]) ,+ (1]) d1] - Li J ,+ (1]) d1] + 
'.(LhL.> Ni NJn(LhE> 

+ Li J a 11f! (~, 17)1 d1]] == Q+ . 
(L1.Lo>,NJ 

Oczywiście, jeżeli Q+ ~ O, to dla każdej wartości Q ~ O istnieje rozwiązanie 
o znaczeniu fizykalnym. 

Podobnie można rozpatrzeć przypadek minimum oraz warunki wystarczające 
nieistnienia ani jednej ekstremali p+ W lub p- m spełniającej warunek (3.16). 
Ponieważ większość funkcji wpływu ważnych praktycznie spełnia warunek Nl == 

== <Lt. L2>, to przypadków tych szczegółowo rozpatrywać nie będziemy. 

4. Zajmiemy się wyznaczeniem ekstremum funkcjonału 

Lt 
(4.1) J({p(~)}) = J j(~)p(~)d~ 

LI 

w zbiorze 

(4.2) .03 = {{p (~)}; {p (e}} ED2 , p (~) ~ O, ~ E <LI, L2>}. 

Ponieważ {p (~)} E Ci> [(2.3)], to następujące warunki są równoważne: 

(4.3) l p (~) ~ O ] l j~ m d~ ~ o ] 

dla każdego ~ E <LI, L2> ;g dla każdych :11 < X2 Xl , Xl E <LI, L2> . 

Można zatem rozpatrywać zamiast zadania ekstremum funkcjonału (4.1) w (4.2) 
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zadanie równow~ne wyznaczenia ekstremum funkcjonału (4.1) w zbiorze (3.1) 
z nieprzeliczalną ilością jednostronnych warunków bocznych w postaci 

(4.4) 

dla kaMych Xl < X2 i Xl, X2 E <Lt. L2) ' 

Weź!l1Y pod uwagę zadanie równoważne dla funkcji r (n). Mamy wtedy do roz
patrzenia ekstremum funkcjonału (por. 3.5) 

(4.5) 

L 2 

l" (Q; {r(n)}) = ~jL+ J J(n)r(n)dYJ 

LI 

w zbiorze Q;' (por. 3.7), gdzie 

(4.6) Q~' = {{r(n)}; {r (n)} E c~, n E <LI, Lz) , Ir(n) I ~ a}, 

przy czym warunki boczne (4.4) przyjmują postać [por. (3.4) i (2.6)] 

~ ~ f 

(4.7) J [~ - ~ J (L2 - n) r(n) dn + J r(1.})dn] d~ ~ o 
~ ~ ~ 

dla każdych Xl < X2 i Xl> X2 E <Lt. L2) . 

Weźmy pod uWagę dowolne Xl < X2 i Xt. X2 E <Lt. Lz) i oznaczmy przez L1 X1,xJ == 
== X2 - Xl' Otrzymujemy wtedy w (4.7) po wykonaniu całkowania nierówność 

Zmieniając granice całkowania ·w drugiej z całek w (4.8) i wprowadzając funkcję 

(4.9) {
l dla ~ E <Xl, X2 ) , 

OJ (~; Xl, X2) = O dla ~ E <LI, L2)"""<XI, X2 ) 

i dzieląc (4.8) obustronnie przez L1 X1 ,X2 można otrzymać następującą postać nie
równości (4.8): 

(4.10) JL2[JL2~OJ(~; XI, X2)d~ _ L2; n] r(n)dn ~ - ~. 
X h X2 

LI '7 

Oznaczmy przez 
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Po wykonaniu obliczeń po prawej stronie tożsamości (4.11) otrzymujemy 

n -LI 
dla n E <Ll> Xl), L2 -LI 

(4.12) (1 (n; Xl, X2) = 
X2 - n L2 - n 

dla n E <Xl> X2 ) , 
X2 - Xl L2 -LI 

n -L2 
dla n E <x2,L2) ' 

L2 - LI 

Zwróćm.y uwagę na to, że (1 (n; Xl> X2) jest dla każdego Xl < X2 i Xl> X2 E <Ll> L2) 
funkcją ciągłą względem n i że dla każdego Xl istnieje 

n -Ll 

L2 -Li 

n- L 2 

L2 -Li 

Funkcja (] (n; Xl, Xl) posiada nieciągłość pierwszego rodzaju w punkcie n = Xl oraz 

(4.14) 

Wprowadźmy następujące funkcjonały liniowe określone na zbiorze Q~' wg (4.6): 

L 2 

(4.15) X ({r (n)}; Xl> Xi) == J (] (n; Xl> X2) r (n) dn· 
LI 

Warunki boczne (4.7) można wtedy napisać w postaci równoważnej: 

(4.16) 

dla każdych Xl < X2 i Xl> X2 E <Ll> ~). 

Weźmy teraz pod uwagę przypadek Ni == <Ll> ~), tzn. przypadek, ~ którym 
ekstremala funkcjonału (4.5) w zbiorze (4.6) jest określona jednoznacznie. Weźmy 
pod uwagę jeden z warunków bocznych (4.16) i zapytajmy się, kiedy jest on istotny 
dla oceny maksimum funkcjonału J" w zbiorze Q~'. 

Niech funkcje J(n) i (] (n; Xl> X2) (dla ustalonych .Xl> X2) będą silnie liniowo nie
zależne w przedziale n E <Ll> L2). Wtedy krzywa graniczna w dwuwymiarowej 
przestrzeni warunków bocznych dla funkcjonałów J" i X jest wypukła [4] i warunek 
boczny jest istotny dla oceny maksimum funkcjonału wtedy i tylko wtedy, gdy 

(4.17) 

i co więcej, jeżeli jest spełniony warunek (4.17), to warunek boczny jednostronny 
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można zastąpić równoważnym dla oceny maksimum warunkiem bocznym dwu
stronnym postaci 

(4.18) 

Weźmy teraz' pod uwagę funkcję 

(4.19) 

Zgodnie z warunkami narzuconymi na Xl i X2 [np. W (4.16)] funkcja ta jest określona 
w trójkącie 

(4.20) 

Podamy teraz następujące twierdzenie o oszacowaniu maksimum funkcjonału. 

TWIERDZENffi 3. Niech będzie dany funkcjonał 

Li 

(4.21) J"(Q; {r (1])}) = ~ jL + J J(1]) r (1]) d1], Q = const 

LI 

określony w zbiorze 

(4.22) .Q~' = {{r (1])}, {r(1])} E c~, 1] E <Lb ~>, Ir (1])1 ~ a} 

z warunkami bocznymi 
L 2 

(4.23) X ({r (1])); Xb xi) == J u(1]; Xlo X2) r (1]) d1] ~ - ~ 
LI 

dla każdych Xl < X2 i Xb X2 E <Llo L2> przy czym funkcje J(1]) i (1 (1]; Xb X2) są 
dla kaUej pary Xb X2 silnie liniowo niezależne (do tego wystarczy, aby J (1]) nie było 
w żadnym pod przedziale liniową funkcją 1]). Mamy wtedy następujące oszacowanie 
wartości maksimum J" w .Q~' z warunkami bocznymi: 

(4.24) maxJ"~ J, 

gdzie 

Lt 

(4.25) J= inf {~jL+ JJ(1])asgn[J(1])+A(XloXi)(1(1]; xbX2)]d1] 
Xl' XI E D 

Ll 

dla (/)+(Xlo X2) < - ~ lub J = max J" dla (/)+(Xb X2) ~ - ~}, 
{r('1)} 6 n~' 

przy czym A (Xlo X2) spełnia równanie 

Lt -

J - Q 
(4.26) a sgn [j(1])+A(1(1]; xb X2)] (1(1]; xb X2) d1] = Li' 

LI 
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natomiast dla przypadku minimum 

(4.27) minJ" ~], 

gdzie 

przy czym A (Xl> X2) spełnia równanie 

J
L2 _ Q 

(4.29) a sgn [j(YJ)+AG ('YJ; Xl> X2)J G (n; Xl> X2) dn = LI' 
LI 

(4.30) <1>-(Xl> X2) == X ({r- (n)); Xl> X2). 

Dowód (dla przypadku maksimum). Zauważmy wpierw, że jei:eli spełnione 

są warunki boczne (4.23), to spełniony jest równiei: warunek 

(4.31) 

dla ustalonej pary Xl < Xz Xl> X2 E ( Ll> Lz>, ale na ogół nie odwrotnie. Zatem 
jei:eli przez .o~~ 00 oznaczymy zbiór wszystkich funkcji {r (n)} E .o~' i spełniających 
(4.28), a przez .02"3: 3: zbiór wszystkich funkcji spełniających (4.31) i należących 

J l' 2 

do .o~', to 

(4.32) 

Niech ]3:1.3:2 oznacza maksimum funkcjonału (4.21) w .o~:3:h3:l' to zgodnie z (4.32) 

(4.33) 

Ponieważ (4.3~) jest spełniony dla każdego XI < X2 i Xl> X2 E <Ll> L2>, tzn. dla 
Xl> Xz E D, zatem 

(4.34) 

Zgodnie z (4.15) dla tych Xl> X2 E D, dla których <1>+ (Xl> X2) ~ - Q/J, 

(4.35) ]3: 3: = max J", 
1. 2 

{re'!)} € n~' 

natomiast dla tych Xl. X2 E D, dla których <1>+ (Xl> X2) < - Q/J, nale!)' dla każdej 
pary Xl> X2 rozwiązać zadanie ekstremum funkcjonału J" w .o~' z jednym warun
kiem bocznym przy silnej liniowej niezależności funkcji Wpływu. Wystarczy tu 
zastosoWać np. twierdzenie l z pracy [7]. Otrzymujemy wtedy tezę. 
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Analogicznie dowodzi się przypadku minimum. 

Uwaga. Jeżeli po wyznaczeniu wartości inf J wskażemy taką funkcję 

{ro (n)} E Q;: 00' że xl> X2 € D 

(4.36) J"(Q; {ro (n)}) = inf JXl> XI' 
Xl, X2 € D 

to ro ('17) jest ekstremalą zadania na maksimum J" w Q2,oo' Nie trudno jednak 
. zauważyć, że również jeżeli znajdziemy taki przedział I C <LI>~) (I może się 
składać ze skończonej ilości przedziałów rozłączonych), w którym będzie spełniony 
warunek 

(4.37) J p($,Q)d~ ~ O 
l 

i jednocześnie funkcjonał 

(4.38) 
Q j1;2_ 

J"(Q; {ren)}) = LI jL + j(n) dn 

Ll 

osiągnie maksimum w zbiorze Q~: 00 (oznaczmy je przez max J") i jednocześnie 
wskażemy taką funkcję {ro (n)} E Q~~ 00' że 

(4.39) J"(Q; {ro (n)}) = maxJ", 

to ro ('17) jest ekstremalą dla zadania o maksimum J" w Q~:oo' Dowód jest oczywisty, 
jeżeli zauważymy, że 

(4.40) 

gdzie 

(4.41) 

n" n" 
':',j'2,oo C ':',j'2,l' 

Q~:l={{r(n)}; {r(n)}EQ~', J p($,Q)d~ ~ O}. 
I 

Podane wyzeJ oszacowania lub sposób poszukiwania ekstremali nie są jednak 
efektywne i w zastosowaniach liczbowych nie mogą odgrywać większej roli. Ścisłego 
rozwiązania natomiast nie udało się uzyskać, gdyż wymaga to rozwiązania zadania 
ekstremum z nieprzeliczalną ilością jednostronnych warunków bocznych. 

Przejdziemy zatem do efektywnych metod szacowania ekstremum integralnego 
od góry i od dołu w przedziale ładunków Q E (O, Q+) i Q E (O, Q-) [(3.17) 
i (3.18)]. Będziemy w dalszym Ciągu zakładali, że Ni == <LI> L2) ' 

5. Podamy teraz istotne dla zastosowań twierdzenie pozwalające w efektywny 
sposób oszacować ekStremum integralne funkcjonału (4.21) w zbiorze (4.22) z wa
runkami bocznymi (4.23). 

TWIERDZENIE 4. Niech będzie dany funkcjonał 

(5.1) 
Q ~-

J"(Q; {r (I])}) = LI jL + J jen) ren) dn~ Q =const 

Ll 
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określony w zbiorze 

(5.2) Q~' = {{r (1])}, {r (1])} E C~, 1] E <LI. L 2) , Ir (1])1 < a} 

o takiej funkcji wpływu J(1]), że 

(5.3) 

Niech będą również dane warunki boczne w postaci 

(3.4) 

L 2 

X({r(1])}; Xl, X2) = .r U(1]; Xl> X2) r(1]) d1] ~ - ~ 
LI 

dla każdych Xl < X2 i XI. X2 E <L], L2) ' 

Dla oszacowania od dołu maksimum integralnego funkcjonału (5.1) w zbiorze (5.2) 
z warunkami bocznymi (5.4) wystarczy wziąć funkcję 

_ (p+(1], Q') ) 
(5.5) r+ (1]) == 1'+ (1]) 1 + Ip+(n, Q)I , 

gdzie 

(5.6) r+ (1]) = a sgnJ(1]), 
L 2 e 

Q' 1 f f (5.7) p+ (~, Q') = LI - LI (L2 - r;) 1'+(1]) d1] + r+ (1]) d1], 

LI ~ 

a liczba Q' spełnia równanie 

1 ~ 
Q = 2 f (p+(~, Q')+lp+(~, Q')I) d~, (5.8) 

LI 

i obliczyć wartość funkcjonału (5.1) dla funkcji (5.2). Dla oszacowania od góry mini· 
mum funkcjonalu (5.1) w zbiorze (5.2) z warunkami bocznymi (5.4) wystarczy wziąć 
funkcję 

(5.9) 
- (p-(~, Q") ) 
r(1]) == r(1]) 1 + Ip (1], Q") I ' 

gdzie 

r- (1]) = a sgnJ(1]), 

(5.10) ~ e 
Q" 1 f f p-(~, Q") = Lf- LI (L2 - 1]) r-(1]) d1] + r(1]) d1], 

LI LI 

a liczba Q" spełnia równanie 

1 ~ 
(5.11) Q = 2 f (p- (~, Q")+lp- (~, Q")I) d~, 

LI 

i . obliczyć wartość funkcjonału (5.1) dla funkcji (5.9). 
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Dowód. Dowód jest oczywisty, gdyż wartość funkcjonału (5.1) dla każdej funkcji 
{r (n)} E Q~' szacuje maksimum integralne od dołu a minimum integralne od góry. 

Istotne jest jednak wskazanie znacznej ostrości tego oszacowania. Weźmy pod 
uwagę przypadek maksimum. Nie trudno zauważyć, że dla Q E <Q+, +(0) oraz 
Q = O otrzymujemy ścisłe rozwiązanie, natomiast dla Q E (O, Q+) oszacowania 
są przybliżone. 

Pokażemy, że wskazana funkcja (5.5) jest ekstremalą funkcjonału (5.1) w · dość 
szerokim podzbiorze zbioru (5.2). 
Łatwo również sprawdzić, że dla wszystkich Q E (O, Q+) (5.5) i (5.9) otrzymuje 

się z funkcji (5.7) lub (5.10) przez różniczkowanie i przyjęcie r (n) == O tam, gdzie 
odpowiednio przesunięte równoległe do osi rzędnych funkcje (5.7) lub (5.10), 
przyjmują wartości ujemne. 
Weźmy pod uwagę funkcjonał 

L 2 

(5.12) J({r(n)}) = J J(n) ren) dn· 
Li 

Funkcjonał ten osiąga w zbiorze (5.2) maksimum dla 

(5.13) r+ (n) = a sgnJ (n)· 

Niech 

zgodnie z określeniem tego zbioru 

(5.14) 

A zatem 

(5.15) 

skąd 

(5.16) 

lub podstawiając (5.14) 

Ir(n)1 ~ a. 

u (n) =1= O; 

(5.17) - a (l+sgn](n)) ~ u (n) ~ a (1 - sgn](17))' 

Z (5.17) mamy zatem wniosek następujący: 

Wniosek 1. Każda funkcja r (n) E Q~' może być przedstawiona w postaci sumy 
r+ (n)+u (n), gdzie {u (n)} spełnia nierówność (5.17) i {u (n)} przedzi,ałami ciągła. 
Zauważmy teraz, że funkcjonał (5.12) jest jednorodny pierwszego stopnia i ad· 

dytywny, a zatem 

(5.18) 

Mamy jednak 

(5.19) 

J({r (n)}) = J({r+(n)})+J({u(n)})· 

. J({r+(n)}) = max J, 
{r('1) ~ {J~' 
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przy czym jest to maksimum integralne; a zatem nierówność 

(5.20) J({r (1])}) < J({r+(1])}) 

jest silna, jeżeli u ('fi) =1= O, gdyż ekstremala jest wobec założenia Ni == <Lt.L2> 
określona jednoznacznie. Odejmując od nierówności (5.20) równanie (5.18) otrzy
mujemy 

(5.21) 

Wni osek 2. Dla każdej funkcji {u (1])} przedziałami ciągłej spełniającej nierów
ność (5.17) funkcjonał (5.12) przyjmuje wartości ujemne. 
Weźmy teraz pod uwagę dowolną funkcję r (1]) E Q;' taką, że 

(5.22) 
. Q' 1 L

2 
E 

P (e, Q') = Lf - LI J (L2 - 'Y) r ('Y) d'Y) + J r ('Y) d'Y) ~ O 

L 1 L 1 

i przedstawmy ją w postaci sumy 

(5.23) 

Ponieważ {r ('Y)} E Q;', 

(5.24) 

to 

(5.25) 

i tam gdzie ;+ ('Y) == r+ ('Y) mamy 

(5.26) 

oraz tam gdzie;: ('Y) = O 

(5.27) 

Porównując nierówności (5.26) i (5.27) z (5.17) oraz biorąc pod uwagę wniosek 1 
i wniosek 2 mamy 

Wniosek 3. Dla każdej zmiany li ('Y) funkcji ;+ ('Y) spełniającej nierówności 

(5.28) - a (1 + sgnj ('Y)) ~ li ('Y) ~ a (1 - sgn] (1]» , gdy;+ ('Y) = r+ ('Y), 

-a ~ li ('Y) ~ O, gdy;+ ('Y) = O 

O ~ u' ('Y) ~ a, gdy;+ ('Y) = O 

r+ ('Y) = a, 

r+(1])=-a 

oraz warunek (5.22) funkcjonał (5.14) osiąga w otoczeniu funkcji ;+ ('Y) maksimum. 

Klasa funkcji, dla których funkcjonał (5.1) dla funkcji (5.5) stanowi ekstremum 
integralne, jest zatem bardzo szeroka. Funkcja (5.5) nie jest jednak na pewno roz
wiązaniem ścisłym, gdyż np. miejsce występowania ekstremum integralnego funkcji 
(5.7), w którym spełnione jest równanie 

(5.29) 
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oraz miejsca występowania ekstremum funkcji wpływu j (n), np. różniczkowalnej 

spełniające warunek 

(5.30) j'(n) = O, 

jeżeli występują we wnętrzu przedziału <Li> Lz) , wcale nie muszą się pokrywać. 

A zatem w takim przypadku można dla dostatecznie małych Q wskazać funkcję 
; (n) =1= ;:+ (n), dla której 

(5.31) 

Analogiczne własności posiada dla przypadku minimum funkcja (5.9). 
Przejdziemy do oszacowania maksimum integralnego od góry i minimum inte

gralnego od dołu. Tym samym będziemy mogli każdorazowo podać błąd przy
bliżonej wartości ekstremum. 

6. Dla oszacowania od góry maksimum integralnego funkcjonału (4.21) w zbiorze 
(4.22) z warunkami bocznymi (4.23) należy rozpatrzeć wartość tego funkcjonału 

w zbiorze rozszerzonym funkcji i to takim, aby ekstremum integralne w zbiorze 
szerszym było większe od ekstremum integralnego w zbiorze (4.21). To samo do
tyczy oszacowania minimum integralnego od dołu. W tym celu dopuścimy nieciągłe 
rozkłady ładunku p (;, Q) w przedziale <LI> 1.2) i udowodnimy następujące twier
dzenie: 

TWIERDZENIE 5. A. Niech będzie dany funkcjonał 

Lo 

(6.1) Q f~ J"(Q; {ren)}) = LI jL + j (n) r{n) an, Q = const 

Ll 

określony w zbiorze 

(6.2) 

z warunkami bocznymi 
Lo E 

(6.3) p (;, Q) == ~ - ~ f (L2 - n) r(n) dn) + f r (n) dn ~ o 
Ll Ll 

dla każdego; E <LI> L 2) i o takiej funkcji wpływu j (n), że 

(6.4) Nr == I 

dla każdego przedziału l == <XI. I' X2. I) C <Li, L 2) , gdzie 

(6.5) 

Niech jednocześnie funkcja wpływu j (n) posiada tę własność, że dla każdego A nie
równość 

(6.6) 
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wyznacza ciąg skończony przedziałów rozłączonych Is(Ii)=(xl,s' x 2,s) ; s = 1,2, .. . , NO.) 
o d/ugości różnej od zera, a nierówność 

(6.7) 

wyznacza ciąg skończony przedziałów rozłącznych s = 1, 2, ... , M (J.) o tych samych 
własnościach Rs (J.) = <Xl , s, X2, s). Jeżeli dla dowolnej danej wartości li i danej wartości 
Q = Qo suma pierwiastków równań 

(6.8) min [~ - _1 J (x2B - n) a sgnh (n) dn + ,€fs Lh LI,' s 
I 81 ~ 

• + J a sgnh
s 

(n) dn] = O, s = 1,2, .. . , N • 
:1:),8 

spełnia równanie 

(6.9) 

to jest spełniona nierówność 

przy p ($, Q) ;?; O dla każdego $ E <Lt. L2 ) ' 

B. Jeżeli dla dowolnej danej wartości J. i danej wartości Q = Qo suma pierwiastków 
równań 

(6.11) 

s = 1,2, ... , M. 

spełnia równanie 

(6.12) 

to jest spełniona nierówność 

(6.13) 

przy p ($, Qo) ;?; O dla każdego $ E <Ll, L2) . 

Przeprowadźmy jedynie dowód dla prz}'padku A, gdyż dowód dla przypadku B 
jest analogiczny. 
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Dowód. Weźmy dowolną funkcję p ($. Qo) spełniającą (6.3). mamy wtedy 

{6.14) -- J JR.(n) a sgnjR.(n) dn ~ J )R.cn)p'($. Qo) dn. 
·R, R. 

(6.15) r (YJ) = p'($. Qo) 

jest ekstremalą dla minimum integralnego funkcjonału 

(6.16) 

Łatwo sprawdzić. że zachodzi równość 

M ~ 

{6.17) aJ; JR.(~R8;{- asgnjR.(n)}) = f 1p($)j($)d$. 

LI 

gdzie 
dla $ E Rs · s = 1.2 •. : .• M. 

(5.18) M 

dla ~ rt U Ra. 
8=1 

a 

~R. .1 f .,. (6.19) PR. (~. ~R.) = LI + LI (X2" - n) a sgnlR. (n) dn -
R. R. 

R. • - f a sgn1. (n) dn, s = 1,2 •... ,- M. 

Xl,' 

Weźmy teraz funkcję q; W taką. że 

{6.20) (
P(~. Qo)+Cs 

q; ($) = O 

dla $ E Rs• 
M 

dla ~ rt U Rs. 
6=1 

-gdzie stałe Cs dobrane tak, aby q; W ~ O dla $ E <Lt. L2> oraz 

~ 

{6.21) J q;(~) d~ = Qo· 
LI 

Można to zawsze osiągnąć, ponieważ p (~, Qo) ~ O dla ~ E <Lt. L2> oraz 

~ 

{6.22) J p(~, Qo) d$ = Qo· 
LI 

Z (6.14) i (6.17) otrzymamy wtedy, że 

M ~ 

(6.23) 6J; JR• (Q~.; {- a sgn)R, (n)}) ~ f q;($)j($) d$, 

LI 
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gdzie 
M M 

(6.24) ~ Q~.= ~ QR. 
8=1 8=1 

-oraz 

(6.25) Q~. = J p(~, QO) d~ + Cs J d~. 
R. R, 

Prawą stronę nierówności (6.23) po podstawieniu (6.20) można przekształcić do 
postaci 

L.. L 2 

(6.26) J q;{~)j(~) d~ = J p(~, Qo)jW d~ + 

L
1 

L
1 

+ i cs J j(~) d~ - J M p(~, QO)jW d~. 
8= 1 R. <LloL> '- UR. 

s=1 

Natomiast lewą stronę można napisać pO podstawieniu (6.25) w postaci 

(6.27) i JR,(Q~, ; {-asgnJR. (7J)}) = i C8 Jj(~)d~ + 
8=1 B=I R. 

+ f _1_ (J p (~, QO) d~)( J j(~) d~) - f J J~:)a sgnjR,(7J) d7J. 
B=I LIR, R, R. B=I R, 

Podstawiając (2.26) i (6.27) do (6.23) otrzymujemy po uporządkowaniu 

( 6.28) i Ll
1

R 
(J p (~, Qo) ~~) (J j(~) d~) + J M p(~, QO)j(~) d~-

B= I 'R. R. (L .. L..>'UR, .-1 
M L 2 

- sJ; JJR.(7J)aSgnJR,(7J)d7J~ J p(~,Qo)j(~)d~. 
R. LI 

Oznaczmy dla skrócenia zapisu 

(6.30) R. == J j(~) d~; 
R. 

łatwo wtedy zauważyć, że 

(6.31) J M p(~, QO)j(~) d~ ~ ). J M P (~, QO) d~ ~ 
(L1,L2>'-UR, (LloL..> ' UR. 

8=1 $=1 

~ _ min C;·) J M P (~, QO) d~ 
8_1,2, ..• , M R, (LloL..>'UR. 

$=1 

ze względu na nierówność (6.7). Podstawiając po lewej stronie nierówności (6.28) 
w pierwszej sumie min (jk/Ll R.) zamiast jR,/Ll R, oraz zamiast drugiej sumy 

k~1,2, ..•• M 
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wyrażenie po prawej stronie nierówności (6.31) oraz wykorzystując równanie (6.22) 
otrzymujemy tezę (6.13). Ostatnie przekształcenia zmniejszają na ogół ostrość 

oszacowania przy dużych M. W zastosowaniach w okrętownictwie funkcje wpływu 
mają jednak tę własność, że M = 1,2 (np. funkcje wpływu siły tnącej i momentu 
gnącego dla kadłubów statków morskich i śródlądowych w rozpatrywanym prze
dziale ładowni lub zbiornika) i dlatego oszacowania te można uznać za wystarczające. 

Posługując się twierdzeniami niniejszej pracy można teraz rozwiązać szereg na
stępujących zadań o znaczeniu praktyczny'm, jak np.: 

1. Dla danej funkcji wpływu parametru liniowego okrętu i danych ciężarów 

ładunku Qi (i = 1,2, ... , Q) w każdej ładowni lub zbiorniku wyznaczyć lub osza
cować obwiednię tego parametru przy wszelkich możliwych rozkładach tego ładunku 
w każdej ładowni z ograniczoną pochodną obciążenia ciągłego ładunku [8]. 

2. Dla danej funkcji wpływu parametru liniowego okrętu i danych maksymal
nych ciężarów ładunku Qi. max (i = 1,2, ... , U) w każdej ładowni lub zbiorniku 
sporządzić obwiednię tego parametru wskazując jednocześnie, dla jakich wartości 
Qi E <0, Qi. max) zachodzi ekstremum. 

Można również rozpatrywać zadania ze skończoną ilością warunków bocznych, 
programy ładowania, zadania wielowymiarowe. Te ostatnie zagadnienia wymagają 
jednak rozszerzenia i uogólnienia rozwiązanych przypadków jednowymiarowych. 
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Pe3IOMe 

Oll,EHKA JIHHEHHbIX ITAPAMETPOB KOPAEJIjI HA HEKOTOPblM 

MHO:>KECTBE HArPY30K 

PaCCMaTpHBllIOTCl! HHTerpaJ1hHhle 3KCTpeM)'MhI cPYHKWlOHana (2.1) Ha MHOlKeCTBe Henpe
pbffiHbIX cPYHKu;IDI: c K)'CO'lHO-HerrpepbffiHoit H orpalIH'łeHHolł rrpOH3BO,n;HOit (2.3). IToclIe CBe
.o;CHID! 3ap;a'IH K 3KBHBllJIeH.THOH 3a,n;ą'Ie o 3KcTpeMYMe J1KHe.lłHoro cP)'IIKWIOHarra (2.12) Ha MHO-
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lKeCTBe KyCO'lHO HenpepblBHblX H orpaIDI'leHmIX <PYJiKllHH (2.13), HaXO;mTCSI 3KCTpeMaJlb 11 3Ha
':IeIDłJI 3KcTpeMyMa. 

B n. 3 HCCJIe,l\OBaH 'IaCTHbrn cny'Iałi, KOr,!l.a paccMaTpHBaeTcH 3KCTpeMYM <PYBKlI,lloHana (2.1) 
Ha MHOlKeCTBe (3.1). ECJIH 3KCTpeMaJlb HeOTp~aTeJlbHa BO BceM HHTepBaJla, TO paCCMaTpeHHaH 
3a,l\a'Ia IIMeeT <pH3H'IeCKOe nCTOJIKOBaHHe, KaK 3a,l\a'Ia O 3KCTpeMaJIbHOM pacrrpe,l\eJIeH1fi! Cbmy'Iero 
rpy3a B Kopa6eJlbHOM TplOMe. 

AJISI CJIy'łaH KOr,!l.a 3KCrpeMaJlb Ha MHOlKeCTBe (3.1) He IIBJlHeTCH HeOTp~areJlbHoit BO BceM 
lIJiTepBaJIe, IIOJI'y'IeHbI OI.\eHKH lIJiTerpaJlbHbIX 3KCTpeMyMoB <p)'HKlIHoHaJIa (2.1) Ha MHOJKeCTBe 
HeOTp~aTeJlbHblX <PYHKu;IDi: 113 (3.1). AaHbI BepXHHe n HHlKHHe OI.\eHKH (n. S n II. 6). 

B 3aKJIlO'łeHHe .poPMYJIHpyeTCl! 3a,!\a'la o TeXHH'łeCKoH1IHTeprrpeTaI.\llJi, npe,!\CTaBneHBfll! B ,!\py
roil: pa60Te [8]. Ee pemeHRe IIOJI'y'IeHO Ha OCHOBe 06II.\l1X IIOJIOlKemm Ił OI.\eHOK ,!\aHHblX B HaCTOl!
Il\eM pa60Te. 06CYlK,!l.aIOTCH ,!\aJlbHeitmlle B03MOlKHble HarrpaBJleIDłJI HCCJle,!\OBaHlliL 

Summary 

ESTIMATION OF THE LINEAR PARAMETERS OF A SHIP IN SOM E A SET LOADS 

The object of the considerations is the problem of integrai extrema of the functional (2.1) in 
the set (2.3) of continuous functions having sectionally continuous derivatives. After reducing 
the problem to the equivalent extremum problem of the linear functional (2.12) in the set of 
functions (2.13) sectionally continuous and bounded, the extremal function and the values of 
the extrema are obtained. 

In Sec. 3 is considered a particular case of extremum of the functional (2.1) in the set (3.1) having, 
in the case of extremal function nonnegative in the entire interval, a physical interpretation of 
(in the form of) the extremal distribution of a granular shipload in the hold of a ship. 

If the extremal function in the set (3.1) is not nonnegative in the entire interval, estimates from 
above and from below are obtained for the integrai extrema of the functional (2.1), in the set of 
nonnegative functions belonging to the set (3.1). 

In conclusion, the problem of technical interpretation described in another paper [8] is discussed 
and solved on the basis of general solutions and estimations obtained in the present paper. Direc
tions of further research are suggested. 

Praca zostala zlożona w Redakcji dnia 6 kwietnia 1965 r. 




