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O STATECZNOSCI SPREZYSTEJ UKEADOW NIEZACHOWAWCZYCH
BOGDAN OLSZOWSKI (KRAKOW)

1. Wstep

Analiza stateczno$ci statycznej niezachowawczych ukladéw sprezystych stano-
wila przedmiot prac wielu autoréw [2-8 i 11]. W pracach tych najwigcej uwagi
poswigcono tzw. obciazeniu $ledzacemu w postaci sily skupionej, ktorej linia dziata-
nia odchyla si¢ po utracie stateczno$ci uktadu od swego pierwotnego kierunku.

W dotychczasowych pracach z zakresu statecznoéci dynamicznej ukladéw nie-
zachowawczych zajmowano si¢ jedynie przypadkiem obciazenia $ledzacego ze
wspélezynnikiem % = 1,0. Analiz¢ wplywu obciaZenia tego typu na ksztalt stref
rezonansowych znalezé mozna w pracach [l i 10].

Celem niniejszej publikacji jest analiza stref rezonansu parametrycznego pierw-
szego i drugiego rodzaju (rezonans kombinacyjny) dla uktadéw o dwéch stopniach
swobody w przypadku obciazenia §ledzacego z dowolnym wspétczynnikiem 7.
Uklady takie stanowi¢ moga pierwsze przyblizenie dla analogicznych uktaddéw
o masie roztozonej w sposéb ciagly. Ze wzgledu na $cisty zwiazek pomigdzy statyczng
i dynamiczng utrata statecznosci w artykule zamieszczono réwnie wyniki analizy
statecznoéci statycznej wspomnianych ukladéw. Bardziej szczegbtowe oméwienie
zagadnienia znaleZzé mozna w pracy [9].

Oznaczenia
A, B, C,D, Dy,
E,HN,UYV
m,J masa i jej moment bezwladnoéci,
n wspolczynnik §ledzenia,
P, Py, P; sily skupione,
sita bezwymiarowa,
maly parametr,
czas,
bezwymiarowa zmienna czasowa,
I dlugo$¢ ogniwa ukladu,

a (ay, @) t
wspolrzedne uogblnione,

macierze,

L SO .~ |

x(a, @)

X ),z
¢, k

osie uktadu wspoirzednych,
stale sprezyste,

czestos¢é kolowa drgan wiasnych,



36

A
1"

0

6o
oo
v

Vi
)
V)

¢ 2

BOGDAN OLSZOWSKI

kwadrat bezwymiarowej czgsto$ci kotowej drgan wiasnych,
stosunek czgstosci ‘skretnej do gigtnej drgan wilasnych ukladu nie-
obcigzonego,

czesto$¢ kolowa sity wymuszajacej,

poréwnawcza ¢zgsto$¢ kolowa,

szeroko$¢ strefy rezonansowej,

= 0/6o

= wg/B

wspolczynnik szeregu potegowego wzgledem e,

= c/ml263

wektor wlasny macierzy.

2. Zagadnienia statecznoSci statycznej

Rozwazmy plaski uklad o dwoch stopniach swobody przedstawiony na rys. 1.
Uklad ten, ktéry mozna traktowaé jako uproszczony model wyboczenia $ciska-
nego preta wspornikowego, sktada si¢ z dwoch prostoliniowych, nieodksztalcalnych

nler*ay)

a

Rys. 1

i niewazkich ogniw AB i BC polaczonych za pomoca
przegubéw o wiasnoéciach idealnie sprezystych. Przeguby
te o jednakowych sztywno$ciach ¢ umieszczone sag w punk-
tach 4 i B. W punktach B i C ukladu znajduja si¢ dwie
jednakowe masy skupione m. Jako uogoélnione niezaleZne
wspbirzedne przyjmiemy katy a; i ap, z ktérych pierwszy
wyraza wzgledne przemieszczenie katowe obu ogniw,
a drugi podaje odchylenie ogniwa 4B od kierunku .osi y.
W stanie nieobcigzonym (a; = ay'= 0) uklad zajmuje po-
lozenie wzdtuz osi y. Obciazenie ukiadu stanowi skupiona
sila P dzialajaca w punkcie Ci §ledzaca ze wspdlezynni-
kiem 7, ktorego sens wyjasnia rys. 1. Ruch rozwazanego
ukladu w liniowym ujeciu zagadnienia opisany jest nastg-
pujacym ukladem réwnan rézniczkowych:

@.1) mi2 (642 az)+[c — PI(1 — n)] @y — PI(1— ) ay =0,
" mI22ay+5a) — PI(1—2) ay+[c— 2PI(1 — )] a; = 0.

Po wprowadzeniu bezwymiarowego czasu 7 i sily p wedlug wzoru

2.2)

c Pl

==Y it Pep

ukiad (2.1) réwnan ruchu mozZemy napisaé w postaci

(2.3)
gdzie

(2.4) i [“l],

a2

Aa+(E — pB)a =0,
1 1

1 3 1 —29
A=[2 5], B=(1—1) % 2

Symbol E oznacza macierz jednostkowa.
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Analiz¢ statecznosci statycznej przeprowadzimy badajac pierwiastki 4y i Ay réw-
nania charakterystycznego

2.5 |E — pB — AA| = 22 —a(n,p) A+b(n,p) =0,
1 1
(2.6) Mo2=—5almp)F 5 Va2(y,p) — 4b(n,p),
gdzie
— & a(n,p=m—3)p+6, bmp)=1—np(p—3)+L

Pierwiastki te réwne sa kwadratom bezwymiarowych czestoéci drgan wlasnych
ukiadu, a ich zalezno$¢ od zmiennej p pokazano na rys. 2 w postaci rodziny krzy-

_ﬁgﬁ\

Rys. 2

wych wzgledem parametru 7. Punkty przecigcia tych krzywych z osia p (4; = 0)
okreélaja statyczne stany krytyczne ukladu, a punkty odpowiadajace zréwnaniu
sig¢ obu pierwiastkéw (4; = 4;) wyznaczaja kinetyczne stany krytyczne. Na pod-
stawie (2.6) otrzymujemy nastepujace kryteria utraty statecznoSci:

statyczne (4; = 0)

(2.8) (1 ity np(p—3)+1=0,
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kinetyczne (A; = Ap)
(2.9)
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(72 — 29+5)p2 — 24 p+32 = 0.

ImA=0 % FiAall
A4<0 4, <0
2,<0 ;50
@ ,
@ v
7
7
3 4
>
i e 30
e, f Imavel H
o=
c ||
n
A(W;Gﬂf
8(0000; 2,68
2 C(0556 1,500)
o D(0,383, 2,293)
5(0.293.‘2,567{
ImAg=( 11,000 2,000,
2.<0 6(1,000,4,000)
§,J 1,0 H(1,707, 2,657)
J11.381; 3707)
Rys. 3

Nanoszac na plaszczyznie parametréw 7, p krzywe przedstawione w formie uwi-
klanej (2.8) i (2.9) otrzymujemy podzial tej plaszczyzny na cztery obszary pokazane

i

na rys. 3. Krzywe ograniczajace obszar @ okrelone
sa przez (2.8) i odpowiadaja statycznym stanom kry-
tycznym uktadu. Granica obszaru G) o réwnaniu (2.9)
okresla kinetyczne stany krytyczne. Obszar statecz-
nosci statycznej oznaczony przez (O jest jak widaé
ograniczony odcinkami wspomnianych krzywych,
co powoduje, ze warto$é krytyczna obciaZenia zale-
zy w sposéb nieciagly od wspoélczynnika #. Dla roz-
wazanego przypadku jest rzecza charakterystyczna,
Ze nieciaglo$¢ ta jest pierwszego rodzaju oraz ze ki-
netyczne kryterium stateczno$ci ma zastosowanie
tylko dla skoficzonego przedziatlu zmiennosci wspét-
czynnika 7.

Przedstawione na rys. 2 i 3 zalezno$ci A=274(p; )
oraz p=p(n) dla ukladu z rys. 1 réznig si¢ ja-
koSciowo od analogicznych zaleznosci dla ukladu
pokazanego na rys. 4. Ukladem tym jest nieodksztal-
calny, prostoliniowy i niewazki pret poziomy zamoco-
wany na jednym z koncéw. Zamocowanie to zreali-
zowane jest za pomoca idealnie sprezystego przegubu
o sztywnosci ¢ dla zginania w plaszczyZnie poziomej
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Ozx oraz o sztywnosci k dla skrecania wzgledem osi z. Pret jest catkowicie utwier-
dzony w plaszczyznie pionowej Oyz. Omawiany uklad mozna traktowaé w pierw-
szym przyblizeniu jako uproszczony model zwichrzenia belki wspornikowej zginanej
w plaszczyznie wigkszej sztywnosci. Jako niezalezne uogélnione wspoétrzedne przyj-
miemy katy a i ¢, z ktérych pierwszy okre$la wielko$¢ odchylenia osi preta z’ od
kierunku osi z, drugi za§ — wzajemne nachylenie plaszczyzn Ozz' i Ozx. Na swobod-
nym koncu preta znajduje si¢ skupiona masa m o momencie bezwladno$ci J wzgledem
osi preta. Obciazenie ukladu stanowi skupiona sita P dzialajaca na swobodnym
konicu preta i $ledzaca ze wspolczynnikiem # za kierunkiem osi y’. Prgt w stanie
nieobcigzonym (a = ¢ = 0) zajmuje poloZenie wzdtuz osi z. Ruch uktadu w linio-
wym ujeciu zagadnienia opisany jest nastgpujacym uktadem réwnan rézniczkowych:

(2.10) ml2 a+ca —PI(1 — ) 9 =0, Jp — Plat+ke =0.

Po wprowadzeniu wielkosci bezwymiarowych

o _]/T AR A BT
(' ) v = ml2t’ P—’/E, n_C’ M =n J’
ukiad (2.10) moZemy napisa¢ prosciej:
(2.12) X+4+(C — pD)x =0,
gdzie

: 0 n(1—n)
(2.13) =%, c=|!2%], p=]m

3 |’ 0 u?|’ T 0

Analizg statecznoéci statycznej przeprowadzimy jak dla poprzedniego przypadku
badajac pierwiastki 4; i A, réwnania charakterystycznego

(219 |C—pD — 2E| = 2 — (1+p2) A+p2 [l —p2 (1 — 9] =0,

1 1
(2.15) M2 = ?(14—”2) Ty V(1 — u22+4u2 (1 — 1) p2.

Zalezno$¢ tych pierwiastkéw od zmiennej p przedstawi¢ mozna w postaci jedno-
parametrowej rodziny krzywych wzgledem parametru % ustalajac dowolnie warto§¢
parametru u, wyrazajacego stosunek czestosci gigtnej do skrgtnej drgan wilasnych
ukladu nieobcigzonego (p = 0). Na rysunku 5 pokazano rodzing krzywych 4 =
= A(p; ) przykltadowo dla przypadku pu = 2.

Na podstawie (2.15) otrzymujemy nastepujace kryteria utraty statecznosci:

statyczne (4; = 0)

2.16) (1—mp—1=0,
kinetyczne (1; = ;)
2.17) 442 (1 — ) p(1 — 2P = 0.
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Réwnania (2.16) i (2.17) przedstawiaja w postaci uwiklanej pewne krzywe na
plaszczyznie parametréw 7)p, pokazane na rys. 6. Jest tutaj rzecza charakterystyczna,
ze przy zalozeniu pu # 1 kryterium statyczne obowiazuje dla # < 1, kinetyczne
za$ dla 9 > 1. Zalezno$¢ wartosci krytycznej obciaZenia od parametru % wykazuje

S

10

1
as an 0 o

Rys. §

dla n = 1 niecigglo$¢ drugiego rodzaju. Przy zaloZeniu u = 1, tzn. gdy czgstosci
skretnych i gigtnych drgan wlasnych ukiadu nieobcigzonego (p = 0) sa sobie rowne,
mamy do czynienia z charakterystycznym przypadkiem osobliwym. Jak wynika
z (2.17) krytyczna wartoscia obcigZenia odpowiadajaca przypadkowi u =1 jest
p = 0. Uklad jest wigc niestateczny przy dowolnej warto$ci obciaZenia.

3. Zagadnienia stateczno$ci dynamicznej

Rozwaza¢ bedziemy uklady przedstawione na rys. 1 i 4 przy zalozeniu, ze P =
= Py+P; cos 0t. Wyznaczenie obszar6w rezonansowych pierwszego i drugiego
rodzaju przeprowadzimy metoda E. METTLERA [7], uogélniong dla przypadku
obcigZenia §ledzacego ze wspdlczynnikiem 5 = 1 przez K. Piszczka [10]. Metode
te zastosujemy dla przypadku dowolnego wspoiczynnika $ledzenia 7, dzigki czemu
uzyskamy wyniki pozwalajace na wyciagniecie pewnych ogélnych wnioskéw doty-
czacych polozenia i szeroko$ci poszczegdlnych obszaréw rezonansowych. Obli-
czenie przeprowadzimy ograniczajac si¢ do pierwszego przyblizenia i poprzesta-
niemy na wyznaczeniu krzywych granicznych dla podstawowych obszaréw rezo-
nansowych z dokladnoscia do wyrazéw liniowych wzglgdem parametru e charak-
teryzujacego wielko$§¢ wymuszenia parametrycznego.

Uklad réwnan ruchu (2.1) po wykorzystaniu zwiazkéw (2.4), podstawieniu P =
= Py+P; cos Ot oraz wprowadzeniu oznaczen

0 c P()l Pl

3.1) T =01, v=70, ﬁ=m, Jt m— ~

mozemy napisaé w nastgpujacej postaci:

{3.2) 12 a+9A-1 [E — (p+ecos ) Bla=0.
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W zaleznosci od rozwazanej strefy rezonansowej stala 0y wystgpujaca w (3.1)
przybiera odpowiednio jedna z wartosci

(3.3) bp = 2w1, 2w;, w1+w,,

W] — w2'9

gdzie w;, w; sa czestosciami drgan wlasnych uktadu przy ¢ = 0. Dalsze uproszcze-
nie zapisu (3.2) uzyskamy sprowadzajac do postaci przekatnej macierz

A £ =
(3.4) H=A—1(E—pB)=[_2 ﬂ—p[3_1’7 10’7].

Poniewaz réwnanie charakterystyczne|A=1 (E — pB) —AE| =0 macierzy H jest
réwnowazne réwnaniu (2.5), przeto jej wartosci wlasne 4; (i =1, 2) wyrazaja sig¢
za pomoca wzoru (2.6). Wspblrzedne wektoréw wilasnych r; (i = 1, 2), obliczone
z réwnania

3.5) (H— ME)ri=0, i=1,2,

tworza macierz wlasna

(3.6) | V=_>nr)= [; :ﬁl 21 : 22],

Sprowadzenie macierzy H do postaci przekatnej przeprowadzimy stosujac w (3.2)
transformacije

(3.7) a="Vx

Po przeksztalceniach otrzymujemy zamiast (3.2)

(3.8) 2% +(N — eUcos7) x =0,
gdzie
11 0 ‘V? 0

— “1 = —

N =9oV-1HV 0[0 /12] [o vg]
(3.9) B

U =9V-14-1BV, ,,k=]/mk=0, k=1,2.

0

Poszukiwane krzywe graniczne obszaréw rezonansowych napisa¢ mozna w postaci
szeregu potegowego wzgledem malego parametru &:

(3.10) 0 = 0)(1+vDe4r@e2 4 ...)
Iub
(3.11) y=14+yDeg4p@g2 ...

Stosujac dla wyznaczenia wspSlczynnikéw »*) metode Mettlera otrzymujemy dla
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czterech podstawowych obszaréw rezonansowych nastgpujace wartoSci wspol-
czynnikéw »(:

1. 6h = 2wy, v = 4 uyyq,
2. 0y = 2w,, () = + uy,,
(.12) -
3. 00 = w1+wy, () = :*:—.l/ - 219
L )
U U
4. 0y = o — @], YD =4 ]/ ljvzl,

gdzie przez wy (i, k = 1, 2) oznaczono elementy macierzy U. Ze wzgledu na do$é
zlozona budowe tej macierzy w przypadku ogdélnym analizg¢ stref rezonansowych
ukladu przedstawionego na rys. 1 przeprowadzimy dla przypadku p = 0. Strefy
rezonansowe odpowiadajace kolejnym warto$ciom 6, numerowaé bedziemy od 1
do 4 tak, jak to wynika z (3.12). Na podstawie (2.4), (2.6), (3.6) i (3.9) otrzymujemy

Mh=3— 2]/§ = 0,1716, Ay = 3+2]/§ = 5,8284,

-

—]/z i—04142]/i —]//1 i~2414]/i
g e ‘o2 1 mi2’ 27 2miz ml2’

V=[,/7 SN 1] o [0,4142 2,4142]

1 — 1 1 —1

. [04394 —0,55 002515 — 0,085807
- A ’9[_ 4975 — 2914y 2,561 — 0,57 ]

Stad znajdujemy: dla strefy 1

c
Ao = 2w = 0,8284 l/;l—z o =145,
Uy = 0,6403 e 0,7287 n,
v =14 (0,6403 — 0,72877) € + ...

(3.14) 0 = 2w, v = [0,8284 4+ (0,5304 — 0,6037%) & + .. ]]/mIZ’
dla strefy 2
¢
0o = 20wy = 4,828]/;& , U =0,04289,
uy = 0,1099 — 0,02145 7,
v =14(0,1099 — 0,02145%) & + ...,
(3.15) 0 = 2w, v = [4,828 4 (0,5306 — 0,10367) & + ...] mLIZ;
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dla strefy 3

O = w1+wy =2 828]/ clz 9 = 0,1250,
uiz = 0,003145 — 0010737,  up; — 0,6220 — 0,3643 7,

w1 (%))
vy = —- = 0,1464, vy =7 = 0,8536,

0o bo
»=14006250) 22 —dn+1-6+..
(3.16) 0 =0yv=(2,828+40,1768 l/2n2—4n+l ce+.. )]/mlz’
dla strefy 4
g
60 — lwl bz y 0)2' =5 2,000]/% ’ B = 0,2500,
uyp = 0,006288 — 0,02145 7, uy; = 1,244 — 0,7285 7.
w1y 2
N =0 02071 g = B = 1,2071,
00 00
v=1-+4+0,08839 Y —2i2+4n —1-e+..
(3.17) O—BOv—(2000i017681/ 2n2+4n—1-¢e+.. )]/ml2'

Jezeli wprowadzimy dla stref rezonansowych ich umowna «szeroko$é» okreslona
jako bezwzgledna warto$é wspolczynnika 61 wystepujacego przy ¢ w wyraZeniach
(3.14) do (3.17), to mozemy zalezno$¢ szerokosci [6()| od parametru 7 przedstawié
graficznie jak na rys. 7.

16"

Rozwazmy teraz uklad réwnan ruchu (2.10), ktéry po wykorzystaniu (2.13),
podstawieniu P = Py+P; cos 0t oraz wprowadzeniu oznaczen
0 (41 Pol Pgl

(3.18)- = = 01, v=6‘;, 0=m120§’ p=ﬁ, o — —
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mozemy przedstawi¢ w postaci
(3.19) 12549 [C — (p+ecosT) D] x = 0.

Wartosci wlasne 4; (i = 1,2) macierzy C — pD okreSlone sa przez (2.15) i dla
p = 0 otrzymujemy 4; = 1, 4, = u2. Jak widaé na podstawie (2.13) i (3.9) mamy
w tym przypadku

10 a 07 [# 0]
se=oly u|=ofo' 3)=[5 %|-»
0 ntt—1
(3.20) W=U=b| @

n
Ze wzorow (3.12) i (3.20) wynika, Ze szeroko$ci podstawowych stref rezonansowych
pierwszego rodzaju (strefa 1 i 2) sg co najwyzej rzedu &2, gdyz u;; = uy; = 0. Dla
stref drugiego rodzaju otrzymujemy, co nastgpuje:

dla strefy 3

1
bp = w1ty = (1/11—1-1/)»2)]/ ooy R (1+p) 12,

T
_yz(l—n) - 1
U2ty = (+p? Vs ﬁo_m’
_ o p & Vu
TR gt 2(1+)V1 Bt s
(3.21) 0= 00y = (1+u 05V uVT—n-e+.) ) 775 -

dla strefy 4

o o ¢ ¢ 1
9o=|w1—wzl=ll/11—l/lzll/milz Mll/mlz, = 0=pp*

p2 (1 —m)
U241 ZW’

wp 1 %) )
’ i N i ’
T o 1l

Y=

v-l:}: '/M l/n leg4..

(322)  0=0v=(1—pl+05V uVn— 1-s+...>]/;nc,—2

Zalezno$¢ szerokoSci |6 stref (3.21) i (3.22) od parametru # przedstawiono liniami
przerywanymi na rys. 8 przy ustalonej jak w przypadku statycznym wartoéci u = 2.
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Pelniejszy obraz rozmieszczenia stref rezonansowych otrzymujemy dla przypadku,
gdy stala skladowa obciazenia p # 0. Zalézmy, Ze skladowa ta nie zmienia swego
kierunku (n = 0). Wéwczas oznaczajac przez Dy macierz D przy n = 0 otrzymamy

IBf’II

Rys. 8

(3.23) ; 92 x+(C — pDy — eD cos 1) X = 0.

Ze wzgledu na doéé zawile zaleznosci wystepujace w przypadku ogdlnym dalsze
obliczenia przeprowadzimy przy dotychczasowym zalozeniu u = 2 oraz dodatko-
wym przyjeciu ustalonej wartosci dla p, np. p = 0,5. Na podstawie (2.15) przy n =0
otrzymujemy warto$ci wlasne macierzy C — pDy: 4; = 0,6972; 4, = 4,3028. Wsp6t-
rzedne wektoréw wlasnych r; (i = 1, 2) obliczamy z réwnania

(C—pDo—)»iE)—f{:O, i=1,2
i otrzymujemy nastgpujaca macierz wlasna

pn pn

1,651n —0,1514n

1 1 1 1

Stosujac w (3.23) transformacje x = V'w dochodzimy po przeksztalceniach do réw-
nania

2 Ww+(N — eUcos 1) w =0,

gdzie
06972 0
ey =1 —_— —— 2
N =8V-1(C— pDy) V 0[ . 4,303],
05549 (2 —7) 0,549 (1 — 7) — 0,05088
== ol | = .
s B8 [6,051 —05549(I—7)  —05492—1n) |

Czestoéei drgan wlasnych w rozwazanym przypadku wynosza

—]/1 i—ossso]/z —l/zz—c——zom]/z
o= Lo i X8 mi2® 927 i mi2’
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Mamy wiec dla strefy 1

60 = 2w; = 1,670 9 = 0,3586,

miz’
u;1 = 0,1990 (2 — 7),
y=14+01990Q2—n) e+ ..,

(3.24) 6 = [1,670 40,3323 (2 — 7) & + ]]/ #;
dla strefy 2
o
8= Tty 4’149]/W’ & — 0,05809,
Uy, = — 0,03224 (2 — 1),
» = 140,03224 @ — ) & + ..

(3.25) 0 = [4,149 40,1338 (2 — ) £+ .. ]l/
dla strefy 3

mi2’

0o = w1+ 0wy = 2,909 ? =0,1182,

mi2’

uy2 = 0,06558 (1 — ) — 0,006013,  up = 0,7151 — 0,06558 (1 — ),

C() w
n =5 = 02870, vyt 7; =0,7131,

v = 1402174V —0,111292 — p+1-8+ ...,

(326) 6 =[2,909+0,6324) — 0,1112 52 — p+1+6+.. ]]/ml”

dla strefy 4

c
60 = [wl — w2[ = 1,239]/%, 9= 0,6514,

Vulz = 0,3615 (1 — ) — 0,03315, uy; = 3,942 — 0,3615 (1 — @),

(] w2
v = 70 = 0,6739, yy = 70 = 1,6742,

»=140,5104)0,1111 2 +5n—1-&+...,

(327) 6 =[1,239+0,6324 V0, 1111 72+ 9 — 1 - e+.. ]]/ml2

Zalezno$¢ szerokosci |0 stref rezonansowych od parametru # przedstawiono
rys. 8.

na
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4. Whioski

Przeprowadzona powyZej na podstawie teorii Mettlera analiza podstawowych
stref rezonansowych dwéch niezachowawczych ukladéw mechanicznych, pomimo
swego przyblizonego charakteru, pozwala wysnu¢ pewne ogélne wnioski odnoénie
polozenia i szerokosci poszczegdlnych stref rezonansowych w zaleznoéci od wartoéci
parametru §ledzenia obcigzenia #. I tak na podstawie rys. 7 i 8 stwierdzamy przede
wszystkim, Ze strefy rezonansowe drugiego rodzaju (rezonans kombinacyjny),
odpowiadajace sumie i réznicy czgstosci drgan wiasnych, wykluczaja si¢ wzajemnie.
W konsekwencji powoduje to wyodrebnienie si¢ przedziatéw zmienno$ci parametru 7,
odpowiadajacych wystgpowaniu strefy badZ pierwszego (dla sumy), badZ drugiego
typu (dla réznicy). Jak wynika z poréwnania rys. 31 6 z rys. 7 i 8 przedzialy te po-
zostajag w pewnym zwigzku z przedzialami stosowalno$ci statycznego i kinetycznego
kryterium utraty stateczno$ci statycznej. Widzimy dalej réwniez, Ze strefy pierw-
szego typu wystgpowaé mogg nie tylko dla obciazen zachowawczych (n = 0,
E. METTLER [7]), lecz takze dla pewnych typéw obciazeni niezachowawczych. Strefy
drugiego typu wystepuja tylko dla obciaZenn niezachowawczych, w szczegdlnoéci
dla n =1 (K. Piszczek [10]). Z rysunkéw 7 i 8 wynika takze, Ze szerokosci po-
szczeg6lnych stref rezonansowych zaleza w sposéb istotny od parametru 5. W szcze-
golnosci szeroko$¢ moze byé réwna zeru z dokladnoscia do wyrazéw rzedu nie
wigkszego niz 2.
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Pesmome
OB VIIPYIOM YCTOMYMBOCTU HEKOHCEPBATUBHBIX CUCTEM

B paGore obcyxmaercsi SBICHAS INOTEPH CTATHYECKON M JUHAMMYECKOH YCTOWYMBOCTH IBYX
HEKOHCEPBATHBHBIX MEXaHHYECKAX CHCTEM C JABYMSI CTEIECHSMM CBOOOXEI. OTH CHCTEMBI JOJIKHBI
NIPEACTABIATH YIPOINEHHBIe MOJEIM: MPOAOJILHOIO M3ruba OJHOCTPOHHE 3AIEMIICHHOTO CTEPKHS,
a TaKKe IMOTEpH YCTOMYMBOCTH IUIOCKOM (hOpMBI HM3rmda KOHCOJIbHOM Oaykm, m3rmbaemoii B
mrockocTy Gonpmieit xecTkocTH. ITPOBOAMTCS aHANM3 SIBJICHMHA AJIA Cyd4ash Harpy3kd Tak Has.
CIeRANIEH COCPENOTOYEHHOM CHIIOH, NEUCTBYIOIIEH C MPOHM3BOJIBHEIM KO3D(GHUIMEHTOM CIIEKKH.

B wactm, xacaromeiicsi BONPOCOB CTATHYECKOM YCTOMYMBOCTH MCCIEHYeTCs 3aBUCHMOCTH
KPUTHYECKHAX HATPY30K OT mapamerpa «ciexkm». Hambospimee BHUMAHUE ITOCBSIIIAETCS BONPOCAM
JAMHAMMAYECKOM YCTOWYMBOCTH, & MMEHHO BJIMSIHMIO 3HAYECHMSI IIApaMeTpa «CICKKW» HA ITOJIOKEHHST
M INMPHHY OCHOBHBEIX 30H ITAPaMETPHYECKOr0 PE30HAHCA MEPBOrO M BTOPOrO poja. AHaiW3 mpo-
BOJMTCA MCIONB3yst MeTox O. MeTTirepa.

ChopmyTHpOBaHHBIE B 3aKJIFOYCHHE BBIBOJBI KACAaIOTCSI BONPOCOB CBSI3AHHBIX C CYIIECTBO-
BaHWEM JIByX THIIOB 30H BTOPOroO poja (KOMOMHAIMOHHBIA Il CYMMBI M Pa3HOCTH 4acTOT COO-
CTBEHHBIX KoJeOGaHwmit).

B Texcre craTe¥ NMPHUBOJUTCS BOCEM DPUCYHKOB.

Summary
ELASTIC STABILITY OF NON-CONSERVATIVE SYSTEMS

The phenomenon of the static and dynamic of loss stability is discussed for two non-conservative
mechanical systems with two degrees of freedom. These systems enable simplified description of the
buckling of an axially compressed bar clamped at one end and the loss of stability of plane bending
of a cantilever beam subjected to bending in the plane of greater rigidity. These phenomena are
analysed, assuming that the loading force is of a «follow-up» type with every one value of
the coefficient of «following-up».

The part devoted to problems of static stability is concerned with the relations between the critical
load and the «follow-up» coefficient. Most attention is paid to problems of dynamic stability
that is the influence of the value of the «follow-up» coefficient on the location and the width of
the principal regions of parametric resonance of the first and second kind. The analysis is done
by means of E. Mettler’s method. The conclusions concern questions of occurrence of two types
of regions of the second kind (combination resonance for the sum and the difference of natural
frequencies).

The paper contains eight figures.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 17 marca 1965 r.




