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PRZEGLAD OSTATNICH PRAC WLOSKICH W DZIEDZINIE NOSNOSCI GRANICZNEJ

ELIO GIANGRECO

Pelny opis postgpu uzyskanego w badaniach przeprowadzonych w ostatnich
latach we Wioszech w dziedzinie no$nos$ci granicznej powinien wigza¢ si¢ rowniez
z badaniami innych krajéw, ktére z pswnoscia wplynely na kierunek i przebieg
teoretycznych i do$wiadczalnych badan we Wloszech. Musimy jednak zrezygnowaé
z tak szerokiego opisu i przedstawimy bardzo ogdlny przeglad prac wloskich wska-
zujac te badania, ktére ze wzgledu na swa oryginalnos$é i mozliwo$¢ latwego zasto-
sowania zastuguja na wzmianke. We Wioszech, podobnie jak i w innych krajach,
mozna wyr6zni¢ dwa gtéwne aspekty badan, mianowicie pelny opis przebiegu
zjawiska az do momentu zniszczenia, uwzgledniajacy plastyczne przystosowanie
i odciazenie sprezyste, oraz metod¢ no$nosci granicznej odnoszaca si¢ jedynie do
koncowego stanu konstrukeji i opisujaca stan zniszczenia za pomoca odpowiedniego
mechanizmu kinematycznego. Dokonano pswnych préb w kierunku znalezienia
metod pos$rednich migdzy tymi dwiema skrajnymi metodami: pierwsza, odpowia-
dajaca SciSle rzeczywistemu przebiegowi zjawiska lecz peina komplikacji oraz
druga, bardzo prosta, lecz zbyt schematyczng i opierajaca si¢ jedynie na pojgciu
przegubéw plastycznych. Dlatego przeglad nasz dotyczyé bedzie wszystkich tych
zagadnien.

W punkcie 1 rozpatrzymy no§no$é graniczng przekrojéw pod dziataniem naprezen
gnacych, wzdluznych i tnacych dla materiatéw jednorodnych, bstonu, betonu
zbrojonego i wstegpnie sprezonego. Nastgpnie omdwimy pewne badania dotyczace
problemu no$nosci granicznej przy jednoczesnym zginaniu i §cinaniu, przeprowadzo-
ne w Instytucie Techniki Konstrukcji w Neapolu na zlecenie Europejskiego Komitetu
Betonu.

W punkcie 2 rozpatrzymy zastosowanie teorii no$nosci granicznej do konstrukeji
mostowych przy obcigZeniach proporcjonalnych i nieproporcjonalnych, zagad-
nienie przystosowania si¢ konstrukcji (shake down) i przypadek wstgpnych od-
ksztalcen. Omo6wimy og6lnie badania dotyczace rusztéw i tukéw, a w szczeg6lnosci
rozpatrzymy mosty Nielsena i Maillarta.

W punkcie 3 poswieconym metodzie lokalnego zniszczenia omoéwimy prace,
ktére ulepszaja metod¢ przegubéw plastycznych, gdzie wyniki uzyskane z analizy
granicznej sa dalej modyfikowane tak, aby uwzglednié ugigcie w stanie granicznym
i zwiazek pomigdzy momentem gnacym i krzywizna w zakresie sprezysto-plastycznym.

Punkt 4 dotyczy stopniowego obliczenia przebiegu uplastycznienia. Wspomnimy
o pewnych pracach omawiajacych zachowanie si¢ konstrukcji w zakresie sprezysto-
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plastycznym i zwiazane z tym zjawisko odciaZenia przed zniszczeniem. Poza tym
omdéwimy metodg pozwalajaca na badanie stopniowego uplastycznienia za pomoca
wladciwego odwzorowania geometrycznego przekroju.

W koncowym p. 5 rozpatrzymy stateczno$é poprzecznag w zakresie sprezysto-
plastycznym. Oméwimy niektére prace z tego zakresu i wyniki badan przeprowa-
dzonych w Instytucie Techniki Konstrukcji w Neapolu.

1. Nos$no$¢ graniczna przekroju

Rozpatrujac jednorodne i idealnie plastyczne materialy, GALLI i FrRANCIOSI [1]
przeprowadzili analiz¢ stanu granicznego przekroju belki pod jednoczesnym dziata-
niem momentu zginajacego i sily tnacej oraz momentu zginajacego, sily osiowej
i sily tnacej; punktem wyjécia byt warunek plastyczno$ci Hubera — Misesa —

Hencky’ego.
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Pierwsza praca podaje zwiazek pomiedzy momentem zginajacym i sila tnaca,
zakladajac osiagniecie stanu plastycznego w przekroju, gdy naprgzenia normalne
osiagaja na czeSci przekroju granice plastycznoéei lub leza ponizej niej przy jedno-
czesnym wystgpowaniu naprezen stycznych. Rysunek 1 pokazuje wykresy naprezen
normalnych i stycznych, odpowiadajace dwom przypadkom rozkladu naprezen,
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oraz krzywa uplastycznienia we wspdlrzednych M, T ztozona z dwoch odcinkéw
odpowiadajacych réznym warto$ciom momentu zginajacego. Dwie pozostale krzywe
odpowiadaja warunkom plastycznosci Coulomba i Beltramiego.

W drugiej pracy wyprowadzono zwiazek pomigdzy momentem zginajacym,
sita osiowa i sila tnaca zakladajac, Ze stan graniczny mozna osiggnaé albo gdy
napreZenia normalne nie przekraczaja nigdzie granicy plastycznoéei, albo gdy
osiagaja te granice na czeci przekroju z jednej lub z obu stron plaszczyzny Srodkowe;.
Rysunek 2 przedstawia rozklady naprezen normalnych i stycznych odpowiadajace
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Rys. 2

trzem wyZej wymienionym przypadkom. Zwiazek pomigdzy M, N i T podany jest
W postaci parametrycznej w przypadku b i w postaci bezposéredniej w przypadkach
aic. W przypadku c geometryczna postacia warunku plastycznoéci jest paraboloida
eliptyczna. Przekréj tej paraboloidy plaszczyzng M = 0 jest elipsa. Na rysunku
pokazano ten przekrdj wprowadzajac takze warunki Coulomba i Beltramiego.
Como [3] z naszego Instytutu zbadat réwniez uplastycznienie przekroju dwuteowego.

Oméwimy obecnie pewne badania przeprowadzone na materialach niejednorod-
nych, wéréd ktérych na pierwszym miejscu nalezy wymienié¢ beton i beton zbrojony;
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rozpatrzymy takze beton wstgpnie sprezony. Wielu autoréw badato zaleznos$¢ po-
migdzy momentem gnacym i sifa osiowa, wychodzac z okre$lonego rozkladu na-
prezen w przekroju [4, 5, 6].

GRECO [7] z naszego Instytutu przeprowadzit ogdlng analiz¢ dotyczaca rozkiadu
naprezen dla przekroju prostokatnego o podwdjnym, niesymetrycznym zbrojeniu;
w szczegblnym przypadku otrzymuje si¢ rozktad paraboliczny i trojkatny. Rysunki 3
i 4 pokazuja wykresy zaleznoéci pomigdzy momentem zginajacym i sila osiowa
w przypadku przekroju prostokatnego przy zaloZeniu, ze o§ obojetna lezy pomigdzy
liniami zbrojenia.
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BARBARITO [8] z Uniwersytetu w Neapolu przeprowadzit analiz¢ teoretyczng
i doswiadczalng dotyczaca zaleznoéci pomigdzy M a N dla betonu niezbrojonego;
RAITHEL i BARBARITO [9] badali t¢ zalezno$¢ dla betonu zbrojonego, a BARBARITO
i AIELLO [10] dla betonu wstepnie sprgzonego.

Rysunek 5 przedstawia wyniki pierwszej pracy. Najpierw przyjeto, Ze beton moze
przenosié napreZenie rozciagajace, a nastgpnie zaloZono, Ze moZe on przenosi¢
tylko Sciskanie. Krzywe ¢ i h przedstawiajg warunki plastycznosci dla obu przy-
padkéw. Widzimy, ze dla malej mimosrodowosci sily dwie krzywe réznig si¢ od
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siebie nieznacznie, natomiast dla duzej mimo$rodowosci krzywa c jest bardziej
zgodna z wynikami do$wiadczalnymi.

Druga praca dotyczy zachowania si¢ betonu zbrojonego, a wyniki badafi przed-
stawione sg na rys. 6. Autorzy otrzymuja wystarczajaca zgodno$¢ wynikéw teore-
tycznych i do$wiadczalnych przyjmujac, Ze zniszczenie wystepuje w zaleznoSci
od wielkosci peknieé; wielko$¢ ugie¢ w stanie zniszczenia byla bardzo duza.

Rysunek 7 przedstawia wyniki trzeciej pracy; badanie przeprowadzono na belkach
wstepnie sprezonych strunami (rys. 8). Wyniki do§wiadczalne potwierdzaja teorie,
o ile przyjmiemy pelne uplastycznienie betonu i pominiemy uplastycznienie stali,
tzn. jeSli potraktujemy efekt sprezenia jako zewngtrzng site przylozong do prze-
kroju i stala az do momentu zniszczenia. Jesli uwzglednimy catkowite uplastycznie-
nie zbrojenia, to otrzymamy krzywe teoretyczne, ktére obejmuja wigksze obszary
anizeli krzywe do$wiadczalne. Wielkos$ci ugie¢ w stanie zniszczenia sg bardzo male.

Analize teoretyczng i do$wiadczalng wplywu naprezen $cinajacych na zniszcze-
nie belki zbrojonej przeprowadzono w naszym Instytucie [11, 12, 13]. Dla analizy
teoretycznej zatozono, Ze beton jest kruchy i idealnie plastyczny i przyjeto warunek
uplastycznienia bedacy w dobrej zgodnoséci z doSwiadczeniami BLESTERA i PISTERA.
Rysunek 9 pokazuje wyZej wspomniany warunek w postaci eliptycznej na plasz-
czyznie zmiennych o/og i 7/ay.
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Rysunek 10 podaje analityczne wyrazenie warunk6éw uplastycznienia przekroju
przy dziataniu momentu M i sily tnacej 7'; rozpatrzono przypadek, gdy napreZenia
normalne nigdzie nie przekraczaja granicy plastycznosci i przypadek, gdy w pewnej
czegSci przekroju sa one réwne granicy plastycznosci. Otrzymano zwigzki przy
zalozeniu, Ze zbrojenie znajduje si¢ w stanie plastycznym przy jednoosiowym roz-
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cigganiu; zaleza one od procentu zbrojenia g, co jasno przedstawia rys. 11. Kazda
krzywa utworzona jest z dwoéch galezi odpowiadajacych dwom wyzej wymienionym
przypadkom i polaczonych ze soba przy wartosci momentu odpowiadajacego
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Analiz¢ teoretyczna belek pod dzialaniem momentu zginajacego i sily tnacej
przedstawil E. GIANGRECO biorac pod uwage mechanizm zniszczenia betonu zbrojo-
nego. Badania tego rodzaju sa bezposrednio zwiazane z pracami V Komisii Euro-
pejskiego Komitetu Betonu. Przyjmujac stosunek M/Th jako parametr okreslono
jego warto$¢ graniczna, powyZej ktorej zniszczenie zachodzi wskutek zginania;
poniZej tej wartoSci o zniszczeniu decyduja naprezenia S$cinajace.
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Rysunek 12 przedstawia dwa powyzsze oraz inne przypadki wystepujace w zalez-
nosci od tego czy przekrdj jest stabiej, czy silniej uzbrojony na przenoszenie $cinania.
W drugim przypadku poddano ponownej ocenie teorie MORSCHA traktujac belke
jako kratownicg utworzona przez $ciskane 'slupki betonowe, zawarte miedzy speka-
niami i przez prety odpowiadajace rozciaganym strzemionom. Podluzne zbrojenie
uzupeknia konstrukeje u dohu.

Rysunek 13 przedstawia element konstrukcji, w ktérej przyjmuje sig, ze shupki
betonowe sa przegubowo polaczone ze zbrojeniem podhuznym i przymocowane
do plyty gérnej. W ten sposéb wprowadzono istotna modyfikacje do teorii Morscha.

Na tym samym rysunku podane sa wyraZenia bezwymiarowych sit tnacych #; i #;
odpowiadajacych odpowiednio zniszczeniu strzemion i shupkéw betonowych.
Zamieszczony jest takze wykres bezwymiarowych sit tnacych przy réznych procen-
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tach zbrojenia poprzecznego. Odcinek AB przedstawia zniszczenie przy braku
strzemion, odcinek BC odpowiada zniszczeniu strzemion przez rozcigganie, a odcinek
AC odpowiada zniszczeniu strzemion $ciskanych.

2. No$no$¢ graniczna konstrukcji

Przeprowadzono wiele badan teoretycznych i do$wiadczalnych dla réznych
konstrukcji: belek [14], fundamentéw [15 i 16], ram [17 i 18], rusztéw [19 i 20],
tukéw [21 i 22], mostéw [23-31], sklepien [32 i 33], rur [34]. Wigkszo$¢ tych badan
opiera si¢ na teorii no$noéci granicznej [35-45].

Spoéréd prac dotyczacych rusztéw cheemy wspomnieé o badaniach SPArAcIO
[20]. Rozpatruje on kilka schematéw rusztéw poddanych réznym rodzajom ob-
ciazenia; zajmujac si¢ przede wszystkim rusztem mostowym okre§la minimalna
sztywno$¢ belek poprzecznych potrzebna do tego, aby belki te spetnialy swoja
funkcje potaczen az do momentu zniszczenia belki giéwnej.

Rysunki 14 i 15 przedstawiaja niektére schematy badane przy rosngcej ilosci
belek wzdluznych i poprzecznych. Przyjmuje sig, Ze sity zewnetrzne skupione sa
w wezlach, gdzie istnieje mozliwo$¢ powstania przegubdéw plastycznych. Nosnosé
graniczna okre§lona jest na podstawie zasady pracy wirtualnej i wyraZona jest
jako funkcja dtugosci belek, potozenia sit i stosunku momentéw granicznych belek
poprzecznych i wzdluznych. Rézne mozliwe mechanizmy zniszczenia zbadano
dla kazdego schematu.

Najczesciej stosowano teorie¢ nos$no$ci granicznej do konstrukcji mostowych.
Wspdlczynnik bezpieczefistwa byl na ogdt okreslony w odniesieniu do obciazen
trwalych (cigzar itp.) albo zmiennych (obciazenie uzytkowe). W pierwszym przy-
padku wspolczynnik bezpieczenstwa byt proporcjonalny do wzrostu wszystkich
obciazen s; (g+d) (obciazenie proporcjonalne), a w drugim odnosit si¢ jedynie do
wzrostu obcigzen uzytkowych g-+sqd (obciazenie nieproporcjonalne).

Rysunek 16 przedstawia schemat luku utwierdzonego z zaznaczeniem polozen
przegubdw plastycznych przy uwzglednieniu wplywu sit podtuznych. Wplyw ten
wystepuje bezposrednio w réwnaniu pracy wirtualnej oraz po$rednio w wyrazeniu
na zredukowany moment graniczny. Réwnanie pracy wirtualnej napisane jest dla
przypadku obciazenia nieproporcjonalnego.

Wyrazenie zamieszczone na rys. 16, ktére podaje mnoznik kinematyczny; mozna
znacznie uproécié¢ obliczenia przyjmujac, Ze odksztalcenia sa skupione w §rodkach
cigzko$ci przekrojow. Aby okreéli¢ y, przyjmuje sie dowolnie sity osiowe (np.z roz-
wigzania sprezystego) i z warunku zniszczenia we wspétrzednych M, N okresla
si¢ zredukowane wartoéci graniczne momentéw zginajacych. Majac okreslong
pierwsza warto§¢ y; okreSlamy sily osiowe i momenty zginajace odpowiadajace
obcigzeniu g-+y; d.

Nastepnie sprawdzamy, czy punkt L,, przedstawiajacy stan napreZenia, lezy
dla wszystkich przekrojow wewnatrz powierzchni zniszczenia, czy nie lezy. W pierw-
szym przypadku y jest zadanym wspélczynnikiem bezpieczefistwa s; w przeciwnym
razie mozna przej$¢ od mnoznika kinematycznego y do mnoznika statycznie do-
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puszczalnego. Mozna go okresli¢ dla przekroju, gdzie P, daleko wychodzi poza
obszar objety krzywa zniszczenia, to znaczy gdzie stosunek ¢ = P, P,/P,P’ podany
na rysunku jest stosunkiem maksymalnym i wynosi y/p. Istotnie, przy sitach g-
+y/e d charakterystyka Ny+Nyjo oraz Mg+ Myle przedstawiona punktami P,
jest statycznie dopuszczalna. Wspblczynnik bezpieczenistwa jest zatem ograniczony
nieréwnosciami y/o < s < y.
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Rysunek 17 przedstawia pierwsza faz¢ analizy granicznej tuku utwierdzonego.
Zastosowanie zasady pracy wirtualnej pozwala na przyjecie dowolnego mechanizmu
kinematycznego; w szczegdlnosci mozna umieéci¢ przeguby plastyczne w $rodkach
cigzkosci odpowiednich przekrojéw, co pozwala na uproszczenie obliczen. Jesli
chcemy zna¢ wspodlczynnik bezpieczenistwa w przypadku obcigzenia proporcjonal-

‘nego i nieproporcjonalnego, wykorzystujemy dwa réwnania podane na rysunku;
réwnania te opisuja rownowage przed stanem zniszczenia zgodnie z zasada pracy
wirtualnej [36]. Gdy o§ tuku, jak to zwykle ma miejsce, pokrywa si¢ z linig ciSnient
odpowiadajaca statym obciazeniom lub jest nieznacznie oddalona od niej, mozna
przyjaé, ze Lg jest réwne zeru. Wspdlezynnik y nie jest taki sam w przypadku ob-
ciggania proporcjonalnego i nieproporcjonalnego, poniewaz mamy rézny wplyw
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sily osiowej na graniczne momenty M;. Nastgpnie obliczamy s, obliczajac przy
znanym y statycznie dopuszczalny mnoznik y/e.

FrANcIOSI i GALLI przeprowadzili interesujace badania dotyczace noénosci
granicznej specjalnych typéw mostéw, takich jak mosty NIELSENA [23126] i MAIL-
LARTA [24], ktére czgsto wykonywano we Wioszech.
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&, i

6,
o
4
! 2 M; 8
3(Lg+Llg)+Z M;6;=0 7= =1
=1 = L
a
LgEO q
Lo*alg*Z M;6;=0 S
973ta” & MG 7= e
Rys. 17

Jak wiemy, w moscie Nielsena pomost jest zawieszony na sko$nych pretach.
Ustréj ten posiada wiele zalet w poréwnaniu z konstrukcjami tukowymi o pretach
pionowych. W pierwszym rz¢dzie mamy zmniejszenie momentéw zginajacych przy
obciazeniach uzytkowych, poza tym najwigksze momenty zginajace nie ulegaja
zmianie. W zwiazku z tym mozna wykonaé tuki o malych przekrojach i o cienkich
pretach, co prowadzi do nadzwyczaj estetycznej postaci konstrukeji. Moze si¢ jednak
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zdarzy¢, ze nicktére elementy zawieszenia przestaja pracowaé przy dzialaniu ob-
ciazen uzytkowych, przynajmniej na krétki okres czasu.

Rysunek 18 przedstawia obliczenie no$nosci granicznej mostu Nielsena w przy-
padku, gdy obciaZenie uzytkowe dziata na calej rozpigtosci. W tym przypadku pow-
staje symetryczny mechanizm zniszczenia: np. moze powstaé przegub w $rodku
huku i w Srodku pomostu. Na rysunku zamieszczono réwnanie prac przygotowanych
i podano mnoznik kinematyczny y w przypadku obciaZenia proporcjonalnego
i nieproporcjonalnego; wspdlczynnik bezpieczeristwa s okre§lamy analogicznie
jak poprzednio.

(T T T T TN @
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) 8(Mon*FNot)- gL«

Lg*BaLa =20Moy*26FNgr ta E

a

Rys. 18

'W przypadku obcigzef uzytkowych, roztozonych na czeéci rozpigtosci mostu
poczynajac od podpory, mechanizm zniszczenia jest inny; pokazany jest on na
rys. 19; powstaje on w wyniku utraty statecznosci elementu HK i na skutek utworze-
nia si¢ czterech przegubéw plastycznych w czterech przekrojach H, K, L i M, przy
czym element HK lezy na przekatnej czworoboku HKLM. Na tym samym rysunku
podano réwnanie pracy wirtualnej i wyraZenie na mnoznik y.

W podobny sposéb przeprowadzono systematyczna analize mechanizmu znisz-
czenia dla mostu Maillarta o wiotkim tuku i belce usztywniajacej. Most taki, jak
wiadomo, utworzony jest przez cienkie sklepienie o szerokosci réwnej w przy-
blizeniu szerokosci pomostu i polaczonej z pomostem za pomoca cienkich $cianek
o takiej samej szeroko$ci, posiadajacych czesto otwory zmniejszajace cigzar. Pomost
natomiast posiada znaczna sztywno$¢ na zginanie; zaklada sig, ze tukowe sklepienie
przenosi tylko sily osiowe. Stosunek momentéw bezwladnosci pomostu i tuku wynosi
zazwyczaj od 60 do 70.

Rozprawy Inzynierskie — 2
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Z powyzszych uwag wynika, Zze w cienkim tuku bedzie mialo miejsce zniszczenie
na skutek sily osiowej zaleznej od granicznej sity normalnej; w pomoscie na odwrot —
zniszczenie powstanie pod wplywem momentéw zginajacych. W tym przypadku
wspolczynnik bezpieczenstwa przy obcigZeniu proporcjonalnym i nieproporcjo-
nalnym jest na ogét taki sam.

(T T IO e
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__ MyBy +My B +M,0, + My, Oy,
%= Lavls

Lg=Nguk r(6.-0x) La=aA,
Rys. 19

Rysunek 20 przedstawia stan graniczny mostu Maillarta przy zniszczeniu belki
usztywniajacej; na rysunku zamieszczono réwnanie prac przygotowanych i wy-
razenie wspdlczynnika y przy pominigciu cigzaru wlasnego. Po okrefleniu y nalezy
sprawdzi¢ czy pokrywa si¢ on ze wspdlczynnikiem bezpieczenistwa s; W przeciwnym
przypadku nalezy s okreSlic.

Rysunek 21 przedstawia stan graniczny w przypadku zniszczenia sklepienia
lukowego; moze to mie¢ miegjsce, gdy sita osiowa osigga warto$¢ graniczng przy
polaczeniu sklepienia ze Scianka. W ten spos6b mechanizm zniszczenia charak-
teryzuje si¢ przegubem plastycznym w belce i dwoma przegubami w sklepieniu
lukowym. Na rysunku podano réwnanie pracy wirtualnej, przy czym 6 oznacza
przemieszczenie w przekroju krytycznym; podano takze wyrazenie na wspoél-
czynnik.
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3. Metoda lokalnego zniszczenia

Metoda ta, opracowana przez GALLIEGO i RENZULLIEGO [47], ma na celu usuniecie
czesto krytykowanej wady -metody przegubdw plastycznych. Istotnie, w teorii
noénoéci granicznej catkowicie pomija si¢ fazg posrednia pracy konstrukeji, wskutek
czego nie mozemy nic powiedzie¢ o wielkosci odksztalcenn przy przechodzeniu
konstrukeji do stanu granicznego.

Mozna zatem wysungé trzy zastrzezenia w stosunku do metody nos$noséci gra-
nicznej, gdy wykres ¢ = o (¢) ma lini¢ pozioma koficzaca si¢ przy maksymalnej
wartosci odksztalcenia réwnej wartosci eg.

1. Moze si¢ zdarzyé, ze w zakresie sprezysto-plastycznym poprzedzajacym stan
graniczny moga by¢ miejsca, gdzie wystapi zniszczenie wskutek przekroczenia
granicznej wielkosci odksztalcen eg.

2. W pewnych przekrojach moga powstaé¢ odksztalcenia plastyczne w zakresie
sprezysto-plastycznym, ktére pozostaja niezauwazone, poniewaz w przekrojach
tych powstaje nastepnie odcigZenie i powr6t do zakresu sprezystego. Innymi stowy,
w pewnych przekrojach moga wystapi¢ plastyczne odksztalcenia, a wskutek od-
ciazenia nie stanowia one czgsci n-1 przekrojow, gdzie powstaja przeguby pla-
styczne.
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3. Maksymalny moment zginajacy w danym przekroju odpowiada pewnej skori-
czonej krzywiznie i jest zawsze nizszy od catkowitego momentu niszczacego M,
ktéremu odpowiada zerowy promien krzywizny.

Metoda, kt6ra obecnie oméwimy, ma na celu usunigcie tego ostatniego zarzutu;
zalozymy, Ze przed osiagnieciem stanu granicznego nie ma odciazenia ani lokal-
nego zniszczenia. Rysunek 22 przedstawia rozklady naprezen normalnych oraz
wyrazenie na momenty zginajace w réznych fazach zginania dla przekroju prosto-
katnego. Na tym samym rysunku pokazano wykres napre¢Zenie-odksztalcenie
z zaznaczong graniczng warto$cia odksztalcenia oraz wykres moment-krzywizna
z zaznaczona maksymalng warto$cia krzywizny, przy czym ten ostatni wykres
zastgpujemy linia prosta pomijajac odksztalcenie sprezyste [48].

%—e)——-——-
x

Kk

Pk

Rys. 23

Bedziemy postepowaé zgodnie z metoda nosnosci granicznej i okreslimy najpierw
w zwykly sposéb potozenie przegubéw plastycznych. Zgodnie z powyZzszymi zato-
zeniami nalezy przyjaC, ze na ogét tylko w jednym przegubie moment osiagnie
maksymalng warto$¢ M;; w innym przegubie, powiedzmy K, moment M® jest
mniejszy od M;. Oznaczajac przez ap wzgledny obrét w przegubie wystepujacy
w przypadku ciata sztywno-plastycznego, obrdt rzeczywisty mierzony na koncach
strefy plastycznej zawierajacej przegub K bedzie proporcjonalny do ¢k.
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Na rysunku 23 podano wyraZzenie na ¢ w przypadku dzialania skupionego
momentu i sity w zalezno$ci od momentu w przegubie M®) i nachylen i wykresu
momentéw; majac nachylenie ix okreslone z rozktadu momentéw w stanie granicz-
nym przyjmujemy w pierwszym etapie, ze w kazdym przegubie M® réwna si¢ M
i z wyrazen podanych na rysunku okres$lamy wielkosci ¢x. Rozpatrujemy stosunki
ax/@k i przyjmujemy, Ze zniszczenie nastgpuje w przegubie, dla ktérego a/p osiaga
maksimum. Istotnie, ruch sztywny w stanie granicznym okreSlony jest z doklad-
noécia do dowolnego mnoznika, zatem wszystkie katy ax mozna pomnozy¢ przez
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stala @/a. W przegubie, gdzie wystepuje zniszczenie mamy ag/a = ¢, tzn. kat
obrotu odpowiada maksymalnemu katowi, jaki moze wystapi¢ w danej konstrukcji.
Dla innych przegubéw K mamy aj p/a < @, poniewaZ ax/gr < a/p. Zatem wzgled-
ny kat obrotu gz w przegubie K jest mniejszy od wartosci maksymalnej, a moment
M*) jest mniejszy od M; i moze by¢ okreSlony z podanych wyrazen.

Sposréd rozpatrzonych przykladéw autorzy przeprowadzili réwniez obliczenia

dla uktadu ramowego (przedstawionego na rys. 24), ktérego no$nos$¢ graniczng

okreélili poprzednio H.J. GREENBERG i W. PRAGER przy zaloZeniu, ze kolumny
i belki maja jednakowe dtugoéci i przekroje. Wszystkie elementy obliczen podane
sa na rysunku. ObcigZenie niszczace otrzymane przy uzyciu powyZzszej metody
jest okolo 16% nizsze od wartoéci no$noéci granicznej; kolejna iteracja jedynie
nieznacznie zmienia wynik.
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.

Autorzy przeprowadzili do§wiadczenie na’ belkach dwuteowych i na szeregu
belek o przekroju prostokatnym. Rysunek 25 przedstawia schematy obciazen
i poréwnanie wynikéw do§wiadczalnych i teoretycznych otrzymanych na podstawie
metody nos$noéci granicznej i metody powyzszej. Podczas gdy dla przekroju prosto-
katnego réznice pomiedzy obydwoma metodami sa dosy¢ znaczne, w przypadku
przekroju dwuteowego obie metody prowadza praktycznie do tego samego wyniku.

:
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Rys. 25

4. OkreSlenie stopniowego zniszczenia

Kwestionujac metode nos$noéci granicznej wielu autoréw stara si¢ opisaé zjawisko
w sposéb pelny, $ledzac kolejne fazy jego rozwoju az do osiagnigcia stanu granicz-

nego [49-72].

Pomimo znacznych trudnosci, jakie napotyka si¢ przy tego rodzaju opisie,
autorzy ci uwaZaja, Ze opis taki lepiej przedstawia zachowanie si¢ konstrukcji
i wykazuje szereg aspektéw zjawiska, ktére calkowicie pomija si¢ w metodzie nos-
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nosci granicznej, np. zmiana stanu naprezenia w réznych przekrojach konstrukcji
i czesto wystepujace odciazenie przekrojow uplastycznionych przy wzroscie sit
zewngtrznych oraz mozliwo$¢ zlokalizowania miejsc, gdzie wystapi zniszczenie
wskutek nadmiernych odksztalcen.

Ciekawa analiz¢ procesu zginania belki o statym przekroju réwnomiernie ob-
cigzonej az do osiagnigcia stanu granicznego przedstawit Levi [50], a badania do-
$wiadczalne przeprowadzili RosserTi i MAccHI [57, 58 i 59].

Finz1 [70] badajac warunki odcigZenia podatl takie, ktére pozwalaja na wystg-
pienie odcigZenia przy wzroscie sit zewngtrznych; zauwazyt on, Ze odciazenie wy-
stepujace wtedy nie ma wzrostu odksztalcen w pewnych przekrojach konstrukcji.
Autor zastosowal swoja metod¢ do kratownic i do cial tréjwymiarowych zaktadajac,
Ze obciaZzenia rosng liniowo, a zwiazek fizyczny ma dowolna posta¢ w zakresie
plastycznym i jest liniowy przy odciazeniu; w szczegblnym przypadku rozpatrzono
ciato idealnie plastyczne.

GIANGRECO i Forl [71] oraz SARA [72] przeprowadzili analize stref sprezystych
i plastycznych przy wzroscie obciazenia. Rozpatrywali oni belki o przekroju prosto-
katnym i rame¢ jednoprzgslowa zamocowana przy podstawie oraz posiadajaca
zmienny stosunek K sztywno$ci belki i stupéw pionowych. W analizie traktowano
caly czas konstrukcj¢ jako sprezysta zastgpujac obszary sprezysto-plastyczne belka
o zmiennej wysoko$ci. Rozwiazujac réwnanie nierozdzielno$ci autorzy okreélili
wielko$ci hiperstatyczne i w dalszym ciagu zasigg obszaréw plastycznych, co pozwo-
lito na zbadanie miejsc, gdzie zachodza odcigZenia. Poréwnujac wyniki otrzymane
dla utwierdzonej belki i ramy stwierdzono, ze wigksze odcigZenie wystepuje dla
belki w poblizu podpér. Zaobserwowano takze wystgpowanie roéznych wartosci
odcigZenia przy zmiennym stosunku sztywnosci belki poziomej i sztywnych stupdw;
gdy sztywnos$¢ belki jest mniejsza od sztywnosci stupdéw, zakres odciazenia jest
taki sam jak w sztywno podpartej belce. Odciazenie maleje w miare jak sztywno$é
belki poziomej roénie az do momentu catkowitego zaniku. Pojawia si¢ ono w ogra-
niczonej wielkosci w poblizu §rodka belki, gdy jej sztywno$¢ znacznie przewyzsza
sztywno$¢ shupow.

Rysunki 26-28 przedstawiaja obszary plastyczne i obszary odciazenia dla K = 0
(belka utwierdzona), K = 0,5 i K= 10.

JossAa [52] przedstawil metod¢ pozwalajaca na opis zjawiska przy dowolnej
krzywej.

5. StatecznoS¢ poprzeczna w zakresie sprezysto-plastycznym

Wiele prac po$wigcono utracie statecznos$ci gigtnej poza obszarem sprezystym
[73-77] oraz stateczno$ci skretno-gietnej [78-83]. Pierwsza analizg tego tematu
przedstawil E. GIANGRECO przy uzyciu metody energetycznej; wprowadzajac pole
przemieszezen, spetniajace warunki brzegowe i zalezne od kilku dowolnych para-
metréw, autor podaje wyraZenie na energi¢ potencjalng i z warunku minimum
otrzymuje ukiad jednorodnych réwnan liniowych, skad znajduje si¢ warto$é ob-
cigzenia krytycznego [77 i 79]. Autor rozpatruje wysoka belke o przekroju prosto-
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katnym, podparta na obu koricach i majaca skrepowany obrét w plaszczyznie
prostopadiej. Przyjeto dwie hipotezy, ktére nastepnie zostaly odrzucone. 1. We
wzorze na sztywno$¢ skretng C = (Gb3 h/3) (1 — 0,630 b/h) pomija si¢ drugi wyraz
zalezny od stosunku b/h, co prowadzi do malego bledu (w drugim przypadku tylko
6%); 2. Za sztywno$¢ zgigciowa wzgledem pionowej plaszezyzny przyjmuje sig
EB3 h/12; nie jest to wyrazZenie Scisle, poniewaz po odksztalceniu poprzecznym
wystepuja przyrosty naprezen, ktére czgSciowo odcigzaja obszary plastyczne.
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Rozpatrzono najpierw przypadek belki poddanej dziataniu dwéch momentéw
zginajacych na koncach. Rysunek 29 podaje wyrazenia dla momentu krytycznego
w zakresie sprezystym i plastycznym oraz przedzialy waznosci wzoréw; gdy moment
zewnetrzny réwny jest momentowi plastycznemu, obydwa wzory daja ten sam
wynik. Drugi przypadek odnosi si¢ do sity skupionej 1 jest bardziej ztozony, po-
niewaz moment zginajacy zmienia si¢ wzdhuz belki. Rysunek 29 podaje wyrazenie
na site krytyczna, gdzie ¢, ¢, i @3 zaleza od x;s (poloZenie strefy uplastycznienia);
musimy zatem przyjaé pewna warto$¢ xs, tzn. warto§é F = aM/l i wtedy funkcje
@1, ¢2 1 @3 s okreslone, co daje nam warto$¢ F, ktérag mozna przedstawi¢ w postaci
Frr = K/BC/I2 (K wspblczynnik liczbowy).




[ b ! .*L,‘.
G et o Ml O W,
5B\ 1 /P esth :
- i ui 2, ) Me=FVBC=Y 5 3 6sbh?  osbh
x er™ 6 -
. [ ogbh?
Yu - o pu o) M= FVG oM P2y
e i _Tm*EG b°
o B
| rwo_‘_
Os Og J
Z‘ el) ;c,=4,457‘/l-5—?
2 4]
x ,
: pl) Fcr=2‘/(—Bzz—%§oz G=@(xs)
J Xs Yy Ya M
. e B Fra? Fsasz
S——
e 2 . Fcr"‘!%c
i X
oMo _ VBC:. S5 n_z K
TR RS
Rys. 29
AHU(KQC’")
b -
200000} = h=11cm
+
\/ 2
.o’””,
00000 Obszar | Obszar sprezysto- plastyczny ihiamed
isprezysTy g
I,”
000 ,,/0’
’I
. &
I’ A
TP TR S
7
25000+
20000
5000
Q
5000
0 s =
°8 §§§§ 8 g 8 8 K
S Sl § s § 8 p(Kgem)
Rys. 30



A Mer(kGem)
'
|
1
\
1
\
\
\
300000 4
i
|
Q
Obszar
\ sprezyslo- plastyczny Obszar sprezysty
\
200000 | ‘\\
\
\
\
150000 | ‘
100000 -
50000 -
40000 (-
30000 (-
20000 -
10000
0 =
TE § 31§ § g
Rys. 31
FerlkG)A
“q00 -
\
\
\
\
A
1500 -

Cbszar sprezysto-
plastyczny

M \ s 2 sprezysly
\
N

1000+

7
b
7/

e

200

vB
=44,
FEr 4 67—72£

w0 160 180 200 23450 250 300

Rys. 32

00

[28]




T ——

PRZEGLAD OSTATNICH PRAC WLOSKICH W DZIEDZINIE NOSNOSCI GRANICZNEJ 29

Rysunki 30 i 31 przedstawiaja zalezno§¢ momentu krytycznego od parametru p
i od diugosci belki w przypadku belki stalowej o przekroju prostokatnym (dane:
szeroko$¢ 1 cm, wysoko$¢ 10 cm, E = 2.106 kG cm—2, G = 0,8-106 kG cm~2,
0s = 2400 kG cm—2).

Rysunek 32 przedstawia zalezno$¢ sily krytycznej od diugosci belki stalowej
o przekroju prostokatnym (1X10 cm). Zamieszczono tu krzywe odpowiadajace
dwom przyblizeniom przy uzyciu powyzszych zaloZet i przy pominigciu ich.
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Peszmome

OB30P ITOCJIEJHUX UTAJIBAHCKUX PABOT
B OBJIACTH HECVILIEV CIIOCOBHOCTH

ITonHoe ommcanme mporpecca B HMCCIIEMOBAHUAX, MPOBEJCHHBIX B IOCieHue roasl B Mrtanum,
B o61acTy Hecyne# CroCOGHOCTH, JOIDKHO OBITh CBSI3aHO TAKXKE C MCCIIE/I0BAHUSMH, IIPOBOAUMBIMI
IPYrMMHM CTpAaHAMM, KOTOpHIE, 6€3 COMHEHMs OTPA3WIMCh HA HANPABICHMHA M IPOIECCe TEOPeTH-
YECKMX ¥ JKCIEPHMEHTAJBHBIX MccnexoBanwii B Mrtamim. OZHAKO, MBI JOJDKHBI OTKA3aThCS OT
CTOJIb ITMPOKOTO ONMCAHMsI M MPEICTABMM, BeCbMa oOmmmii 0630p MTaIbAHCKHX padoT, obpamas
BHMMAHME HA T€ MCCIIC[OBAHMS, KOTOPHIC BBUAY CBOCH OPHIMHAIBHOCTH ¥ BO3MOXHOCTH JIETKOTO
NPEMCHEHNUSI, 3aCiy’XMBarOT BHMManus. B Vtanym, mogoOHO, Xak M B JPYIHX CTPaHAX, MOXKHO
pPa3MYATh IBA TJIABHBIX ACIHEKTAa MCCNEXOBAHMI, a MMEHHO: IOJIHOE OIMCAHHME SIBIICHMS, BIUIOTH
IO MOMEHTa DPa3pyILEHHs, YYMTHIBAIOIEE IUIACTUYECKOE MPUCIOCOOICH)E M YIPYIYIO Pasrpysky,
a TaKKe MEeTOJ Hecymieit cnoCOOHOCTHM, KACAIOIIMHCS, €XUHCTBEHHO, KOHEYHOTO COCTOSHMS KOH=
CTPYKIMV ¥ OIVCHIBAIOLIMI Pa3pyllieHHe C IMOMOIIBI0 COOTBETCTBYIOIIEr0 KHMHEMATHYECKOro Me-
XaHHU3MA. i

TIpOBOAMIIACH M3BECTHBIC MONBITKY YCTAHOBJICHHS NPOMEXYTOYHBIX METOJOB MEXIY STUMM
KpalHEMM METOJAMHM: IIEPBBIM, TOYHO COOTBETCTBYIOIIAM JEHCTBHTEILHOMY HPOILECCY SIBICHUS,
HO OY€Hb CJIOXHBIM M, BTOPBIM, OY€Hb NPOCTHIM, HO CIIMIIKOM CXEMAaTHYECKEM ¥ OCHOBBLIBAIO-
LMMCS, €IUHCTBEHHO, HA MOHATHM IUIACTMYECKUX IapHUpoB. ITo aTOMY Hacrosiumii 0630p OymeT
KacaTbCsl BCEX OTHX mpobiem.

Summary
RECENT ITALIAN CONTRIBUTIONS IN THE LIMIT DESIGN

A complete description of progress reached by the scientific researches made in Italy during the
last few years in the field of limit design should be connected with the Italian studies already per-
formed as well as the scientific contributions of foreign countries, which certainly affected the
course of Italian theoretical and experimental researches. We naturally must consider all these
elements as already acquired and we must confine ourselves to a very general panoramic review
of Italian contributions, signaling those researches which, because of their original set up and
easy application, seem worth to be pointed out. In Italy, as well as in foreign countries, two main
aspects can be seen in the studies performed: the progressive method, which follows the pheno-
menon gradual evolution up to the collapse, holding in account the plastic adaptation and the
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elastic recovery, and the limit design which refers only to the last event of the structure charac-
terizing the collapse condition through the collapse kinematic mechanism. Some attempts were
made to trace an intermediate way between these two methods; the method strictly adherent to
the physical reality of the phenomenon but full of complications, and the very simple one, but
too schematic of the plastic hinges. Therefore, our illustration fundamentally shall go on within

these consideration.
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