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W przypadku płyty izotropowej cienkiej, obciążonej obciążeniem ciąg
łym p(x,y), równanie powierzchni ugięcia ma postać 

(1) 
C)4Z CJ4Z CJ4Z P 
dX4 + 2 dX2CJy2 + CJ y 4 = - N' 

gdzie z(x,y) ugięcie płyty, p(x,y) obciążenie, N=EhSjI2(1-'P2), E modul · 
sprężystości, h grubość płyty oraz 'P liczba P o i s s o n a. Dla płyty orto
tropowej moduł sprężystości wzdłuż dwóch osi prostopadłych jest różny, 
np. wzdłuż osi x jest El' a wzdłuż osi y E 2 (El =F E 2 ); odpowiednie liczby 
p o i s s o n a są 'Pl i 'P2 (VI =F v2)· 

Dla takiej płyty równanie powierzchni ugięcia jest 

(2) 

gdzie 

(3) 

. E E 2 A=- 1 ,C=- , 
1- V 1 V 2 . 1- V l 'P2 

2B=-[1 1 (EI'P2+E2vl ) + 4Go]. 
-VI V2 

Tutaj Go jest modułem sprężystości postaciowej. W przypadku gdy 

B = - VAC, można równanie (2) sprowadzić do postaci (1) (por. [1]). 
Nasuwa się pytanie, czy można równanie (2) w ogólnym przypadku 

przedstawić albo w postaci (1), albo w takiej postaci, aby obliczenie płyty 
nie nastręczało dużych trudności rachunkowych. 

Wygodnym sposobem obliczania płyt jest metoda dwustopniowa, po.! 
dana przez H. M a r c u s a (por. [2]). 

Zastosowanie tej metody wymaga rozłożenia równania powierzchni ugię
cia płyty, np. w postaci (1), na dwa równania 

J72M=-p, 

M 
J72Z= --. 

N 

Aby więc zastosować metodę M a r c ~ s a, należy równanie (2) przedstawić 
w postaci możliwej do rozłożenia na takie lub podob1łe równania. 
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W szczególnym przypadku, mianowicie dla p = 0, równanie (2) zostało 
przedstawione w postaci (por. [3]). 

(fi, l = const). 

Okazuje się, że równanie (2) można w ogólnym przypadku przedstawić 
w postaci 

(2.1) 

gdzie a, [J i Y s~ stałe. 
Należy w tym celu rozróżnić trzy przypadki: 

(I) V El Ea = -HEl"a + E 2"1 + 4Go(1-"1 "2)], 

(II) V El E 2 > -HE l"2 + E 2 vl + 4Go(1-"1 "2)], 

(III) V El E 2 < ~ [El "2 + EaVI + 4Go(1- V 1 V 2)]· 

.W p'rzypadku I dzieląc obie strony przez (1- Vl "2) otrzymamy 

czyli zgodnie z oznaczeniami (3) mamy B=- VAC. 
W tym przypadku równanie (2) sprowadza się do równania (1) przez 

zastosowanie transformacji podanej przez M. '1'. H u b e r a, [1]. 
Rozpatrzmy p1·zypadek IŁ Oznaczmy 

(4) 

Rozważmy równanie następujące: 

Po wykonaniu dzialań otrzymamy równanie w postaci 

{ 
84Z 84z 84Z} 

(6) N -E18x4 -[El"2+E2Vl+4Go(1 -VlV2)]8x28y2 - E28.114 =f(x,y). 

Wstawiając za Ń wartość (4) otrzymamy, porównując równanie (6) z rów
naniem (2), że [(x, y) = - p (x, y), czyli (2) można napisać w postaci (5) 
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Przyjmijmy oznaczenia 

(8) 

.JeŻeli zastosujemy transformacje 

4 i 

(9) ~= l(Y - xV~:), ~=p(Y+XV !:), 
to równanie (7) przyjmie postać 

(10) - N~k8 (:;~+ c9~2)[12( 2ks- k2 V~:):;2+!,2(2k3+k2V~:) :;2]Z=-P. 
Jeżeli oznaczymy 

(11) 

to równanie (10) można napisać w postaci 

( 12) 

W przypadku III przyjmijmy oznaczenie 

Weźmy pod uwagę równanie 

Wykonując działania po lewej stronie (14) sprawdzimy, że równanie to 
przechodzi w równanie 
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Wprowadzimy zmianę zmięnnej: 

(16) 

Po zastosowaniu transformacji (16) otrzymamy równanie 

Oznaczajllc 
N R=E2 

ł' L ' 'Y=--, L 

otrzymamy równanie 

(17) ( 
a2 a2 ) (a2 a2 ) p 
a 62 + a 1]2 a a g2 + P a 1]2 z = - r . 

, • ł i 

W każdym więc przypadku można r6wnanie (2) napisać w postaci (2.1). 
Jeżeli teraz oznaczymy 

M= (a ,,";2 +p aa~)z, 
to otrzymamy nklad równań 

(18) 

Przy rozpatrywaniu momentów zginających i skręcających okazuje się, 

że funkcja .1lf jest liniową kombinacją tych momentów; mianowicie mo
menty zginające i moment skręcający wyrażają się wzorami (por. [1]) 

,.' 

Rozważmy fnnkcję M określoną. wzorem (18): 

L a=-, 
EJ 

p=E!. 
L 

Po zastosowaniu transformacji odwrotnej (16) otrzymamy 

a2z '~2z 
M= L~2+E2"'-'2' 

,oX oy 



Jeżeli pomnożymy M gx przez 12(L-"a-Ea)/Eak3, a M gy przez' 12(EaVl- L)/Elkl, 
to otrzymamy 

W przypadku II funkcja JlI jest określona wzorem 

c2z dZZ 

M=a ag2 +fJ drr 

gdzie a i fJ są określone wzorami (11), (8) i (4). Po zastosowaniu transfor
macji od wrotnej (9) otrzymamy na M 

d2Z d2Z d2Z 
M=kl~+ka~+ks~' 

oX C/Xcy O/J 

Jeżeli pomnożymy Jlfgx przez 12(k2Vl-kl)jE2ks, Mgy przez 12(k1 va-k2)/El k., 
a J,[skr przez -12k2/'2Go k 3, to otrzymamy 

12 k 2 vl - kI (12 k 2 ) 12 kl v2 - k 2 
Jllgx}1,s E

2 
+Mskr -ks 2G

o 
+~WgYhS -~-=ll{. 

MaI?Y więc analogię do równania belki obciążonej obciążeniem ciągłym q, 
tj. do równania 

d 2 JJ{ 
dx2 =- q. 

Na tej analogii opad swoje rozumowanie H. M a r c u s. Podał on metodę 
rozwiązywauia płyt izotropowych, polegającą na rozwiązaniu stopniowym 
dwóch równań różniczkowych drugiego rzędu metodą kolejnych przybliżeń. 

J ak zastosować metodę H. M a r c u s a do płyt ortotropowych w przy

padku III, wyjaśnimy na przykładzie płyty prostokątnej o brzegach swo
bodnie podpartych, obciążonej równomiernie na całej powierzchni. 

Przykład. Obliczenie płyty prostokątnej o brzegach swobodnie podpartych, 
obciążonej równomiernie na cal ej powierzchni. 

Wymiary płyty są 2ax2b (rys. 1). Moduł sprężystości wzdłuż osi x 
jest El' a wzdłuż osi y jest E2 • 

Obierzmy siatkę sprężystą o wymiarach oczek ).X = a/2 i ly = b/2. 
Aby wykorzystać równanie (17), należy wprowadzić transformację 

x = ; VEl i y = 1] V L, gdzie L jest określone wzorem (13). W prowadzenie 
powyższych transformacji oznacza zmianę jednostki miary wzdłuż osi x i y • 

.Jeżeli io jest jednostką miary w układzie x, y (rys. 1), to nowe jednostki 

będą if, =iolV El i in =io /VL. 
Weźmy pod uwagę płytę zastępczą o wymiarach 2a=2a/~ i 2b=2b/VZ 

(rys. 2)iobierzmy siatkę Spt'ężystą o wymi:a..rach oczek lf, = lx/VEl i l'1=ly!VZ. 
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Rozpatrzmy pierwsze z równań (18) oraz równanie różnic skończonych 

dla dowolnego węzła siatki II (rys. 2) obciążonej w węzłach obciążeniem 

p/i'. Równanie to ma postać 

(LJ2Wk)'; + (Ll2 Wk )'1 = _ .E.-
lą l~ Si" 

gdzie Wk oznacza przesumęcle pionowe (wzdłuż osi ś') węzła k, a S jest 

r o 1 

.Q o 3 

A" pewną stalą· Przy tych samych wa-
runkach brzegowych dla równania 
na 1lf i Wk otrzymujemy Mk = SWk' 

r-- ĄC1 
e e 

Wyznaczymy Wk dla siatki II 
T w węzłach ], 2, 3 i 4. 
,,<"" Równanie różnic skończonych 

2 1 o 

I 
4 3 o t _ można napisać w postaci 

~ x 

o 1 2 1 o 

e o 

Za 
Rys. 1 

Dla węzłów 1, 2, 3 i 4 otrzymamy 
układ równań algebraicznych 

l2 
2w1(l + X2) - W z - y'

2
W S = ~:' 

. l2 
- 2w1 + 2w2 (1 + x2

) - ,,2 w4 = ~: ' 

l~ 
...:..... 2,,2 W1 + 2ws(1 + ,(2) - W, = ~;, 

- 2,,2 w2 - 2ws + 2w4(1+ ,(2) = r::J . 
Po rozwiązaniu otrzymujemy 

( 19) 
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Wyznaczymy uglęCIe płyty I (rys. 1) w punktach 1, 2, 3 i 4. W tym 
ćelu weźmiemy siatkę II i zmienimy jednostkę dlugości wzdłuż osi ~ i "l 

tak, aby I; = A; V Ell L i 1'1 = A"7 V LI E2 • 

Obciążymy tak otrzymaną siatkę w węzłach 1, 2, 3 i 4 obciążeniami 

WI , W 2 , Ws i w" obliczonymi ze wzorów (19) po podstawieniu za A; i ~!. 

. {)dpowiednio l sVLIEl i 1~L2/ĘEIE2 ' 
Na przesunięcie węzłów 1, 2, 3 i 4 otrzymamy równanie różnicowe 

(20) 

gdzie SI i S2 są stale. 
Weźmy pod uwagę równanie 

{)raz równanie różnicowe (20). 
Podstawmy 

Otrzymamy z równania (20) równanie 

(21 ) 
( Ll2 Śk); L + (Ll2 Śk)." E 2 _ Wk _ llfk --2- - - -2-- --------· 

2; El 2"7 L SI ' SI S2 

Porównując równanie (21) z równaniem na M przy tych samych wa
runkach brzegowych otrzymamy 

(22) 

Należy więc wyznaczyć Śk z równania (21 ). Możemy uprościć obliczenie 
i rozwiązać równanie (20), a następnie do wyniku podstawić za l ; i ),'1 od-
powiednio As V Ell L i 2"7 V LI E2 • . . 

Dla węzłów 1, 2, 3 i 4 otrzymamy układ równań 

2 f" (1 + - 2) _ f" _ - 2 f" = J1f):~ 
!ol " !o2 "!oS SlS2 ' 

_ 2-21'- +2f" (1+ - 2) _ f" = Ms~ 
" !ol !os " !:>4 8

1
S

2
' 

. - 2 

_ 2 - v- _ 2 f" + 2 f" (1+ - Z) = j}[4 A; 
" !o2 !os !:>4 " SI S2 ' 

-2 

- 2Śl + 2Ś2 (1 + ,,2) - ~2Ś4 = ~2;:, 
gdzie 

Rozwiązując ten układ otrzymamy Śl, Ś2, Śs i Ś" a po podstawieniu 
do (22) odpowiednio Zl, Z2 , Zs i Z4' W ten sposób otrzymamy pierwsz~ 
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przybliżenie tigręc,iaplyty I , w punktach 1, 2, 3 i 4. Dal~ze przybliżenia 

otrzymamy zagęs7.czając siatkę I przez przyjęcie wymiarów oczek (aj4, bj4), 
(aj8, b/8) itd. 

Obliczenie ' uprpści ,SIę, jeżeli będzie wykonane na szczególnych war
tościach El!' , E 2 i L. ' 
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PeaIDMe 

113 TEOP1111 OPTOTPOIIHbIX IIJIACT11HOR 

B pa60Te rrpHBe,n;eHO TpaHcqlOpMaIQlro, CBO,n;IIm;yro KBasH-6HrapMOHH'IeCKOe ypaB

HeHHe IIoBepxHOCTH rrporH6a OpToTporrlIoit II.lraCTHHKH K ,n;ByM ypaBHeHHHM C '1a

CTHhlMH rrpoHSBo,n;HhlMH BToporo rropH,n;Ka, HS KOTOphlX O,n;HO HBJIlIeTCH rapMOHH

'1eCKHM. TaKoe rrpe,n;CTaBJIeHHe ypaBHeHHH IIOBepXHOCTH IIporH6a OpTOTpOIIHOit 

IIJIaCTlłHKH IIOSBOJIHeT HCrrOJILSOBaTL ,n;BycTeIIeHHblit MeTo,n;, rrpHMeHHeMhlit B pac 'Ie

Tax HSOTporrHhlX IIJIaCTHHOK, TaKlKe H K paC'IeTaM oprOTpOIIHhlX rrJIaCnmOK. SrOT 

MeTO,n; COCTOHT B IIOCJIe,n;yrom;rrx perneHHIIX ,n;ByX ypaBHeHrrit C '1aCrlIhlMH rrpOHS

BO,n;HLIMH BToporo rroplI,n;Ka, BMeero o,n;Horo ypaBHeHHlI 'leTBepToro IIOpH,n;Ka. 

Summary 

FROM THE THEORY OF ORl'HOTROPIC PLATES 

The paper brings a transformation red ue ing the quasi-biharmonic equa
tion of the surrace of deflection of an orthotropic plate to two partial differen
tial equations of the s~cond order, one of which is harmonic. Such a way of 
expressing the equation of the surface of deflection of an orthotropic plate 
permits the use of the two-stage method as used for isotropic plates, and 
which consists in a successive solution of two partial differentiaI equations 
of the second order instead of one equation of the fourth order. 

Praca została zlozona w R edakcji dnia 28 października 1953 r. 

t, 
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