O PEWNYM QUASI-USTALONYM ZAGADNIENIU TERMOSPREZYSTOSCI

Celem pracy jest wyznaczenie stanu przemieszczenia i stanu napre-
zenia w polprzestrzeni sprezystej, wywolanych dziataniem Zrédia ciepla
o wydajnosci W, posuwajacego sie z jednostajng predkoscig v w plasz-
czyznie ograniczajacej poiprzestrzen sprezysts.

Zakladamy izotropie materialu zaréwno w stosunku do jego wlasno-
sci termicznych, jak i sprezystych; wielkosci charakteryzujgce materiat
niech bedg state i niezalezne od temperatury i naprezen.

Pole temperatur i naprezen zmieniaé sie bedzie w czasie w miare po-
suwania sig¢ zrédia ciepta. W nieruchomym ukladzie wsp6irzednych
&, n, { roéwnanie przewodnictwa cieplnego jest nastepujace:

gl SRR L A g7
(1) ‘ V2T(£,"77 ()= a£2+a 3k faies 02(:2 k o0t

Tutaj k=2~4/pc przy czym i jest wspodlczynnikiem przewodnictwa
cieplnego, o gestoscia, a c cieptem wilasciwym.

Przyjmujac ruchomy uklad wspéirzednych x, y, z (w ktérego poczat-
ku umiescimy zZrédlo ciepta, a ktorego osie x i y leza w plaszczyznie ogra-
niczajgcej polprzestrzen sprezysta) posuwajacy sie wraz ze zZrodiem ciepta
ze stalg predkoscia v w kierunku osi ¢ i stosujgc transformacje

.'134:5—‘1)15, Y= ZZC:
otrzymamy réwnanie (1) w postaci, [1],

A b ST o Y T
(2) VZT(x»y:z) dx2+ay + az f%

W réwnaniu tym nie wystepuje juz czas t. Dla obserwatora posuwa-
jacego sie wzdluz osi & wraz ze zrédlem ciepla pole temperatury i pole
naprezen beda niezmienne w czasie.

Rozpatrzmy najpierw zadanie pomocnicze, mianowicie wyznaczmy
stan naprezenia wywolany dzialaniem poruszajacego sie zrédia ciepta
w nieograniczonej przestrzeni sprezystej.
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Rozwigzaniem réwnania (2) jest, [2].

w
T - Rrler#rtR)
(3) s 47k Riye
gdzie u=v/2k. Ilo§¢ ciepla @ wytwarzana przez zrédlo ciepla na jednost-
ke czasu obojetnosci wynosi @ =W pc. :
Rozwiazanie to mozna przedstawi¢ réwniez w postaci calek Fourie-
r a, zatem w postaci, ktéra bedzie przydatna w dalszych rozwazaniach:

@) T=2—:g—,;e’“"fKo(rVﬂ2+;f’)cosz9ydﬁ=

0

9 oo oo

T oQozsincz:ccosﬂycosyz
_nakfff @+ o dadfdy,

=@+, =E NN n=pt @+

_ gdzie

Dla wyznacze-nia sktadowych stanu naprezenia wygodnie bedzie po-
stuzyé sie tak zwanym potencjalem termosprezystego przemieszczenia @. -
Ta funkcja zwigzana jest ze sktadowymi u, v i w stanu przemieszczenia
nastepujacymi zwigzkami:

g da g

Wprowadzenie zwiazkéw (5) do trzech rownan przemieszczeniowych
teorii sprezystosei sprowadza je do jednego réwnania, [3],

(6) ) L

i+vatT.

et 4
Tutaj a: jést wspoiczynnikiem rozszerzalnosci liniowej, a » liczbg Pois-
son’a. Rézniczkujac (6) wzgledem x i korzystajac z réwnania (2) otrzy-

mamy

0 1—|—v 0T Ao

2 o 2
@ ow Yoz 1—v2a
skad
0D 1+ a L9t oy
8 Sl Gong
® ox 1—» 2,uT7 o l—v 2,udex
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Catka szczegblna rownania (6) bedzie zatem miata postaé:

X

1 w
9) (D=—-1i:80;nk R'exp [—u(x + R)]dx =
0
14 atW
l_vanlukE'l’[_ (CC—l—R)],
gdzie

o

Ei(—s) :f e;udu.

s

Funkeje @ wyrazi¢ mozna réwniez calka

BTN g ek wmwasmaxcosﬂycosyz
19) o 1—» n‘”’kfff(a P e LB )d i

Skladowe stanu naprezenia wywotane dzialaniem zrédia uzyskamy
ze zwiazkow, [3],

(11) ai‘=—2G’V2d>6,~-—62—(p Hi=x.1 2
] ] dz()y ’ 3319, 97)
gdzie d;; oznacza syhbol Kroneckera.
Wyliczamy kolejno
KGe #xtR) r2 R
G’xx——"'E(m 1— Rz(ﬂR+ +R)]
GKe #x+R) 22 R
"”—“ﬁm{l—‘( +—+E+“R)_
®& i
~() [+ v o))
i GKe #*+R) y? R ’
x+R\[ x
~EE e nl)
e —ulx + e'_.u(x
orxy:GKy (1 + uR), O =GR (1-}—,uR),
e MIx+R) ; : R
O'yz—GKyZRs( +R)( ﬂR-}—m),
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gdzie

s aW
1—» 8unk’

K=
Sktadowe stanu przemieszczenia otrzymamy ze wzoréw (5):

u=Ke M¥+RIR—1 v=—Kye *¥+RA R~ (x + R)™!
S

w=—Kze #*+R R~ (x + R)".

W przypadku szczegolnym v — 0 (u— 0) otrzymamy ze wzoréw (11) i (12)
znane rozwigzania dla zagadnienia stacjonarnego, [3].

Umie$émy w poczatku ukladu wspélrzednych sprezystej przestrzeni
dipolowe zrédio ciepta. W tym przypadku otrzymamy w plaszczyznie
z=0 rozwigzanie T = 0 (z wyjatkiem punktu stanowigcego poczatek
ukladu wspéirzednych). W nieskoriczonosci bedzie rowniez T = 0. W ten
sposéb zrealizowaliSmy pole temperatury w polprzestrzeni sprezystej,
wywolane dzialaniem zrédta ciepta znajdujacego si¢ w plaszczyznie z2=0
ograniczajgcej poiprzestrzen.

Zgodnie z réwnaniami (3) i (4) otrzymamy

w o w
s ey 4nk az(R_l il o 4nk %e_mﬁm(l R v
albo
oW o may sin ax cos fy sin yz
(15) T_”?’kfoff ot dadfdy.
0.0 0

Analogicznie otrzymamy funkcje @ w postaci

1+» aW 0
1—» 8unk 02

149 W ze #+R
1—» 8unk R(x+R)

(16)- 0= {[Ei[—u(x+R)]} =

albo w postaci catki Fouriera

N Nocwaysma.rcosﬁysmyz
e o e fff(a R Ty S

Znajomo$é funkcji @ pozwoli na wyznaczenie skladowych stanu na-
prezenia (oy) ze wzoréw (11).
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Otrzymamy

& 029 0% GKze #*tR)
Gxx=—2G(d 2 + 022) Rz(x+R) {(,u+ +x+R)
y1+3ﬁxf;z+y [242u(x+R) + 2R+ 22!,
; R? R(x+R)? M %
i 02 (D 0°d Lo G ge e 1 3
s 32 b 3
x+R R(R+ a:)) R*(R T o? [3 kg o

PMR+ +R+MR@+RM}

2 2 (x+R) \
ok Un:_zG(a ¢+0 (D) GKze‘M {( e l)(,ﬁ———

0y? R? mrH
i) i R P N 2% 4 x? i
R+x ' R(R+x)? R:(R+zx) R:(R+x)?

2 “y
30 R—l—:r)3+ x—}—R)}

R PO GRyze PR 1
ny—zcaxdy'— ; R® [/-‘ +3(,u+ﬁ):|:

oot l0R g GG TS R R 32
om0 18, - R b 22
A 0*Q GKye‘”‘x FR) 1 1 322
"””‘2Goyaz Ri(z +R) [( RTR )(R-* 32
g2 ege! uz?
R Y Eerm R}

Zauwazmy, ze stan naprezenia (o¢;) nie spelnia wszystkich warun-
kéw brzegowych w plaszczyznie z = 0. Mianowicie w piaszczyznie tej
znika naprezenie o;;, pozostaja jednak naprezenia tnace ox; i ay.. Do stanu
naprezen (gi) 'doda¢ nalezy stan naprezenia (o) bedgcy rozwigzaniem
zagadnienia przestrzennego izotermicznego, polegajgcego na wyznaczeniu
stanu naprezen (o;) w pOlprzestrzeni sprezystej, wywolanego dziala-
niem naprezen styeznych —ox; i —oy., dzialajgcych w plaszczyznie z=0.,
Skladowe stanu (o) otrzymamy przy uzyciu funkcji przemieszczenio-
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wej ¢ B. G. Galerkina. Wyrazone sg one przy uzyciu funkeji ¢ na-
stepujacymi zwigzkami:

O'xx=a_z'("’l72(p—a_x(§)y 0yy=5‘5<vl72¢—a—£>,
5 02 0%¢ 2, 0® g
£ SO A e K
(19) Oz 7= [(1 ’V)V + a + ayg : ; ny dx ay oz
= 0 [0 2 = 0 [0%¢p O0%¢
S 0x(6x2+0y g d "’)' ay[oxﬁﬁ“”ﬁ ]

Funkcja ¢ spelnia¢ powinna réwnanie biharmoniczne
(20) irie=0
z warunkami brzegowymi
(21) [ox + §x212:0= 0, [ay: + ﬁ)'Z]zzo =1, [:‘;ﬂlz:o s
oraz ¢ =0 w nieskoficzonosci.
Funkcje ¢=0 przyjmiemy w postaci

oo oo

(22) o= [ [Z(a, p,2)sinaz cos py dadp,
00 ¢

gdzie J
Z=(A+ B 92) e, 9= (a® + B2

Wystepujace w warunkach brzegowych funkcje O'xz i oy, wyrazimy
réwniez za pomoca catki Fouriera:

: 0 %
2 P [ZGO:L'O ] ==——2KG0f0f a”P (a,p) cos ax cos fydadp,
(23) | R
[6y2],_o= lzc 2 ] —2Kfoa,3P(a,ﬁ) sin ax sin fy dadp,
0yo0z gx
gdzie :
s i
P(a,f)= T :
(a, B) .[(az + )@@+ B+ )
0
Trzeci warunek brzegowy (21) prowadzi do zwigzku A=—B(1—2).

Dwa pierwsze warunki grupy (21) prowadza do tego samego zwiazku,
mianowicie

(24). B —per¥EGH s

ﬁ2
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Zatem : &

{25) (p-_—_—2Kfo§§P(a,ﬁ)(1—2v——z9z)e—*”sinaxcosﬂydadﬁ.

Stad juz ze wzordéw (19) wyznaczamy skladowe stanu naprezenia (@1):

ka___zKfoaP(a ﬂ) (a®+vp?) —a*dz] e sin axcos fy dadp,

Gyy= 2KGf fﬁég’—m [2 (8% + va®) — B2 9 2] e ¥ sinaxcos By dadp,

G.——2KGz [ [ aP(a,p)9® e sin axcospydadp,
(26) 60

oo oo

o=—2KG ff P(a,B) a*(1— I 2) e * cosaxcosfydadp,
00

?yz:—ZKfoP(a,ﬁ) af(l—3Iz)e* sinaxcosfydadp,
00

A 2
Exy=2Kfo%P(a,ﬁ)(2——2v-fﬂz)e_"zcosaacsinﬂydadﬂ.

Superpozycja sktadowych stanu naprezenia (o) oraz (o) daje osta-
teczne sktadowe stanu (o;). Zauwazmy, ze dla v — 0 (u— 0) przechodzi-
my 'do zagadnienia stacjonarnego. W tym przypadku, jak to wykazana
w pracy [4], znikaja naprezenia oxz, oyz 1 022, @ naprezenia oxyx, Oyy 1 oxy
mozna przedstawi¢ w postaci zamknietej.

Rozwazmy przypadek szczeg6lny liniowego Zrdédia ciepta posuwaja-
cego sie z jednostajng szybko$cig v w nieograniczonej przestrzeni spre-
zystej. Niech zrédito to bedzie rozmieszczone ze stala wydajnoscia w
wzdtuz osi z. Wtedy pole temperatury okreslone jest za pomoca funkeji

oo

b S i e
—_— p— ¥ — —— T UX 2 2
(27) T 4nke (.'132 + yg _I_ 22)1f'2 dZ 2 ﬂke KO (ﬂ ‘/JJ + y )7
gdzie
T() S (xz _l_ y2)1/2, KO ('u 1-0) _— %’L H(Oi) (z n 1'0)’

a HY (iur,) jest funkcja Hankela pierwszego rodzaju i zerowego rzedu.
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Analogicznie funkcja @ zgodnie ze wzorem (8) przyjmie postaé

1+» aw
1—y 4unk’

(28) O=—N [ e K, (ur)dx, N=
: 0

co jest zgodne z wynikiem uzyskanym przez E. Melana, [5].

Niech teraz zrédio liniowe réwnomiernie rozlozone wzdtuz osi z po-
suwa si¢ w kierunku osi x z jednostajna predkoscia v w plaszczyznie
y = 0 ograniczajgcej pélprzestrzen sprezysta. Pole temperatury okreslo-
ne jest tu funkcjag

0
@) T=—gem o K] =gk Lok ),
albo tez
(30) ff“ﬂs’z“jf gashex SNEY 4 ue
gdzie n, = pu + (u* + %)%
W analogiczny spos6b znajdziemy, ze
xe—px K (xz + 2)1/2
(31) ¢=—"N.uyf (;gy_}_ y2)1/2y o dx
p s
albo
i LAy afsinaxsinfy
L A ok f f @+ @+ ) 2P

Znajomo$¢ funkcji @ zezwala na wyznaczenie sktadowych stanu na-
prezenia (o).

Tak wiec
o 0? T
o e Ga d; gt (.“ TO);
2
Gy=—2G02 — m) + £ Ko urol,
e 2 02
(33) Opg i (g q: 1+ 0 Q) =4 GN'u (;y e K, (uro),
= an J oo
Ory=2G 5~ 3 —2GN - e # (1 —uy)Kl(uro)——u s Kz (uro)l,
-O'-xz S 0, Eyz e 0.

Dla y=0 jest gy, =0, ale gy 7 0.
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Do stanu (o;) dodajemy stan naprezenia (o;) tak dobrany, aby
spelnione byly wszelkie warunki brzegowe na brzegu y = 0. Dla wyzna-
czenia stanu (o;) postuzymy sie funkcja Airy’ego. Rozwigza¢ na-
lezy réwnanie biharmoniczne

(34) | VEViF =0
z warunkami brzegowymi dla y = 0
s 0’F 0*F
(35) Oxy =" ax—@ =0, o—xz___ 0.
Funkcje F przyjmujemy w postaci
(36) F= [ (A+ Bay)esinaxda.
0

Z drugiego warunku grupy (35) wynika, ze A = 0. :
Z pierwszego warunku. (35), zwazywszy na (32) otrzymamy

oo

37 F=8—”gﬂ’- fP(a)ae‘“}’sinaxda,
;
gdzie

g
P@= [ G

Znajomos¢ funkcj.i F pozwoli na wyznaczenie skladowych stanu (o).
Otrzymamy tu

2
lc;xx=g—yfg=—8llfoP(a)a2e"“y(2—ay)sinaxda,
0
2 oo
ﬁ.V.v=g?1;‘=_8ﬂy?Ny‘fP(a)a"’e_“"'sina:x:d(;t,

0
(38) oy
?zz=—v[72F=—li%(—;—NfP(a)aze*‘”’sinaxda,

0

< ek RGN

oo

f P(a)a®’e ¥ (1 —ay)cosaxda.

el T

Ostateczne naprezenia otrzymamy ze zwiazkéw oy = 0ij + 0. Dlav—>0
(u > 0), a wiec w przypadku nieruchomego i ustalonego zrodia ciepta
znikaja naprezenia o.x, Oyy i 0xy, a pozostaje jedynie naprezenie oz.
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Peswome
O HEKOTOPOM HKBABHUCTAIIMOHAPHOM ITPOBJIEME TEPMOYHPYFOCTH

PabGora mMeeT NEJbI0 ONPENeJUTh HANpPAXKEHHOE COCTOAHME B yIPy-
TOM IIOJTyIPOCTPAHCTBE, BHI3BAHHOE [E/CTBYMEM MCTOYHMKA Tera C Ipo-
nzBoauTeNbHOCTEI0 W, Iepemeniaromeroca ¢ IIOCTOSAHHO} CKOPOCTBIO U
B IJIOCKOCTH, OTPAaHMYMBAIONUIEN MOTympocTpaHcTBO. Ilomeriasa B TIJIOCKO-
et z = 0 IUIONBHBIN MCTOYHMK TEILIa, IIOJIy4eHO IIoJie TeMIlepaTyphl
(1.14) n (1.15), yROBJIETBOPAIOLIEE KPAEBBIM YCIOBUAM (T = 0) B IIIOKOCTH
z = 0 m B 6€CKOHEYHOCTN.

CocTaBJAolMe HATPSAXKEHHOTO COCTOSHMA (04). OBLIM OImpesesIeHbL IIPH
JCIIOJIL30BAHMY TIOTEHIala TepMOynpyroro mepemeinerua @, yroBje-
TBOpAINero ypasHeHmio (1.6). 3HaHMe YaCTHOIO MHTErpaja 3TOTO ypaB-
HEeHN [(i)opmynm (1.16) m (1.17)] maeT BO3MOXKHOCTH Ha OCHOBaHMM 3a-
Bucumocteit (1.11), ompeaesnTh COCTABJSIOIINE HANPAMKEHHOTO COCTOMHNA

. DTy cocTaBJIAIOIME, OQHAKO, HEe yAOBJIETBOPSAIT BCEM KPaeBBbIM yCJIO-
BUAM, a VMEHHO — HAIPAXKEHUA Oyz I Oy; OTJIMYHBL OT HYJIs B TLJIOCKO-
etn z = 0. K manpsxenHomy cocrosHmio (0;) caexyer mpubaBuTh CO-
croaume (o) ynoBieTBopsiollee B TLIocKocT z = 0 KpaeBbIM YCIOBUAM
(1.21). CocraBiAmlMe COCTOIHNUA (0i) 6bLIM oOmpeneseHbI IIPYU WCIIOJIb-
sopamvm pyHkmym nepememennii B. T. Tanepxruna. Cyneprnosmina
cocrosmmit (c;) u (6;) maer mckomoe HanpsizeHHoe cocrosame (o). Ha-
KoHel[, 00cyzkmaeTca OcoOBI cirydail, a MMEHHO HANPAXKEeHHOe COCTOAHME,
BBI3BAHHOE B YIPYIOM IOJIyIIPOCTPAHCTBE JECTBUEM JIMHEWHOTO MCTOY-
HMKa TEIlJIa PAaClOJIOXKEHHOTO PABHOMEPHO BIOJb OCK 2 ¥ TIE€PEABUTAIO-
L[EroCs [0 HATPABJIEHMIO, OCK T C IIOCTOAHHOM CKOPOCTBIO. :

Summary
A QUASI-STEADY STATE THREE-DIMENSIONAL THERMO-ELASTIC PROBLEM

The object here is to determine the state of stress in an elastic semi-.
space due to the action of a source of heat of intensity W, moving with
a constant velocity v in the plane bounding the semi-space. Allowing
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a heat dipole to act in the plane z = 0, a temperature field is obtained,
/(1.14) and (1.15), satisfying the boundary, conditions (T = 0) in the plane
z =0, and at infinity. The stress components (o) are determined by
means of the thermo-elastic potential of displacements @ satisfying the
equation (1.6). The knowledge of a particular integral of this equation
the Egs. (1.16) and (1.17) enables us to determine, on the basis of the
Egs. (1.11), the stress components (¢;). These components do nof, how-
ever, satisfy all boundary conditions, the stresses ox; and ¢y not vanish-
ing in the plane z = 0. The state (o) satisfying the boundary conditions
(1.21) in the plane z = 0, should be superposed over the stresses (0i). The
(G;j) components are determined by means of the displacement function
of B. G.. Galerkin. The superposition of the stresses (o;) and (&)
gives the stress (¢y), which is sought. Finally, consideration is given to
the particular case of the state of stress due to a linear heat source uni-
formly distributed along the z-axis and moyin;g in the x-direction with
a constant velocity.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW. CIAGLYCH
IPPT PAN

Praca zo%ata ztozona w Redakcji dnia 12 marca 1957 r.





