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1. Uwagi o stanie obecnym rozpatrywanego zagadnienia

Zagadnienie odksztalcen opéznionych gra istotna role w teorii kon-
strukcji wstepnie sprezonych. W ustrojach statycznie wyznaczalnych
z betonu sprezonego (za pomoca armatury stalowej) pelzanie betonu, po-
zostajacego pod dziataniem trwatych sit Sciskajacych, wywoluje skréce-
nie naciggnietej armatury, a tym samym spadek silty sprezajacej (w prak-
tyce w granicach okoto 15 do 20%). Spadek ten zmniejsza stopien spreze-
nia i rysoodpornos¢ ustroju.

W ustrojach statycznie miewyznaczalnych problem staje sie bardziej
zlozony, a jednoczes$nie wazniejszy. Niezaleznie od zmiany stopnia spre-
zenia mamy tu z reguty do czynienia z przegrupowaniem rozkladu sit
wewnetrznych, zwigzanym ze zmiang wielko$ci hiperstatycznych. Wy-
stepowanie tych zjawisk w stopniu zaakcentowanym nalezy przewidywac
w tych przypadkach, gdy w obliczeniach statycznych (w zakresie spre-
zystym) nie mozna wyeliminowaé¢ z réwnan modulu sprezystoSci. Zmia-
ny naprezen wstepnych moga tu by¢ rzedu kilkudziesieciu procent, przy
czym zmienia sie ogélny obraz ich rozkladu. O ile w ustrojach sprezonych
statycznie wyznaczalnych wystarczajagce dla celéw praktycznych bywa
szacunkowe okreslenie strat naprezen, o tyle w ustrojach hiperstatycz-
nych (zwlaszcza ramowych) konieczne jest oparcie obliczen na teorii
Scislejszej.

Problem omawiany nie nalezy do latwych, jezeli rozpatrujemy go
w sposéb ogélny, tzn. z uwzglednieniem zaréwno mniejednorodnosci ele-
mentu (zlozonego z betonu i wspélodksztalcalnej z nim armatury), jak
i statycznej niewyznaczalnosci ustroju jako catosci, jezeli ponadto
uwzgledniamy odksztalcenia opéznione niezalezne od pelzania (np. skurcz
betonu, odksztalcenia termiczne). Totez zadna z dotychczasowych teorii
nie ujmuje zagadnienia w sposéb ogélny. Prébe takiego ujecia stanowi
praca niniejsza. :

Wszystkie dotychczasowe teorie opieraja sie na nastepujacych 0gol-
nych zalozeniach, z ktérych bedziemy réwniez korzystali w dalszym
ciggu: ' '

(1) problem rozpatruje sie jako jednowymiarowy (w ramach teorii
Saint-Venanta), przy czym korzysta sie z zalozenia plaskich prze-
krojow;
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(2) przyjmuje sie zalozenie pelzania liniowego, w my§l ktérego od-
ksztalcenia wywolane pelzaniem sg proporcjonalne do naprezen;

(3) nie uwzglednia sie wplywu naprezen i odksztalcen stycznych.

Istniejace teorie wprowadzaja ponadto szereg zalozen upraszczajacych,
idgcych w kilku nastepujacych kierunkach:

(a) Ustréj sprezony hiperstatyczny rozpatruje sie jako jednorodny,
dochodzac do teorii, ktora moglibySmy nazwaé teoria «pierwszego rzedu».
Zmiany naciaggu armatury wskutek odksztalcen op6znionych betonu
uwzglednia sie zazwyczaj w sposéb szacunkowy.

(b) Wprowadza sie rézne uproszczenia dotyczace sposobu obcigzenia
ustroju, np. uwzglednia sie tylko wplyw sprezenia wstepnego, przyjmuje
sie obcigzenia zewnetrzne jako niezmienne w czasie itp.

(c) Rozwazania opiera sie na podstawie uproszezonej teorii pelzania,
nie uwzgledniajacej wieku betonu w chwili obciazenia.

(d) Modut sprezystosci betonu przyjmuje sie jako staly (niezmienny
W czasie).

(e) Krzywe pelzania i skurezu betonu przyjmuje sie jako jednokladne
(o tej samej zmiennosci w czasie).

Zalozenia upraszczajace sg niezbedne dla zastosowan praktycznych
w celu unikniecia zbytnich trudnosei rachunkowych.

Ujecia dotychczasowe réznig sie z jednej strony sposobem ulozenia
ukladu réwnan dla odksztalcen i wielkosci hiperstatycznych, z drugiej
strony — przyjeta funkcja pelzania betonu; wreszcie w rézny sposéb
podchodza one do efektywnego rozwigzania probleméw praktycznych,
wprowadzajac rézne uproszczone metody obliczeniowe.

Pierwsze z wymienionych zagadnien zostalo dotychczas rozwigzane
najogélniej ma podstawie teorii odksztalcen narzuconych i zwigzanych
z nimi stanéw wspétakeji (koake;ji), podanej przez G. Colonnettie-
g0, [4], zastosowane]j do szeregu przypadkéw praktycznych przez F. Le-
viego i G. Pizzettiego, [12], lub na podstawie teorii odksztalcen
poczatkowych i zwigzanych z nimi naprezen poczatkowych (samonapre-
zen), opracowanej przez P. Lar dyego, [9], i w nieco odmiennej for-
mie przez A. R. Rzanicymna, [16].

Obie teorie nie réznig sie niczym istotnym, aczkolwiek uzywaja od-
miennego stownictwa i znalazly zastosowanie w odmiennych zespotach
zagadniei. W szczegblnosci teoria G. Colonmnettie g o zostata za-
stosowana w przypadkach odksztalcen pelzania i odksztalcen plastycz-
nych, [5] (stany wspétakeji sprezysto-plastycznej), teoria P. Lardye-
g0 — do obliczania elementow strunobetonowych, [15]. Podstawowe za-
tozenia tych teorii, na ktérych oprzemy réwniez nasze rozwazania, zo-
stang omoéwione blizej w nastepnym paragrafie.
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Réwnania dla ustrojéw - hiperstatycznych miejednorodnych, mogace
znalezé bezposrednie zastosowanie w konstrukcjach sprezonych, zostaly
podane w formie dotychczas najogélniejszej przez F. Leviego, [12],
w oparciu o twierdzenie o minimum pracy odksztalcenia catkowitego spre-
zysto-plastycznego. Autor ten wskazuje takze odmienng droge rozwiag-
zania przy wykorzystaniu twierdzenia V. Volterry o wzajemnosci
odksztaleen narzuconych, [18] i [19]. Przez F. Leviego zostaly row-
niez zapoczatkowane prace nad uwzglednieniem w ustrojach hipersta-
tycznych opéznienia sprezystego, [11] i [12]. We wszystkich tych pracach
opartych zreszta na uproszczonej funkcji pelzania nie zostaty jednak
podane metody rozwigzania ukladu réwnan wyznaczajacych wielkoSci
hiperstatyczne.

Mozliwoéei efektywnego stosowania teorii wigza sie z przyjeciem od-
powiedniego wyrazénia dla funkcji pelzania betonu, opisujacej przebieg
odksztalcenia w czasie. Problem ten posiada bogata literature. W odnie-
sieniu do konstrukeji sprezonych (lub niejednorodnych) statycznie wyzna-
czalnych najogblniejsza postaé¢ funkcji pelzania przyjat N. Ch. Aru-
tiunianm, [1]: :

sy=ple {108 VIE )
gdzie

' A
fP("):Co ﬁ;‘

W powyzszych wzorach &, oznacza odksztalcenie pelzania, t czas,
7 wiek betonu w chwili obcigzenia; pozostale parametry sg stalymi wy-
znaczanymi empirycznie. Funkcja ta prowadzi do réwnan catkowych da-
jacych sie sprowadzi¢ do réwnan rézniczkowych. Autor ten uwzglednia
réwniez zmienny w czasie modut sprezystosci betonu wedtug zaleznosci

E(r) = E,(1— f e ).

Rozwiazanie oparte na jeszcze ogélniejszej funkcji pelzania, jednak
- przy stalym module sprezystosci, podal Z. Bychawski, [3]. Funkcja
ta ma postac

By=18B e nlt—9 4 B, e 1:(t—17),

Jest to szczegblny przypadek funkcji pelzania o formie ogdlnej

& R
80=2Cke 7k | Z);
k

dajacej sie przedstawié¢ w postaci sumy iloczynéw funkeji wykladniczych
parametréw odpowiednio t i 7. Przyjecie to pozwala na zastgpienie réw-
nan calkowych réwnaniami rézniczkowymi n-go rzedu, jesli suma iloczy-
néw posiadata n sktadnikéw (A. J. Iszlinski, [8], Z. Bychaws k1,
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[3]); zagadnienie rozwigzuje sie w ramach teorii Maxwella-Th om-
sona ciala sprezysto-lepkiego lub sprezysto-relaksujacego.

Do$wiadczenia wykazaly, ze teoria pelzania liniowego ujmuje rzeczy-
wisty przebieg zjawiska z zadowalajagcym przyblizeniem tylko w przy-
padku betonu dostatecznie dojrzalego i przy naprezeniach nie przekra-
czajacych orientacyjnie polowy wytrzymatosci betonu na $ciskanie.
W zwiazku z tym zapoczatkowano badania nad teorig mieliniowg, ktéra
nie znalazla jednak dotad zastosowania do ustrojéow sprezonych. Na moz-
liwo$ci wykorzystania teorii nieliniowej w konstrukcjach sprezonych
(w szczegblnosci jesli chodzi o pelzanie i relaksacje stali strunowej)
W oparciu o uogélniony model reologiczny wskazali W. Olszak
iJ. Litwiniszyn, [13]. :

W teorii ustrojéow sprezonych hiperstatycznych najogoélniejszg zasto-
sowang dotychczas funkcjg pelzania byta funkcja

EO e C(l e e—yt)’

-w ktérej nie wystepuje parametr z, tzn. nie uwzglednia sie zaleznoéci od
wieku betonu, co pozwala na ograniczenie sie do réwnan rézniczkowych.
Warto zaznaczy¢, ze za pomoca powyzszej funkcji zostalo opracowane —
jako jedyny dotad problem przestrzenny w teorii ustrojéw sprezonych —
zagadnienie stup6w z uzwojeniem wstepnie naprezonym (W. Olszak,
[14]). ‘

Nawet przyjecie uproszczonej funkeji pelzania prowadzi w przypad-
ku ustrojéw hiperstatycznych do wyrazen zbyt skomplikowanych dla za-
stosowan praktycznych. Totez wysitki skoncentrowano na opracowaniu
fatwych i efektywnych metod rozwiazania, opierajgcych sie na dalszych
zalozeniach upraszezajacych, prowadzacych do teorii o charakterze uzyt-
kowym, technicznym. Sposoby ujecia réznia sie w zakresie obliczania
strat sily sprezajacej, jak réwniez w zakresie przejécia od elementu pod-
stawowego osiowo $ciskanego do ustrojow zginanych.

Jesli chodzi o pierwsze z wymienionych zagadnien, to nalezaloby wy-
mieni¢ dwie metody.

(1) Metode podang przez F. Dischi ngera, [6], rozszerzong i uzu-
petniong pézniej przez kilku autoréw, polegajaca na ulozeniu réwnania
rézniczkowego problemu dla elementu Sciskanego osiowo, co pozwala wy-
razi¢ ogblnie spadek sity sprezajacej w zaleznos$ci od odksztalcer pelzania
(lub zmian wspétczynnika pelzania).

(2) Metode obliczania spadku sily sprezajacej «stopniami», tj. zasto-
sowanie rachunku réznic skonczonych; metoda ta pozwala na wykorzysta-
nie bezpoSrednie krzywej empirycznej pelzania betonu, ktérej nie musi
sie aproksymowaé funkcjg pelzania (F. Leonhardt, [10]).
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Na podstawie tych metod opracowano szereg przyblizonych sposobow
obliczania, znajdujacych bezposrednie zastosowanie w praktyce. Ujecia
te ograniczajg sie z reguly do okreslenia koncowego spadku naprezen
wstepnych (dla t = o0) i nie badajg przebiegu zjawiska w czasie

Przej$cie do belek sprezonych oraz ustrojéw hiperstatycznych doko-
nuje sie réwniez w sposéb uproszczony. Wymienimy tu znowu dwie me-
tody, ktére znalazly szersze zastosowanie w praktyce.

1) Metodg R. Busemanna, [2], polegajaca na zastgpieniu belki
zginanej dwoma fikcyjnymi elementami osiowo obcigzonymi. Metoda ta
zostala rozszerzona i uzupelniona przez kilku autoréw, m. in. przystoso-
wana do konstrukeji hiperstatycznych wstepnie sprezonych (A. Ha-
bel, [7]).

(2) Metode K.  Sattlera, [17], opierajaca sie na zalozeniu uprasz-
czajacym, ze wielkos$ci hiperstatyczne sa zwigzane zalezno$cig liniowa ze
wspotczynnikiem pelzania.

Efektywne rozwigzania przy uzyciu wspomnianych metod uproszczo-
nych przeprowadzono dotychczas dla belek cigglych i dla ram prosto-
katnych wstepnie sprezonych.

Ponizej przedstawimy w spos6b ogolny podstawy teorii pelzania ustro-
jéw hiperstatycznych wstepnie sprezonych nie umeka]ac sie do omowio-
nych powyzej zalozen upraszczajacych.

2. Teoria ogolna -

~Wezmy pod uwage ustr6éj nosny poddany dowolnemu obcigzeniu ze-
wnetrznemu (do ktérego zaliczymy réwniez ciezar wlasny konstrukeji).
Przypusémy, ze w pewnej chwili usuneliSmy wspomniane obcigzenia i ze
po ich usunieciu w ustroju pozostaje pewien stan naprezenia rézny od
zera. Stan ten, miezalezny bezposrednio od obcigzen zewnetrznych, zostat
nazwany przez G. Colonnettiego stanem wspotakeji (koakcji).

Na to, aby mogl powsta¢ stan wspoétakeji, potrzeba i wystarcza, by
speinione byly dwa warunki.

(1) W ustroju musza wystepowaé¢ odksztalcenia rézne od odksztaicen
sprezystych wywotanych obciazeniami zewnetrznymi. Gdyby bowiem
tylko te ostatnie mialy miejsce, to — z uwagi na ich odwracalny charak-
ter — przy odcigzeniu ustroju zniknalby stan odksztalcenia i stan napre-
zenia. Te odksztalcenia niezalezne od efektu sprezystego obcigzen ze-
wnetrznych nazywamy odksztalceniami narzuconymi lub poczatkowymi.
Przykladami odksztalcen narzuconych, wywotujacych stany koakeji, mo-
ga byé: wstepny nacigg armatury wywotujacy sprezenie ustroju, skurcz
betonu wywolujacy zmiany naprezen (naprezenia skurczowe), odksztal-
cenia plastyczne spowodowane silami zewnetrznymi wywolujace stany
koakeji elasto-plastycznej itd.
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(2) Musza istnieé wiezy mie zezwalajace na swobodne odksztalcenia
narzucone, tj. wywolujace wspélodksztalcalnosé réznych elementéw
ustroju; odksztalcenia zachodzace swobodnie nie wywotalyby bowiem zad-
nego stanu naprezenia !. Zagadnienie jest wiec z natury rzeczy proble-
mem statycznie niewyznaczalnym. Ta statyczna niewyznaczalno§é moze
nosi¢ charakter niewyznaczalno$ci «wewnetrznej», np. w przypadku ustro-
jow niejednorodnych lub zespolonych z réznych materialéw wsp6tod-
ksztalcaijacych sie lub «zewnetrznej», np. w przypadku .podpér nadliczbo-
wych (w ustrojach hiperstatycznych). -

Stany koakcji sg, ogélnie biorgc, zmienne w czasie, jezeli zmianom ule-
gaja odksztalcenia narzucone (np. skurcz i pelzanie betonu, osiadanie
podpér); zadanie nasze polega na okresleniu wielko$ci i przebiegu tych
zmian. Rozwigzanie tego zadania pozwala rozwigza¢ wszelkie' zagadnie-
nia praktyczne, gdyz kazdy stan naprezenia powstaje z superpozyeji stanu
koakeji i stanu naprezenia wywotanego sitami zewnetrznymi i obliczanego
na podstawie teorii sprezystosci.

W dalszym ciggu bedziemy rozwazali stany wspétakeji wywolane dwie-
ma kategoriami odksztalcen narzuconych:

‘ (a) odksztalceniami niezaleznymi od naprezen, jak np. skurcz betonu,
odksztalcenia termiczne (z wylgczeniem odksztatcen plastycznych),

(b) odksztalceniami pelzania, ktére przyjmujemy za proporcjonalne
do naprezen: zalozenie proporcjonalnosci prowadzace do teorii pelzania
liniowej znacznie upraszeza wszelkie wywody.

Odksztatcenie catkowite wiékna n W materiale podlegajacym pelza-
niu wyrazimy, zgodnie z N. Ch. Arutiunian em, [1], w postaci?

t
A PE(e) 0
2.1) ﬂ(t)——ﬂt)—‘*—e(t)—fo‘(t)a—r‘a(t, 7)dz.
0
Pierwszy skladnik z prawej strony oznacza odksztalcenie sprezyste

w chwili ¢, drugi odksztalcenie narzucone wewnetrzne, niezalezne od
naprezen (np. skurcz betonu), trzeci odksztalcenie pelzania; § oznacza

! Odksztalcenia narzucone moglyby zachodzi¢ swobodnie w elemencie jednorod-
nym, gdyby rozklad ich w przekroju byt! liniowy (nie przeczyloby to zalozeniu pla-
skich przekrojéw); oczywiscie nie mialyby miejsca wéwezas zadne zmiany naprezen.

* W oryginalnym zapisie calkowanie rozciaga sie na zakres czasu od chwili
z; do t; calkujac od 0 do t — co uzasadnione jest przejSciem do zaleznofei uprosz-
czonych — nie zmniejszamy ogélnosci wzoru; wystarczy przyjaé ¢(z) =0 od chwili
=0 do chwili z=1,. Poczatek skali czasu (wsp6lny dla parametrow ¢ i z) moze byé
dowolnie wybrany; najlepiej przyja¢ go w chwili poczatku obcigzenia. Ujemna stro-
ng przyjetego zapisu jest okoliczno§¢, ze czasu nie liczymy od momentu zwia-
zania betonu.
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odksztatcenie wtasciwe (przy naprezeniu jednostkowym) okreslone ogdl-
nie wzorem

(2.2) o(t,7)= + C(¢,7),

E( E(7)
w ktérym pierwszy skladnik wyraza odksztalcenie wiasciwe sprezyste
w chwili 7 przy uwzglednieniu zmiennosci w czasie modutu sprezystosci,
drugi odksztalcenie pelzania. W tym ujeciu, zgodnie z teorig pelzania
Volterry-Boltzmanma, odksztalcenia zalezg od czasu w dwojaki
sposéb: od czasu, ktory uplynal od chwili obcigzenia do momentu rozpa-
trywanego (parametr t) i od wieku materialu w chwili obcigzenia (para—
metr 7). Znak minus przed calkg we wzorze (2.1) wyplywa z faktu, ze
06/0 7 << 0 (odksztalcenia sg tym mniejsze, im mniejsza jest réznica t — 7,
nadto im dojrzalszy jest beton w chwili obcigzenia).

W postaci uproszczonej mozemy uwazaé przebieg pelzania jak réw-
niez modut sprezystosci za niezalezne od wieku materiatu, co prowadz1 do
wzoru prostszego

@3) n0=" 40+ f )20 4¢

W tym przypadku odksztalcenie wlasciwe pelzania C jest funkcjg tyl-
ko parametru t. Wzér uproszczony pozwala na zastgpienie réwnan cal-
kowych problemu réwnaniami rézniczkowymi3. W miniejszym punkcie
bedziemy postugiwali sie zalezmoscia ogdélng (2.1).

Dogodnos$é liniowe;] tieorii pelzania wyptywa z faktu, ze zachowane jest
W niej prawo superpozycji. Jezeli mianowicie

a(v) =0,(7) + 03(7) + -~ + 0a(2),

10 ma miejsce zalezno$¢

f [o1(z) + a5(x) + -+ - + 0a(7)] gd(t, T =
0 T

2 t t
: 0 0 0
_6[ g, (7) a—;&(t, 7)dr + 6( o, (1) 5;(5(t,1:)d1 4+ -+ (f on (1) —5;6(1; 7)d7
Oznacza to, ze mozemy oddzielnie obliczaé, a nastgpnie dodawac odksztal-
cenia pelzania wywolane naprezeniami czastkowymi.

W dalszym ciagu bedziemy rozpatrywali elementy (niejednorodne)
zlozone z materialu podlegajacego pelzaniu i materiatu sprezystego (nie

3 Jak wiadomo, jest to mozliwe réowniez w formie ogélniejszej na podstawie
wzoru (2.1) przy odpowiednim przyjeciu funkcji pelzania; zagadnienie to zostanie
blizej oméwione w p. 83.4. Jezeli rezygnujemy z uwzglednienia parametru z, to naj-
prosciej jest wyjsé od razu ze wzoru (2.3).
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pelzajacego), przy czym¢ zaktadamy $cistg wspolprace (wspoétodksztalcal-
no$€) obu materiatéw. Przyjmujemy ogélnie elementy o zmiennym prze-
kroju, zmiennej ilosci i réznym usytuowaniu armatury oraz zmiennej sile
sprezajacej wzdluz elementu. Majac na mysli konstrukcje z betonu spre-
zonego bedziemy méwili wprost o betonie i armaturze stalowej nie zmniej-
Szajac tym, rzecz jasna, zakresu zastosowania teorii, Bedziemy stosowali
W miare potrzeby wskazniki b i a odpowiednio dla betonu i armatury.

Rozwazania nasze opieramy na zalozeniu plaskich przekrojow. Zgod-
nie z tym odksztalcenie rdzpatrywanego widkna betonu mozna wyrazié
W postaci

2.4) » n=n+tz0,

gdzie 7, oznacza odksztalcenie w osi przekroju (samego) betonu, z odle-
glos¢é wibkna od tej osi (brang algebraicznie), w = 1/r = da/ds obrot jed-
nostkowy przekroju na skutek odksztatcenia.

W dalszym ciagu bedziemy uwazali odksztalcenia Wywolane napre-
zeniami $ciskajacymi, tj. skrécenia, za dodatnie; nadto bedziemy przyj-
mowali za dodatnie odleglosci 2z «ponizej» osi obojetnej i obroty jednost-
kowe o wywolujace wygiecie belki ku «gérze» (tak jak to ma miejsce
z reguly przy samym Sprezeniu).

Zgodnie z powyzszymi okresleniami zakladamy, ze spelniony jest
zwigzek ; ; :

(2.5) [ Ey2da—o.
Z poréwnania wzoréw 2.1) i (2.4) otrzymujemy
' [
o MR
(2.6) : 770"‘20)——@;4‘6‘_61 GEdT'
Pomnézmy powyzsze réwnanie obustronnie odpowiednio przez E, oraz
przez Ej i z i scatkujmy po przekroju betonu. Wprowadzajgc oznaczenie
06(t, 7)
t) g iait
w ktérym K (t, 7) jest wielkoSciag bezwymiarows, jesli chodzi o wielko$ci
statyczne, otrzymamy

K(t,7)=E(

t
m [ EvdA+o [Ezdd= [oda+ J eEvda— [ [oKdrda,
Ap Ap Ap Ap
2.7) ; f
o _fEbsz+wfEbzsz=fosz+fsEbsz—f [ozKdrdA.
Ap Ap Ap Ap

0 4,
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Zakladamy, ze dany przekrdj jest obcigzony nastepujacymi silami:

(1) Sitami sprezajacymi normalnymi, wywieranymi 'przé'z poszczegbl-
ne kable (w liczbie r), umieszczone w réznych ma ogél poziomach. Sity
te oznaczymy przez S;, Sy, ..., S;. Jezeli w przekroju znajduje si¢ armatura
pomocnicza (nie naprezona), to sity mogace w niej powsta¢ (np. na sku-
tek skurczu betonu) zaliczamy réwniez do sit S.

(2) Momentami wywieranymi przez te sily, odpowiednio S,e;, S:es, ...,
S.e,, gdzie e oznacza mimo$réd sily wzgledem osi przekroju betonu (bra-
ny algebraicznie).

(3) Silg zewnetrzng normalna N, ktérg uwazamy za znang.

(4) Momentem zewnetrznym znanym M.

Wszystkie powyzsze wielkosci sa, ogélnie biorge, funkcjami czasu.
Jesli chodzi o wielkosei N i M, to na razie przyjmujemy, ze zmiennos¢
ich w czasie jest znana. Natomiast zmiennos¢ sit S bedzie musiata zosta¢
okres$lona z warunku wspoétodksztalcalnosci armatury.

Przy tych zalozeniach warunki rownowagi w przekroju (betonu) przyj-
ma ogodlnie postac ;

[eda=N+ ) Si=N+s,
=1

Ap
(2.8)

l [6zdA=M + Z Siei=M+Ms,
gdzie S i M oznaczaja odpowiednio wypadkows sile sprezajacg i moment

sprezajacy.
Uwzgledniajac te warunki oraz zwiazki (2.5) otrzymamy z réwnan (2.7)

N+2S+ | eEvdA— f(N-l—SS)Kdr

Ap

"70 T Eb Ab )

. ; t
g M+2Se+ [eEzdA— [ (M+2Se)Kdr
A, 0

w =

EyIp
W celu uproszczenia zapisow przyjmiemy w dalszym ciggu nastepu-
jace oznaczenia:

N.= f eE,dA oznacza site fikcyjng normalng odpowiadajaeg od-
Ab ksztalceniom narzuconym w betonie (w szczegdélnosci
skurczowi betonu),

M.= f ¢Eyzd A oznacza moment fikcyjny okreslony jak wyzej,
Ap
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N'=N'()=N@®) — [ N@)K(t,1)dx,
0

t

M =M()— [ M()K(, 1) dx,
0

S*=8(t)— [ S K(t,7)dx.

Wielkosci N, i M, oraz N* i M*, zgodnie z naszymi zalozeniami, sg
znanymi funkcjami czasu, przy czym zakladamy, ze e=0 (a zatem N,=0,
M,=0) dla t=0. Nalezy zauwazy¢, ze zamiast wprowadza¢  wielkosci
«zredukowane» (oznaczone gwiazdkg), mozna by operowaé bezposrednio
zmianami wielkosci statycznych, odpowiednio AN, AM i AS, ktére wy-
razaja sie w powyzszych wzorach skladnikami catlkowymi; ujecie takie
spotyka sie czesto w teoriach «uproszczonych», o ktérych méwilismy
w p. 1. Postugiwanie sie wartosciami «zredukowanymi» prowadzi jednak
do bardziej przejrzystych wzoréw; pozwala, jak zobaczymy w dalszym
ciagu, rozlozyé rozwigzanie niejako na dwa etapy (najpierw wyznaczamy
wielko$ci z gwiazdkami, a od nich przechodzimy do wielkoéci rzeczywi-
stych za pomoca powyzszych réwnan calkowych).

Przy tych oznaczeniach wzory (2.9) przyjma postaé

‘ CNEN S E2S _ MM fE5e
(2.91) Wt T ) e By, .

Wielko$ci 7, i o okreslaja w catosei odksztalcenia przekroju (wsku-
tek zalozenia plaskich przekrojéw); dla ich obliczenia musimy jeszcze
wyznaczy¢ S* jako funkcje czasu. W tym celu wykorzystamy warunek
wspoélodksztatcalnosei armatury i betonu, ktéry pozwala na wypisanie
nastepujacych ogélnych zwigzkéw:

(2.10) 1 Si=80i—E, Aai'ﬂi:Sor—EaAai(no_'{- e w).

Symbol S¢; oznacza tutaj site Sprezajaca poczatkows (przed wystgpie-
niem odksztalcen i naprezen w betonie) z uwzglednieniem ewentualnej
relaksacji stali. W armaturze pomocniczej (nie naprezonej) bedzie oczy-
wiscie So;= 0. Przy okazji zauwazmy, ze w elementach strunobetono-
wych S, oznacza zatem naciag poczatkowy armatury, w ustrojach kablo-
betonowych (sprezanych w oparciu o stwardnialy beton) — sile odczy-
tywang na manometrze naciggarki zwiekszona o wartosé odpowiadajaca
doraznemu (sprezystemu) skréceniu betonu w danym przekroju. To ostat-
nie moze by¢ dla kazdego kabla wyznaczone w mysl teorii elementarnej
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(jako odksztalcenie sprezyste) z uwzglednieniem swobodnego ruchu arma-
tury w kanale kablowym (z ewentualnym wigczeniem do rachunku strat
sily sprezajacej wywolanych tarciem kabla). S, nalezy zatem wyznaczyé
dla ustroju zastepczego (zaréwno wewnetrznie jak i zewnetrznive statycz-
nie wyznaczalnego).

Ponadto przyjmujemy, ze S, jest wielkoScig zredukowang o warto$é
calkowity relaksacji armatury. Przyjecie to jest ré6wnoznaczne z zaloze-
niem, ze relaksacja zachodzi momentalnie. W rzeczywisto$ci prawie cal-
kowity spadek naprezenia w armaturze wskutek relaksacji zachodzi w cia-
gu kilku dni, a wiec w czasie znikomo krétkim w poréwnaniu do okresu
pelzania betonu.

Skorzystamy w dalszym ciggu z nastepujacych zalezno$ci i oznaczen:

28 =8, catkowita sila sprezajaca poczatkowa,

2 Soi e; = Ms, ' wypadkowy moment sprezajacy poczatkowy,
LA = A pole przekroju lacznego armatury,

2 Asie; = Agea moment statyczny armatury wzgledem osi ciez-

kosci przekroju (samego) betonu, przy czym e,
oznacza odlegltos¢ §rodka ciezkosci armatury od
osi ciezkoSci betonu,

LA e=1#A, =1, moment bezwladno$ci armatury wzgledem osi
przekroju betonu, przy czym i, oznacza promien
bezwladnos$ci armatury,

B4, =1, moment bezwladnoSci betonu, przy czym i,
oznacza promien bezwladnosci betonu.

Ponadto wprowadzamy nastepujace wspélczynniki (liczby niemiano-

wane):
Gt A AL )y [ Je
s Ey’ BT A = TR LSl BT B

Przy tych oznaczeniach gtrzymamy

ZS[ bt S(]‘_- Ea No Aa ‘—'Ea w éa Aa,
@.11)

¢

_ZS[ei:"Mso—‘Eano e_aAa_Ea (()Ia.

Wstawiajac zaleznosci (2.11) do réwnan (2.9.1) otrzymamy

2 N*' N£+S* -
gl | oMM e
i ; e L Eyly ,uea"?o e
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WielkoSci oznaczone gwiazdka maja znaczenie, ktére wyjasniliSmy juz
powyzej. W przypadku S, i Ms,, z uwagi na ich stalg wartose, otrzymuJemy

Ry fs K(t,7)dr =S, [1+¢(t)]

i analogicznie

gdzie

p(t) =— fK(t ‘r)dr————— fE o(t,r)dz

jest w przypadku stalego E wspoélezynnikiem pelzania znanym z elemen-
tarnej teorii konstrukcji sprezonych; wyraza on stosunek odksztalcenia
pelzania do odksztalcenia sprezystego 4.

Réwnania (2.12) przedstawiaja uklad réwnan calkowych liniowych
typu Volterry (drugiego rodzaJu) o niewiadomych funkcjach 1, (t),
w(t). Rozwua]ac wyrazenia 7; i o* i przeprowadzajac odpowiednie obli-
czenia, ktérych tu nie przytaczamy, otrzymujemy nastepujace wyrazne
przedstawienie. powyzszych réwnan:

70(t) = Oy v (N* + N + S§) — O m(M* + M, + M5) +

t

; :
@.13) + Ax, nof 7o(7) K(t,7)d7 -!—}.n,mof o (r) K(t,7)dz,

| &) =60m(M* + M. + ML) — 00 x(N* + N. + S3) +
t

%

o lw.nf 7o(7) K(t,7)d7 + Ao, 0 J ow(r) K(t,7)dr,
0 0

4 W og6lnym przypadku

p(t)= —E(t)f = 6(t, ) de = E(1) [4 (¢, 0) — d(t, t)].

Korzystajac ze zwiazku (2.2) i biorgc pod uwage, ze C (t,t) = 0, otrzymamy

E(t)
= , 0).
P (1) 20 14 E(t)C(t,0)
Przy stalym naprezeniu ¢ mozemy powyzsze wyrazenie napisaé¢ w postaci réwno-
waznej

o

__E(0) A aE(t,;0) Espr (0) — Espr (t) 2petz
?(t) g L 1 + l— R aspr (t) Esp, (t) ’
E(t) E(t)

gdzie e spr Oznaczaja odksztalcenia sprezyste w odpowiednich chwilach, za§ e

peiz
odksztalcenia pelzania. Dla niezmiennego E oczywiscie &5pr (0) = 2or (t) = const.
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przy czym wprowadzono nastepujgce oznaczenia:

oo 1 1 6 i % 1 Sy
e Sy Ey Ay Tl nz[llZVe y o Eplp (1+ny)(1+nyv,-)_n 5 ‘
# 14+nuy; : nu o

e 1 Yione g e 1 1
b PR 2y’ N T By Ay (14 np) (1+ npw) :
14+nuvi— . —

1+nu nuve

J nu(l+nup(vi— )] ; nu

7.7

T At Qg —nt@v’ T O g A F np) — e

iy nuve at [vi + np(vi —ve)]
S (1+np) A+nuvi) —n?u?v.’ e (14np) QA+nur) —n2 v,

O ile modut E, uwazamy za funkcje parametru t, to wspolczynniki 4
beda funkcjami czasu i mozemy je wprowadzié pod znaki catek i pomno-
zy¢ przez nie jadra K (t,7); nie zmieni to zresztg w niczym istotnym spo-
sobu rozwigzania réwnan.

W powyzszych wzorach wartosci 4 oznaczone wskaznikami niejedna-
kowymi nie sa bezwymiarowe. Aby tego uniknaé i doprowadzié¢ réwna-
nia (2.13) do wzajemnej zgodnosci wymiarowej, nalezaloby pomnozyé
drugie z réwnan (2.13) przez e, i wprowadzié jako druga niewiadomg (za-
miast @) wydtuzenie wiékna betonu w poziomie Srodka ciezko$ci arma-
tury, wywotane samym obrotem przekroju, tj. %s0 = o ea. Aby ujedno-
licié réwniez wsp6lczynniki @, mozna wyrazié momenty w postaci M = N, e,
i wprowadzi¢ do rozwazan sile «zastepcza» N, w poziomie armatury.
W dalszym ciggu pozostaniemy jednak przy nieco ogoblniejszej postaci
réwnan (2.13).

Majac na uwadze zastosowanie do ustrojow hiperstatycznych prze-
ksztalcimy nieco postaé réwnan (2.13). Mianowicie wyrazenia N* i M*
rozbijemy na dwa sktadniki:

N* = Ng + N3, M* = My + M:.

Pierwszy sktadnik po prawej stronie oznacza odpowiednie wielkos$ci
statyczne obliczone dla ustroju zastepczego (statycznie wyznaczalnego),
drugi skladnik wielkosci wywolane reakcjami podpoér nadliczbowych
(w przypadku ustrojow statycznie wyznaczalnych skladnik ten znika).

Ponadto wprowadzimy oznaczenia:

Fn(t) E Qn,N(N; + Ne + S;)_QW:M(M6+M£+M§0)!
Fo(t) = 0o, m(My 4+ M. + M5,) — Ou, n(Nj + N. + S%).
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Przy tych oznaczeniach réwnania (2.13) przyjma postaé

l 7o(t) = Fy(t) + Oy, n N (t) — Oy ME(2) +
i t

t

+ Ay [ 0@KE DA+ Ao [ 0@ K@, 7)dr,
0

0

2:13.1)
l © (8) = Folt) + Qo u M) — O, n NE(H)+
. t

t

+ Ao [ 1@ K@) d7 + 400 [ o () K(t, 7).
0 0

W przypadku ustrojow statycznie wyznaczalnych swobodne wyrazy
‘rownan sa znanymi funkcjami czasu; uklad (2.13.1) moze byé woéwezas
rozwigzany i odksztalcenia #, i @ wyznaczone jako funkcje czasu. Roz-
wigzujac réwnamnie caltkowe (2.6) mozemy woéwczas wyznaczyé napre-
zenia w rozpatrywanym przekroju. :

W ogélnym przypadku rozwigzywanie ukladu réwnan calkowych moz-
na sprowadzi¢, jak wiadomo, do rozwiagzania jednego réwnania catkowego,
w kitérym catkowanie rozcigga sie na obszar ztozony z obszaréw czeScio-
wych odpowiadajacych poszczegélnym réwnaniom. W odpowiedni spo-
s6b moze by¢ réwniez rozlozona rezolwenta jadra. W naszym przypadku
jadra réwnan (2.13) réznia sie tylko stalymi parametrami i rozwiazanie
moze by¢ przedstawione w postaci:

o () = [Fy (t) + Oy, n N (t) — Oy M3 (t)] +
¢
o f [Fy()+6Oyn N3 (z) — Oy Mi(7)] Ry o(t,7,4)dt +
Pt v

t
{52 + [ [Fol@) +Oum ME(t) — Ou w2 (0)] Ry o, v, 4) i,
0

o (t)== [Fo(t) + Ou, u M (t) — Ou, v N% ()] +
: :

+ [ [Fu0) 400w N2(T) — Oy st ME ()] Rt 7, )
0

t
L f [Fo(z) +Ou mMi (t) — @u, ¥ Ni (7)] Ro,w (¢, 7, ) dr,
0
gdzie ogoélnie
R(t, T, }s) =R(t, T, 2.11,1], ln.w, lw,n, lw, w)

oznaczaja skladowe rezolwenty, zalezne od funkcji pelzania i warunkéw
geometrycznych przekroju, natomiast niezalezne od wyrazéw swobod-
nych, a wiec od warunkéw statycznych. Moga one byé napisane w réznej
postaci, zaleznie od metody rozwigzania réwnan. Np. przy uzyciu ogélnej
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metody jader iterowanych dadza sie przedstawi¢ w postaci szeregéw po-
tegowych, w ktorych wspéiczynnikami poszczegélnych wyrazéw beda
sumy odpowiednich poteg i iloczynéw liczb 4. Réwnania (2.14) mozna
by przedstawié¢ w nieco innej postaci zastepujac wyrazy oznaczone gwiazd-
kami odpowiadajacymi im funkcjami. Sposéb taki zostanie przedstawio-
ny w nastepnym punkcie, tutaj natomiast bedziemy uwazali za niewiado-
me bezposrednio wyrazenia z gwiazdkami, co pozwala na bardziej zwarte
przedstawienie toku obliczen.

Przejdziemy obecnie do ustrojéw hiperstatycznych. W tym przypadku
wyrazenia N, i M, nie znikajg; nie sa one znane z géry, gdyz zaleza od
reakcji hiperstatycznych i ich zmiennoéci w czasie. Aby je wyznaczy¢,
musimy najpierw obliczyé odksztalcenia elementu sprezonego jako ca-
toéci. W celu nadania wywodom charakteru w miare moznosci ogélnego
skorzystamy z zasady prac przygotowanych w postaci podanej przez
Miillera-Breslaua. Odpowiednie réwnanie dla ustrojow zgina-
nych, przy pominieciu wplywu naprezen stycznych i naprezeh normal-
nych poprzecznych, przybiera postaé

(2.15) Y Quon= | [ondAds.
8 T A

Symbole _Qm oznaczaja tu sily wirtualne, o odpowiadajace tym sitom na-
prezenia normalne wirtualne (@, i o spelniaja warunki réwnowagi), # od-
ksztalcenia rzeczywiste normalne, d» przemieszczenia rzeczywiste w kie~
runku @,,, odpowiadajace tym odksztalceniom (m i % spelniajg warun~
ki wiezéw). Calkujemy po objetosci calego elementu.

Wprowadzajac odpowiednio sity i momenty wirtualne

N—[5da, M=[czdA
A A
- przeksztalcamy wyrazenie (2.15) do postaci

(216) X Quéon= | [+ w2)dAds= | Ny,ds+ | Mwds,

s A s s
przy czym momenty w ustroju (zastepezym) izostatycznym oblicza sie
wzgledem $rodka ciezkosci przekroju (samego) betonu.

Jezeli w szczeg6lnosci zamierzamy obliczyé pewne przemieszezenie 6m, |
to jak wiadomo ze statyki elementarnej, bierzemy pod uwage uklad ob-
ciazeh wirtualnych redukujacy sie do sity (uogélnionej) @m = 1.

Za wielkosci 7, i ® nalezy podstawi¢ prawe strony réwnan (2.14),
przy czym wielkosci Ny i M. musza by¢ wyrazone jako funkcje reakcji
nadliczbowych. Zaleznosci te maja postac

Nx=XaNa+XbNb+"'+XnNn1
MA\'ZXaMa+Xbe+"‘+XnMn-

(2.17)
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W powyzszych réwnaniach Ny i My oznaczaja odpowiednio sile nor-
malng i moment w danym przekroju pod wplywem reakcji X, = 1; sa
one obliczone w sposéb znany ze statyki elementarnej. Wielkogci X sa
tutaj funkcjami czasu i réwnanie (2.17) jest spelnione w kazdym momen-
cie. Reakcje nadliczbowe X, obejmuja wplyw obcigzen zewnetrznych, sit
sprezajacych, jak réwniez wszelkich odksztalcen op6znionych. Z uwagi
nha prawo superpozycji na podstawie réwnan (2.17) mozemy napisaé

{N;:XZNa + Xt Ny + - + X% N,
M;=X;Ma+ X;Mb + + X:Mn
Wstawiajac wyrazenia (2.18) do (2.14) i oznaczajgc

(2.18)

t t
"—70 (t) =F”l(t)+ [ F’?(T) Rn,n(t» T, A)d" T f Fo, (T) Rn.w(t, 7, l)d‘r,
0 0
t

t
&) =Fo(®)+ [ Fy(t) Roy(t,7, 1) dz + L Fu() Raaltisdids
0 0
otrzymamy
Mo (t) == 7_’/0 (t) + X; (t) (@n,NNa Lo Qn.M Ma) +

t
t+ [ Xa (@) (@ Na Oy 1 Ma) Ry (1,7, 1)+
2 +(@w,MMa_@w,NNa)Rn.w(t, T,l)]df'f‘
+ X5(t) (@, 5 No— O, s M) +
t

.19 + | X5 [Onn No— 6, 1 Mo) Ry, 1,7, 7) +
: d +(@w.MMb—0w,NNb) Rn,w(t, T, l)]d‘t*l—

........................

+ X:(t) (Qn,NNn TR Qn,MMrl) +
t

i f X:: (T) [(@W'NN” —@W'MM”)RW"](ty 7, z) Atz
Y + (@w,MMn —-@m,NNn) Rn, o (t, T, }u)] d‘[,

[0} (t) = (t) + XZ(t) (@m,MMa_‘Qm.NNa) i

t
= f XZ (T) [(@n,NNa *@n,M Ma) Rm,n (t, %, 2) +
¢ +(@w.MMa_@w,1\ Na) Rw,w(t, T, A)]d’t—,—
+ XZ(t) (@(o,MMb_@w,NNb) +

¢
T fXZ(T) [(@n,n Ny— O, 5 My) Ro 4 (t,7,2)+
: $ +(OG-MMb_'Ow.NNb)Rw.w(t, T, l)]d‘["f-

‘f* X:(t) (@w.MMn'—‘Qw,NNn) +
t

+ [ X2(0) [, v Nu— Oy s Ma) R (1,7, 1) -
g + @o,mMy— B0, xN,) Ro, o (t,7,4)] d7.
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Powyzsze wyrazenia nalezy wstawi¢ do réwnania prac przygotowa-
nych (2.16). Jako stany obcigzenia (wirtualne) ustroju zastepczego izosta-
tycznego bierzemy kolejno stany X, = 1, X, = 1, .., X, = 1. Przyjmie-
my, ze podpory wykazaly przesuniecia (np. osiadania w kierunku reakcji
podporowych) odpowiednio cs,¢s, ..., ¢, bedace w wyniku poczynionych
obserwacji znanymi funkcjami czasu. Ogélnie dla stanu X,, = 1 praca
przygotowana sit zewnetrznych wyraza sie wzorem

ZQmuén=10u+ 2 Cnc,

w ktérym dm oznacza rzeczywiste przesuniecie (uogélnione) odpowiada-
jace sile (uogélnionej) X,, = 1; C,, oznaczaja reakcje podporowe dla stanu
X, = 1; sumowanie na prawej stronie rozcigga sie na wszystkie podpory
ustroju zastepczego. W powyzszym zapisie jak réwniez w dalszym ciagu
pomijamy kreski poziome oznaczajgce sily wirtualne.

Przy tych oznaczeniach otrzymamy na podstawie relacji (2.16) naste-
pujgce wyrazenia na prace przygotowang dla stanu X, = 1:

(220) 1~ (sm'i‘ Zcmc S 50m (t) +X¢*z(t) 6am + XZ‘ (t) abm \+ N s + X:‘l (t) 6nm +

t t t
+ [ X2 (@) 8am(t, 7 d7 + [ X3(0) Som (6, DT + - + [ X5(2) bum (t, 1) d7.
0 0 0 !

W wyrazeniu tym oznaczaja ogélnie:

8im = [ On N NeNuds— [ Oy s My Nrds + [ O m My My ds+

+ [ 00y NsMnds,

S (t,7) j(@,,NNk—QnMMk)NmRM(t 7, 4)ds +
+ | (@0, My — o,y N9) N Ry (8,7, 2) ds +
+ [ (O 5 Ne—6y s Mi) My R (t,7,2) ds +

10 J. (QN,MMk Py @w,NNk) M Rw, 4] (t, T, l) ds

§

dom(®) = [ 7y (®) Nmds + fw(t)M,,,ds
Zachodza oczywiécie zwiazki: 0gm = Omn, Okem = Om.
Wypisujae wzér (2.20) dla kazdej podpory nadliczbowej i oznaczajac
ogolnie
#m(t)=1:3n(t) + X Cnc(t)— bom(t)



dochodzimy do nastepujacego podstawowego ukladu réwnan dla wielkosci
hiperstatycznych:

daa X + 800 X5+ + 0na X =
t t t
—wa— [ XsOuudr— [ X3Odr— - — [ X3 dr,
0 0 0

@.21) 6abX§+6be3+~";i-6an7;=

t ¢
="ﬂb"‘fngabdf—_fxzébbdf_‘“'_fX:gnbdty
0 0 0

6anXZ+5an3+~-+5nnXﬁ=
t

t t
=7¢n—fX:gand'[_fng.bndr'—"‘—’"fX:gnndr-
0 0 0

Jest to uklad n réwnan catkowych liniowych Volterry o znanych
jadrach 6aq(t, T), das(t,7), .oy Onn (¢, T).
Rozwiazanie tego ukladu mozemy przedstawi¢ w postaci

X:(t)=ﬂaa9‘a(t) S ﬁab%b(t) e +‘ﬁan”n(t) s
t t
+ [ #a(v) Quat, D) d7 + f (1) Qus (t, 7) d 7 +
0 v

s +fx,, ) Qan(t,7) d7,

(2,22) X5 (t) = Boa %a (t) + oo %6 () + - - - + Bon #n (t) +
¢ t
+ f %a () Qua (t, ) d7 + f %6 () Qos (t, T) dv +
0 0

t
+ o+ [ #a(2) Qualt, D) d,
0

Xrl (t) i ﬂna Ha (t) + Ignb Xy (t) Aoniech ﬂrm %n (t) +

+fxa () Qna (t, t)dr-}-fm(r ) Qns (t,7)dr +

b fx,,(-;) Qun(t,7)d7.
0

Do powyzszych wzoréw mozna doj$¢ w sposob nastepujacy. Rozwigzu-
jemy uklad réwnan algebraicznych liniowych (2.21) uwazajac prawe stro-
ny réwnan za wyrazy wolne i wyrazamy niewiadome X} jako funkcje
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liniowe prawych stron (o wspoétczynnikach fra, frs, ..., brn). Przegrupowujac
odpowiednio otrzymane wielomiany dochodzimy do ukladu réwnan cat-
kowych w postaci wyraznej o jadrach formy fra Oma+ Brs B A B B
Znajdujemy sktadowe rezolwenty bedace funkcjami daa, Oab, ... 1 przegru-
powujac wyrazy w rozwigzaniach dochodzimy do wzoréw (2.22), w kto-
rych Q (t, 7) sa odpowiednimi liniowymi funkcjami tych rezolwent. Nie
przytaczamy tutaj powyzszych przeksztalcen z uwagi na ich formalny
charakter. Istotne w zapisie (2.22) jest to, ze wyrazenia @ (t, 7) zaleza tyl-
ko od funkeji pelzania i od warunkéw geometrycznych ustroju (uksztai-
towanie przekroju, rozmieszczenie podpor itd.). Obliczywszy wspomniane
wielkoéci dla danego ustroju mozemy korzysta¢ ze wzoréw (2.22) dla roz-
nych warunkéw obcigzen. Jezeli do rozwigzania ukladu (2. 21) stosujemy
np. metode iteracji, to nie jest konieczne przedstawianie go w postaci wy-
raznej; po kazdej iteracji mozemy ponownie rozwigzywaé¢ ukltad réwnan
liniowych.

Wyznaczywszy z zaleznoéci (2.22) niewiadome X*(t) jako funk-
¢je czasu przechodzimy do funkeji X (t) rozwigzujac rownania catko-
we typu

X=X+ [X(®)K(t7)dr
0

Znajac wielkosci nadliczbowe X(t) mozemy na podstawie réwnan
(2.17) wyznaczy¢ N(t) i M(t). Jezeli nie zalezy na wyznaczeniu wszyst-
kich reakcji, to mozna wstawi¢ znalezione wartosci X*(t) bezposrednio do
réwnan (2.18) i wyznaczyé N i M z réwnan typu

t
N(@t)=N*(t)+ | N@K(t7)dr,
0

t
M(t)=M* () + | M@K, 7)dx.
0

Z kolei na podstawie réwnan (2.14) mozna wyznaczy¢ odksztalcenia
7o, @ oraz — rozwigzujac réwnanie (2.6) — naprezenia dla dowolnego
przekroju. Rozwigzania réwnan typu powyzszego mozemy oczywiscie
od razu wypisaé, poniewaz znamy rezolwente jadra K (t, 7). Tym samym
problem jest w caloSci rozwigzany.

Podsumujmy dotychczasowe wywody. Rozwigzanie zagadnienia na
podstawie ogoélnej teorii pelzania liniowego Volterry-Boltzman-
n a przebiega w nastepujacych etapach:

(1) rozwigzanie zadania w ramach teorii sprezystoSci ]ako zadania
wstepnego w celu wyznaczenia odksztalcen poszczegblnych przekrojow
i okre$lenia na tej podstawie zmiennosci S,; :

441



(2) rozwigzanie problemu wewnetrznie statycznie niewyznaczalnego
dla danego przekroju, polegajace na wyznaczeniu rezolwenty jadra K(t, 7)
oraz wspoétczynnikéw ¢ wchodzacych do wzoru (2.20), charakteryzujacych
odksztalcenia ustroju jako catosci;

(3) rozwigzanie problemu zewnetrznie statycznie niewyznaczalnego,
polegajace na rozwiazaniu uktadu réwnan catkowych (2.21) i wyznaczenie
na tej podstawie wielkosci hiperstatycznych «zredukowanych» X*(t);

(4) przejscie do wielkosci hiperstatyeznych wiasciwych X(t), a stad
do wartosci M, N oraz odksztalcen i naprezen dla danego przekroju.

Oczywiscie wywody niniejszego punktu opieraly sie na zalozeniu, ze
od chwili sprezenia i obcigzenia ustroju zabezpieczona jest wspélpraca
armatury z betonem. Na mozliwoéci odstapienia od tego zatozenia wska-
zemy w p. 3.3.

5. Rozwiazanie zagadnien praktycznych

Wyprowadzony w poprzednim pumkcie: uklad réwnan catkowych nie
nadaje si¢ do bezposrednich zastosowan praktycznych, gdyz rozwigzanie
jego w ogélnym przypadku jest zbyt ucigzliwe. Totez przechodzac do kon-
kretnych zadan przyjmuje sie rozmaite zalozenia upraszczajace, omoOwio-
ne juz czeSciowo w p. 1.

Tutaj poSwiecimy uwage tylko gtéwnym kierunkom, w ktérych ida
wspomniane uproszczenia, konkretyzujac je tylko w tej mierze, w jakiej
nie jest konieczne zalozenie okreslonej funkcji pelzania. Omoéwimy ko-
lejno:

(1) uproszczenie réownan statycznej niewyznaczalnosci wewnetrznej,
ktére moze znalez¢ zastosowanie w przypadku armatury skoncentrowa-
nej w jednym poziomie w przekroju;

(2) uproszczenie réwnan statycznej niewyznaczalno$ci zewnetrznej,
ktére ma miejsce w szczegolnosci w przypadku belek ciaglych;

(3) unikniecie problemu statycznej niewyznaczalno$ci wewnetrznej
przez zastapienie ustroju niejednorodnego jednorodnym:;

(4) uproszczenia wynikajace z zastapienia zalezno$ci calkowych zalez-
nosciami rézniczkowymi. /

3.1. Uproszczenie rownafi niewyznaczalnosci wewnetrznej. Armatura skon-
centrowana. Zagadnienie statycznej niewyznaczalnosci wewnetrznej upro-
Sciloby sie znacznie, gdyby$my uklad réwnah catkowych (2.12) mogli
sprowadzi¢ do jednego réwnania. Byloby to réwnoznaczne ze sprowadze-
niem problemu zginania do zagadnienia $ciskania osiowego. Na takiej
koncepcji opiera sie, jak wiadomo, metoda R. Busemanna, [2], do
tego tez sprowadzaja sie rozwigzania N. Ch. Arutiuniana, [1].
Uproszczenie takie jest mozliwe przy poczynieniu pewnych zalozen co
do rozmieszczenia armatury w przekroju. Przyjmijmy mianowicie w réw-
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naniach (2.12) vo =v; =y, tzn. e;=1i,, co zachodzi w przypadku armatury
skoncentrowanej w jednym poziomie ($cislej, gdy moment bezwtadnosci
armatury wzgledem jej wlasnej osi ciezkosci mozna pomingé).

Mnozac drugie z réwnan (2.12) przez e./v=i2/e, i odejmujac od réw-
nania pierwszego otrzymamy woéwczas

B O NHNAS & W4+ M

83 BT e E, A, €a Esls

Z drugiej strony pomnézmy drugie z réwnanh (2.12) przez e, i dodajmy do
roéwnania pierwszego; otrzymamy

N'+N+S5 M+ M+ M,

Mo + €a 0 = EbAb EbIb n,u(l—{—w) (7]0+€a w*)
lub wyrazniej
a5 A N*+N8+S; 4 M* + M. + Ms,
o e vy e e T g 7
t
nu(l+»)
+——-—1+nﬂ(1+v) 0] (o + ea w) K(t, 7) d .

Zinterpretujmy otrzymane wyniki. Lewe strony réwnan (3.1) i (3.2) przed-

stawiajg zgodnie ze wzorem (2.4) wydiuzenia catkowite wiékien N i 7a,

znajdujacych si¢ w odlegiosciach od osi ciezkosci betonu odpowiednio -

z2=1zy=—1; /e, oraz 2=e,. Jezeli ograniczymy obcigzenie przekroju do

sity sprezajacej, tj. zredukujemy liczniki ulamkéw po prawej stronie

zaleznoSci (3.1) do wyrazen odpowiednio S§ i M$,= Si e,, to otrzymamy
Se Sy e

BT SN el

Znaczy to, ze 2, okresla widkno, w ktérym odksztalcenia i naprezenia pod
wplywem (samego) sprezenia réwne sg zeru (punkt ten moze lezeé oczy-
wiscie réwniez poza przekrojem). Konstrukcja geometryczna wyznacza-
jaca polozenie tego widkna znana jest ze statyki elementarnej (por. [10]).

Podstawmy wartosci % do réwnan (3.1) i (3.2); korzystajac z wypisa-
nej powyzej zaleznosci otrzymamy

(3.1.1) n,,(t)=N i +z,,M +M8,

E, Ay EvIp
¥
___N*+N.+8S; M'+MA+My |, .
(B21) nalt)=p=p 20 4y, — L0 4 (1 J/)Of??a('l’)K(t,T)dTy

gdzie wprowadzono oznaczenie
1 1
Y T npd )
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Z réwnan (3.1.1) i (3.2.1) mozemy wyprowadzi¢ nastepujace wnioski.

(1) Odksztalcenia obu wibkien mozemy wyznaczy¢ oddzielnie, co jest
rownowazne sprowadzeniu elementu do dwoch elementéw fikcyjnych,
osiowo Sciskanych.

(2) Dla widékna w odleglosci z, wyznaczenie odksztalcen staje sie za-
daniem statycznie wyznaczalnym, tzn. zmiany naprezen w armaturze nie
wywieraja wplywu na odksztalcenie. W ogélnym przypadku otrzymu-
jemy

L Nx(t) Mz (t)
(33) wO)=Fo®) + F g + 2 pr,
gdzie
NSRS MR
Fb (t) vt Eb Ab + 20 Eb Ib )

a pozostale oznaczenia sg te same co w poprzednim punkcie.

(3) Odksztalcenia armatury (wtékno w odleglosci e,) daja sie wyzna-
czy¢ z rownania catkowego (3.2.1). Rozwigzanie tego réwnania moze byc¢
zapisane ogdélnie w postaci [por. (2.14)]

» Nz M: (1)
VB Evl,

Ay
f [Fa (r) +y N: () + yeq M;(T)]R(tﬂ. 1—y)dz,
0

(3.4) . na(t)=Falt) + 5id

+ Y€

Es Ay Ey1I,
gdzie
No+N+S . MotMtM,

Palty=ry T Ay Esl,

oraz R(t, 7, 1— y) oznacza rezolwente jadra K(t, z) przy parametrze 1 — y.
Réwnania powyzsze nie trudno byloby przeksztalci¢ do postaci, w ktorej
wystepowalyby naprezenia, co jest jednak mniej dogodne w przypadku
ustrojow hiperstatycznych.

Wzér (3.4) mozemy takze — jak to zapowiedzieliSmy w poprzednim
punkcie — sprowadzié¢ do postaci, w ktérej nie beda wystepowaly wyraze-
nia oznaczone gwiazdkami. W tym celu musimy przeksztalci¢é wyrazenia

t
X*(t) + (1—y) [ X* (@) Rt 7, 1—9p)dr,
0 :

typu wystepujacego we wzorze (3.4). Wypisujac wyraznie wyrazenie X*
otrzymamy

t
X*(t) +(1—y) [ X*(@D)R(t,7,1—y)dr =
/ 0

t t T
= X(t)— [ X(9K (1, 5)ds+ (1—) [ [X(x) — [ X(9)K (z,5) ds] R(t,7, I—y) dr =
0 0 0
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¢ : t :
=X(H)— [ X6 Kt ds+1—y) [ X(OR(t7,1—y)dr—
0 0

t t .
— [ [a—» | Rt 7,1—) K(z,5)dt] X(s)ds =
0 T

EiSE t
=X(t)— [ XK, 9ds +(1—y) [ X(1)R@t,7,1—y)dr—
0 0
3 it

— [ [R(t,s,1— y) —K(t,8)] X()ds =X (&) —y | X (@) R(t,7,1—y)dx.
0 0

W powyzszym wywodzie zastosowaliSmy przeksztalcenie Dirich-
leta oraz skorzystaliémy z zalezno$ci catkowej dla rezolwenty znanej
z teorii rownan catkowych °.

Na tej podstawie réwnanie (3.4) mozemy zapisa¢ w postaci

N.(t)

M (t)
Y B A

(34.1)  n,(t) =7, + “ EpIp

Ble v e

: t
i le NG Gr) Mx(r)] £
P ('){ [y Eb Ab + yea Eb Ib R(t’ (2) 1 J’)dT’

gdzie
t
7, () =Fa(t) +(1—7) | Fa(®) R(t, 7, 1—p)dt.
! 0
Od funkcji #(t) oraz 7s(t) mozemy przejsé bezposrednio do funkcji
o (t) i n,(t) korzystajac z zaleznosci

€aNo—2bNa

e ——na &2 nb ooy —_— ey
(3.5) () ) No==Na——€a® 7 ea— 2

ea"‘_'Zb

Rozwijajac wyrazy oznaczone gwiazdka we wzorze (3.3) i wstawiajac
wyrazenia (3.3) i(3.4.1) do (3.5), dojdziemy do wzoréw podobnych do (2.19),
a nastepnie korzystajac z réwnania prac przygotowanych (2.16) do zwiaz-

5 Jak wiadomo, w ogélnym przypadku rownanie catkowe dla rezolwenty ma
postaé

. X
R(x,y,A) =K@,y +24 [R(s,y, VK (x,9) ds
y
i analogicznie dla drugiego argumentu.
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kéw analogicznych do (2.20), uprzy Czym wyrazenia ¢ przyjma nastepujace
postaci, ktére podajemy bez przytaczania obliczen:
€a—y2s Nk Np =1 <N M

g o tVm Y1 NelMpm
oo xf Ca =2y ' By Aj ds+sfea—zb Ey Ay e

0 fe,,z,,(l—y) M"N’”ds+ fyea-—zb M. M,

€a—— 25 Eb I, g

Cam 2y Bl i

i . K(t,7)—122, R t,7,1— "
Gimt, 1) =— [ o &%) 2 2Rbn1—y) Boads
K(t, 1) —»*R(t, 1, 1—y) N.M,,
e ot Y i
_ffazb[K(t, ) — ¥’ R(t,7,1— y)] Mkdes+
& Ca—2p EbIb

5 fsz(t, 1) —y?e. R(t, 7,1—7) Mkads
o Bk e s by By Y _
s €a—2p Eb Ib :

Bom (t):f\’?“(:):i"“) Muds 4 [ Dol —20(t) )

ea S Zb
Ponadto

#m(t) =1+ (t) + ZCpe(t)— Oom(t).

Przy powyzszych oznaczeniach wyrazenia na przemieszczenia i uklad
rownan catkowych dla wielkosci hiperstatycznych przyjma postaé analo-
giczng odpowiednio do (2.20) i (2.21), z tym ze znikng gwiazdki 0znaczajg-
ce wielko$ci hiperstatyczne «zredukowane» i po rozwigzaniu réwnan nie
bedzie trzeba przechodzi¢ od wielko$ci «zredukowanych» do rzeczywi-
stych.

3.2. Uproszczenie réwnan niewyznaczalnosci zewnetrznej. Belki ciagle.
W tym przypadku zakladamy, ze nie wystepuja sity podiuzne wywolane
obcigzeniami zewnetrznymi i reakejami podporowymi, wobec czego wiel-
kosci N i N* znikaja w réwnaniach (2.9), (2.12) i (2.13). Ponadto nie wy-
stepuja odpowiednie skladowe reakcji nadliczbowych, tzn. og6lnie wiel-
kosci N nie wystepuja we wzorach (2.17), (2.18) i (2.19). W zwiazku z tym
wyrazenia 6 wchodzace w réwnania (2.20) i (2.21) przyjma postaé

6km=f@w.MMkads;

(36)  Y0n(t,7) = [ [60,mRo.u(t,7) — B4 mRu y(t,7)] Ma My ds,

s

don () = [ o(t) My ds

L)
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lub w przypadku armatury skoncentrowanej

6km i f yea—zpo MprMpy

Co TRy Ey I, ds’

S

— ___ [2K(t,7)—y*eR(t,7,1—y) MpMp

O (t’ T) 0 A;f ; €a 28 EyI, ds’
, Ta(t) —F
Som (1) __"a(t) —Fy(t) M, ds.

ea—zb

W przypadku belek ciaggtych podobnie jak w statyce elementarnej za
uklad zastepczy (statycznie wyznaczalny) przyjmujemy uktad belek wol-
nopodpartych powstajacych z rozcigcia nad podporami belki ciaglej, a za
wielko$ci hiperstatyczne X, X, ... odpowiednie momenty podporowe.
Wowecezas wielkoSci érm przedstawia odpowiednio «zredukowane» obroty
wzajemne koncoéw przesel nad podpora k pod wplywem stanu obcigzenia
X,, = 1. Wartosci ich bedg rézne od zera tylko dla podpér k —1, k, k + 1.
Dla podpory k otrzymamy zatem réwnanie

(B.7)  Or—1,2 Xk 1(t) + Or.x Xi(t) + (5k+1 k Xks1(t) =

= xp(t) — ka—1(r ) 0r—1.x(t, 7)dT —

t
——-f X;(‘E)Sk,k(t, r)dr+fX§+1(r) 5;z+1.k(t,7)d7

lub w przypadku postugiwania sie wielkosciami «nie zredukowanym1»
(bez gwiazdek) i przy armaturze skoncentrowanej

(3.8)  Ok—1,6 Xn—a(t) + Ok x Xrlt) + Okr1,r Xps1(t) =

= (t) — ka_ ) Ok 1.1(t, 7)dT —

-——ka 51: e(t,7)dT — f Xrs1(7) 5k+1 k(t,7)dz

Roéwnania powyzsze sa analogiczne do rownan trzech momentéw znanych
ze statyki elementarnej. Przez wypisanie ich dla kazdej podpory nadlicz-
bowej otrzymamy uklad réwnan catkowych analogiczny do (2.21), kt6-
rego rozwigzanie pozwoli okre$li¢ momenty podporowe jako funkcje czasu.

Dalsze uproszczenia mozna by uzyskaé przez poczynienie pewnych za-
lozen co do warunkéw geometrycznych ustroju. Wezmy np. pod uwage
belke ciagla o stalym przekroju i o armaturze skoncentrowanej prosto-
liniowej; zalézmy wiec, ze wielkoSci 2, €4, 7, E, I i R(t,7,1— y) majg state
warto$ci wzdluz belki. Ponadto zakladamy, ze skrajne podpory belki sa
swobodne. W tym przypadku wyrazenia pod calkami we wzorach na ¢’
zawierajgce powyzsze skladniki maja stale wartosci, za$ calki iloczynoéw
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MM,, — jak wiadomo z teorii elementarnej — warto$ci odpowiednio
1x/6, (Ie + lr+1)/3, lr+1/6. Po elementarnych przeksztalceniach réwnania
(3.8) przyjma postac

(3.9  LeXe—1(t) + 2 (e + Let1) Xr(t) + le i1 Xps1(t) =

t
s o8 Eplp(eg—2
= %1 (t) —;éh—(‘_izT—b) + f [Ue Xe—1(7) + 2(Le+le+1) X (7) + les 1. X 41(7)] X
a 0
% sz(t) T) Y 72 €a R(t’ T, 1_7)
Y€a—2p
Jak wida¢, w tym przy.padku dla kazdej podpory nadliczbowej moze-
my rozwiazaé oddzielnie réwnanie catkowe (3.9) o funkeji niewiadomej

e Xe—1(t) + 2 (Te + Lo 1) Xe(t) + Les1 Xno1(t).

Wyznaczywszy te funkcje dla kazdej podpory obliczymy wielko$ci hiper-
statyczne X, rozwigzujac otrzymany uklad réwnan algebraicznych li-
niowych. ‘

Jeszcze wieksze uproszezenia uzyskaliby$my zakladajac state warunki
obcigzenia w poszczegdlnych przestach. Np. przy przestach réwnej diu-
gosci, obcigzonych w ten sam sposob, bez osiadania podpér, otrzymamy
to samo xr dla poszczegblnych przeset i wystarczy rozwigza¢ tylko jed-
no réwnanie catkowe (wyraz wolny i jadro bylyby dla wszystkich réw-
nan takie same).

3.3. PrzejScie do ustroju jednorodnego i metody pokrewne. . Dotychcza-
sowe rozwazania byly oparte na zalozeniu, ze od chwili, w ktorej rozpo-
czyna sie pelzanie betonu, kable s3 zespolone z betonem za pomocg iniek-
cji wiazacej, co zapewnia ich wspotodksztalcalnosé z betonem. J esli tak
nie jest, tzn. je$li kable moga swobodnie $lizga¢ sie w swoich kanatach,
to nalezy obliczenie rozbi¢ na dwa etapy obejmujace okres od chwili
sprezenia do chwili iniekeji oraz okres po jej dokonaniu. Zajmiemy sie
obecnie pierwszym etapem pomijajac dla uproszczenia Scisle uwzgled-
nienie wplywu armatury pomocniczej, zespolonej od pierwszej chwili
z betonem.

Ustrojem zastepezym (statycznie wyznaczalnym) jest tutaj sam ele~
ment betonowy oslabiony kanatami kablowymi po usunigciu podp6r nad-
liczbowych. Uwzgledniajac te okoliczno$é mozemy podaé analogicznie do
relacji (2.17) wyrazenia na wielko$ci statyczne, uwzgledniajac oddzielnie
sity zewnetrzne i sily sprezajace:

N=N0+XaNa+XbNb+"‘+XnNn)
S=XaSa+ XgSs+ -+ Xn~nSwn,
M:—Mo+XaMa+Xbe+"'+XnMu,
Ms=XaMas+ XpMp+ -+ XvMn=

e W8 ey -k KpSheh + - b XS

du

(3.10)
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Wskazniki wielkoliterowe odnosza sie do kolejnych kabli 4, B, ..., N.
Ogoélnie Xk oznacza sile sprezajgcg wywierang przez kabel K; Sk i Mg
oznaczaja odpowiednio site sprezajaca i moment sprezajacy w danym prze-
kroju pod wplywem Xx =1 itd. Jezeli nie uwzgledniamy nachylenia
trasy kabla, strat sily sprezajacej wskutek tarcia kabla (przy zalozeniu
ich proporcjonalnosci do sity S) itp., to mozemy przyja¢ ogoélnie Sx = 1.
Analogiczne zaleznosci mozna wypisa¢ dla wielkoSci oznaczonych
gwiazdka.

Dla uzyskania réwnan wyznaczajacych wielkosci hiperstatyczne ko-
rzystamy bezposrednio ze wzordéw (2.9.1), ktérym zgodnie z (3.10) nada-
jemy postaé

__N(‘;_"'Ns Nb
No = E, A, + Xz Ab+XbEA e +‘XnEA v
Sn
(3.11) l Tk e e e e N Fy Ay
_M0+ML‘ * Ma * Mb * Mﬂ
oy iy tXegn T XL T Xt
Saea Sger Snen
+X% Bl + X3 %1 + -4+ XN Bl

Wielkosci te wstawiamy do réwnania prac przygotowanych (2.16) i do-
chodzimy do nastepujacych wzoréw na przemleszczema (przy pominieciu
osiadania podpor):

dla przemieszczen podporoWych
0= bom + Oam Xz + Oom X + -+ + Onm Xn +
+ 0am Xa + 0m X5+ -+ + Onm XN,
dla przemieszezen kablowych
O = dom + dam X + Som X5+ + dum X +
+ 0amXh+ 6smXp+ - + owm XW,

gdzie oznaczaja ogolnie:

s f g MM,
[ SkNm Skex Mm eh g exMpy
tn=J T dat fEEN Tda E 5 S,
Nz Sm MrSmem N Mrenm
B i f EOM, B2.Y PO B B
M) By T EbAbds+s Bl
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Sk Sm Skex SM em

1 exem
6 = —d T e rTh [ o2 g e
s SfEbAb S+Sf Ey1, % ;./.EbAbds_f_;{EbIb A
Ny N, N: N MyM M. M
Sl *O—md m 0Mm e Mm
ok S+SfE,,A,,ds+sf 51, ) e
hie N;SM NSSM ‘M;SMGM MESMeM
60M—sf Fod, Ot ds+s]—h ds+sf\ds~

Bl i EyI,

g NG N. Mgen M:en

”xfEbAbders E,,A,,dsﬂf Eyl, ds+sf Bty
Wyrazenia przyblizone po prawych stronach uzyskano przyjmujgc ogo6l-
nie Sy = 1.

We wzorach powyzszych 6p, oznacza przesunigcie uogdlnione punk-
tu k (w kierunku przyjetej sity uogolnionej na.dlicsz'owej) dla stanu
Xm =1, 0km wydluzenie catkowite kanalu kablowego K dla stanu
X, =1 itd. :

Aby doj$¢ do ukladu réwnan dla wielkosci hiperstatycznych, nalezy
okresli¢ warunki dla przemieszczen 4.

Jezeli uwzglednimy ogélnie przesuniecia podpér, to analogicznie jak
W p. 2 dojdziemy do odpowiedniego wyrazenia ma prace przygotowana
sit zewnetrznych i mozemy wprowadzi¢ oznaczenie

%m(t)=1-6p(t) + 2 Cmc(t)— dom ().

Jezeli osiadania podpér nie stwierdzono, to oczywiscie x, = =0

Dla przemieszczen kablowych 6 nalezy wykorzystaé warunek réw-
nosci wydtuzen catkowitych kanatu kablowego i armatury. Jezeli oznaczy-
my przez Som sile poczatkowsa w kablu M (przed nastapieniem odksztalcen
betonu), to warunek ten przyjmie postaé

(Som — X m) Ly
Ea AaM

gdzie 1y oznacza dlugosé poczatkowsg kabla M.

W ustrojach kablobetonowych znamy z reguly nie sile Syu, lecz sile
odczytywang na manometrze naciagarki, odpowiadajgca stanowi, w kto-
rym nastgpito juz sprezyste skrécenie betonu.

Przy $cistym obliczeniu mozna fakt ten uwzgledni¢ w sposéb znany
z teorii konstrukcji kablobetonowych. N alezy zaznaczyé, ze sity kablowe
stanowiag uklad sit samozrownowazonych, zatem nie wywolujg reakcji
podporowych w ustroju zastepezym (izostatycznym). Z tego powodu
ewentualne przesuniecia podpér nie maja wplywu na prace przygotowang
sit zewnetrznych.

Wprowadzajac oznaczenia

(3.12) Oom=

’ SOM lm Ry Igm
(3.1 3) Hm (t) = EaAaM dom, ay = E, Aoy’
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dojdziemy do nastépujacego ukladu réownan dla wielko$ci hiperstatycz-
nych! :
‘ 6aaXZ +"'+ 6}1(1 X}’; + 6Aa Xf(] +“'+ 6Na X,;V:xa’

----------------------

6anXZ 22 Onn X; ~+ O4n X’/’l + =+ Onm X?szn,
0aaXa+ -+ +0na X + 044 X + + (3NAXN——xA——aAXA,

danvXa + -+ Oun Xn+ Oan X4+ -+ + 5NNXN=%N—O!NXN-

Powyzszy uklad jest ukladem réownan algebraicznych liniowych, kto-
rego rozwigzanie mozemy napisa¢ w postaci

(3.15.1)  Xi=Braxa + "+ Brnxn+ Praxa+ -+ Bnun—
—BkA aa Xa—:— Bvan Xn,
(3.15.2) Xk = fka%a+-*+ BKnrn + Praxa + -+ + Pxnxn —

— Braaa Xa—:-—Prnvan X n.

Zamiast symbolu z gwiazdka po lewej stronie réwnania nalezy pod-
stawiaé odpowiadajacg mu funkcje, nadto w réwnaniu (3.15.2) przeniesé
na lewa strone wyrazenie zawierajace Xg. Otrzymamy w ten sposéb réw-
nanie calkowe o jadrze K (t, 7). Rownania (3.15.2) przedstawiaja uklad N
rownan catkowych; rozwiazujac go otrzymamy warto$ci X4, X, ..., Xy,
ktére nastepnie wstawiamy do réwnan (3.15.1). Tak wiec w ogbélnym
przypadku nie mozemy uwolni¢ sie od rozwigzania ukladu réwnan cal-
kowych. Jezeli armatura jest skoncentrowana lub jesli zakladamy w przy-
blizeniu taki jej przebieg, uktad (3.15.2) zredukuje sie do jednego réw-
nania catkowego.

Przejscie do ustroju jednorodnego wymaga zalozenia, ze reakcje pod-
porovs}e nadliczbowe nie wywieraja wplywu na zmiany naciggu armatu-
ry. Wowezas réownania (2.9.1) przedstawimy w postaci [por. (3.11)]

NGNS N,
Hoor Ey Ay o Xa + al X” Ey Ay’
(3.16) Bl
P &
g ne o i E E,, I

i uklad (3.14) przyjmie postaé

"(saa X: + 6ba Xz +“'+ 6na X::xa’
TR SR R L e

6anXZ+5an3+--'+3nnXZ=xn,
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gdzie wspélczynniki s, 0pa, ..., 0nn maja znaczenie jak powyzej, natomiast
wielko$ci 6, wchodzace do wyrazu swobodnego okre§lone s3 wzorami

fNOde+fNede+fSde+

+f °_mds MSMmd—I- S eMmn

Ep I 3}

s

Rozwigzanie ukladu réwnan algebraicznych (3.17) pozwala na obli-
czenie kazdej z niewiadomych hiperstatycznych z osobna z réwnan cal-
kowych typu

t
(3.18) X (t) = Prana(t) + -+ + Brann (t) + ka () K(t, 7)d7;
0
jest to znacznym uproszczeniem rachunku.

Zastosowanie tej metody wymaga przyjecia pewnej funkcji zmienno-
Sci w czasie sity S lub, w dalszym jeszcze uproszczeniu, przyjecia tej sity
~ za stalg. Uproszczenia tego typu sa wystarczajace dla zastosowan prak-
tycznych.

Réwnania (3.17) mozemy zinterpretowaé takze w inny sposéb. Nadaj-
my mianowicie wyrazeniom d1ix taki $am sens jak w p. 2, tzn. przyjmijmy,
ze zostaly one obliczone przy zatozeniu wspoétodksztalcalnosci armatury
z betonem. Zat6ézmy, ze uklad réwnan (2.21) rozwigzujemy metoda kolej-
nych iteracji. Wowczas uklad (3.17) bedzie odpowiadal pierwszemu ko-
lejnemu przyblizeniu. Uktad (3.17) moze byé wiec traktowany jako pierw-
sze przyblizenie zaré6wno w przypadku armatury swobodnie S$lizgajace]
sie, jak i wspotodksztatcalnej z betonem.

Dalsze iteracje ukiadu (2.21) ta metodg prowadza do wyrazen zbyt
skomplikowanych dla zastosowan praktycznych. Natomiast uproszczone
rozwigzania mozna uzyska¢ przyjmujac a priori pewna funkcje zmienno-
Sci w czasie wielkoéci hiperstatycznych. Zatozenia tego rodzaju mozemy
stosowa¢ w przypadku, gdy obciazenia zewnetrzné majg charakter staty
(niezmienny w czasie). Szczegélnym przypadkiem tej metody jest np. za-
tozenie K. Sattlera, ze reakcje h‘i‘p-ers‘tatyvcz:ne zmieniajg sie propor-
cjonalnie do wspolczynnika pelzania, co mozemy zapisaé w postaci

X (t) = Xor[1+ are (t)],

gdzie Xo. oznacza reakcje poczatkows (obliczong wedlug teorii elemen-
tarnej), ax wspo6iczynnik proporcjonalnosci, nadto oczywiscie

©

(p(’t)=-—fK(T,S)dS
0

N
137
N

PR T T



Na tej podstawie mozemy wyrazié¢ wielko$ci oznaczone gwiazdkami w spo- -
s6b nastepujacy:

¢
Xi(t) = Xox[1+arp(t)] — Xoe f [14+arg@)] K, 7)dr =
0

t T
= Xos+ Xor (1+ax) p(t) + Xoras [ [fK(r,s)ds]K(t, 7)dr .
0 Lo

Wyrazenie pod catka jest jadrem iterowanym:; cale to wyrazenie mozemy
uwaza¢ za «poprawkowy» wspétczynnik pelzania.

Z uwagi na zalozony staly charakter obcigzenia zewnetrznego podob-
ne wzory uzyskamy dla wyrazenia M wchodzacego do wolnego wyra-
“u z. Jezeli uwzgledniamy skurcz betonu, to nalezy przyjaé funkcje skur-

czu proporcjonalng do funkeji pelzania.

Zastepujac w réwnaniach (2.21) symbole z gwiazdkami przez odpo-
wiadajgce im wyrazenia i uwzgledniajac powyzsze wnioski sprowadzimy
zagadnienie do rozwigzania ukladu réwnan algebraicznych liniowych
o0 niewiadomych ay, ktére bedziemy mogli wyznaczyé¢ jako funkcje cza-
su (tzn. beda one zalezaly od rozpatrywanego momentu «koncowego» t;
w okresie od t = 0 do t beda oczywiscie statymi). Zazwyczaj bedzie cho-
dzilo o wyznaczenie ich warto$ci «koficowych» (dla t— co).

3.4. Przejscie od zaleznodsci calkowych do zalezno$ci rozniczkowych. Dotych-
czasowe wywody byly oparte na ogoélnej teorii pelzania V o1t e r-
ry-Boltzmanna, prowadzacej do ukladéw réwnan calkowych,
ktére mogg \byé rozwigzane metods iteracji. Rozwigzania tego rodzaju
w ustrojach wielokrotnie statycznie niewyznaczalnych wymagajg mozol-
nych rachunkéw juz dla drugiego stopnia przyblizenia. Totez w prakty-
ce dazymy najczesciej do zastapienia réwnan catkowych réwnaniami réz-
niczkowymi i sprowadzenia problemu do rozwigzania ukladu réwnan réz-
niczkowych liniowych, co pozwala w wielu przypadkach przedstawié wy-
niki w formie zamknietej. Zagadnienie to posiada bogata literature i na
tym miejscu ograniczymy sie do zupelnie og6lnego naszkicowania drogi
rozwigzania w zastosowaniu do ustrojéw sprezonych hiperstatycznych.

Przejscie do réwnan roézniczkowych wymaga zalozenia funkeji pelza-
nia i jadra K(t, 7) w odpowiedniej postaci. Dostatecznie ogélne odwzo-
rowanie rzeczywistego przebiegu pelzania, pozwalajace na przejscie do
rownan rézniczkowych, polega na przyjeciu funkeji pelzania w postaci
skonczonej sumy iloczynéw funkcji parametréw odpowiednio t i 7, mia-
nowicie !

(3.19) Kt 9= w(t)ve(a).
k=1
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Przy zastosowaniu tej funkcji nalezy rozwiazaé¢ uklad (2.13) lub
(2.13.1), ktéremu nadajemy postaé :

(3.20)

ke LAy
Mo (t)= (Dn(t) + Any J 7o (7) [2 U (t) vr (T)] dr +
0 k=1
)

kit ] w'(f)[z ux (1) 'vk(t)}dr,
k=1

0

L= i
o (1) = Pu(®) + Aoy [ 1,(2) [ D (t) v m]oh L
0 R=1
7 t

+ zwfw(r)[zu,,(t) vk(r)]dr,
: 0 k=1

gdzie @(t) oznaczaja'odpowiednie wolne wyrazy w réwnaniach (2.13) lub

(2:13:1): ;
Zrézniczkujmy powyzsze funkcje p-krotnie wzgledem t. W celu

zrézniczkowania wylaczamy przed catki funkcje u (t) i zmieniamy porza-
dek catkowania i sumowania. Dla obliczenia p-tej pochodnej iloczynu
funkeji korzystamy ze wzoru Leibniza. Wynik zapisujemy w po-

staci

(3.21)
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r t e
7P ()= OP (©) + Any O, uf) () [ 1o (2) vr(x) dv +
R=]; 0
r t

+ Ayo Z ul?) (t) J o (r)vr(r)dr +

k=) 0

Fir ol
+ A Z (np;) ulP (t) |1 (t) ve (O] V4

k=t mat ‘

s
g ]”7,‘" 24 Z ('rz:z) ulP=" (t) [ (t) ve ()],

k=1 m=1

t

lo?t) = 02 () + 20y, D wP @) [ 0(2) ve(z)dz +
k=1

0
r t

+ oo D, w2 [0 @) vs(e)de +
R=1 0
PN

o lwn Z Z Tfl) usap-—rn) (t) ["70 (t) ve (t)](m—l) i

k=1""m=1

P
+ Avo Z ('SI.) u}f—’")(t) [w (t) vr (t)]("‘—i)_
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Przez pochodne rzedu zerowego rozumiemy funkcje ;pierwotne
(3.20), w ktérych nie wystepuja wyrazy zawierajace podwojne sumy.
Podstawiajac w powyzszych wyrazeniach kolejno p = 0, L 20 5 otrzy-
mujemy dwie grupy po r + 1 réwnan. W kazdej z nich mozemy wyeli-
minowaé wyrazenia z catkami® uzyskujac réwnanie rézniczkowe r-go
rzedu ze wzgledu na niewiadome funkcje 7,( (t) i w(t); sprowadzamy wiec
uklad (3.21) do uktadu dwoéch réwnan rézniczkowych rzedu r. Oczywiscie
musza by¢ spelnione odpowiednie zalozenia o wystepujacych funkcjach;
ma to z reguly miejsce przy przyjmowanych zazwyczaj funkcjach pelza-
nia, totez nie zatrzymujemy sie nad szczegolowa dvskusja warunkow
rozwigzania.

W szczegolnosci otrzymujemy np. dla r=1, tj. dla K(t, 7)=u(t) v(z)
nastepujacy uktad réwnan liniowych o postaci normalnej Cauc hy’ego:

()]

( mo=|ew0=- 3

3.22) + [’;(‘f,) + Agg(8) )] o(8) + A () 9(0) 0 (2),
tGile) [cpw(t wlt) o, (t)]
)
[u(i)) + }*wwu(t) ( )] w(t) ‘Jl_ A(o;yu(t) U(t) no(t) v

/

W zastosowaniach praktycznych réwnania (3.22) sg zazwyczaj zupel-
nie wystarczajace. Uklad (3.22) mozemy takze sprowadzi¢ do jednego row-
nania rzedu drugiego.

Jezeli funkcje u i v majg posta¢ wykladniczg, np. u(t) = Cel, vlz)—
— 7, tzn. u(t)v(r) =Ce 7“7, to jak latwo sprawdzi¢, réwnania (3.22)
sprowadzaja sie do réwnan o stalych wspélczynnikach i rozwigzanie
znacznie sie upraszcza.

Dalszy tok rozwiazania jest analogiczny do podanego w p. 2. Uzyskaw-
szy konkretng postaé rozwiazania réwnan jednorodnych przechodzimy do
rozwigzania og6lnego réwnan niejednorodnych, zdwierajacego odpowied-
nie funkcje wyrazéw obciazeniowych, w sposéb znany z teorii réwnan réz-
niczkowych (np. metoda uzmiennienia statych). Wyrazy obciazeniowe na-
lezy przy tym wyrazi¢ przez wielkosci hiperstatyczne [por. wyrazenia

¢ Mozemy w tym celu przedstawié je w postaci [np. dla pierwszego z réwnan
321)]

r t
k;; u}am (t')g~ [Z,ma]o (z) + /tnww(t)] v,(r)de.
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(2.14)]. Powtarzajac odpowiednio wywody p. 2 dojdziemy w rezultacie
do ukladu réwnan ‘réiniczkowych, odpowiadajacego ukladowi réwnan
catkowych (2.21), z ktérego wyznaczymy wielkoSci hiperstatyezne jako
funkcje czasu. Oczywiscie wszelkie uproszczenia oméwione w p. 3.1, 3.2
i 3.3 dadza sie zastosowaé w odpowiedni sposob. Ograniczamy sie na tym
miejscu do tych ogélnych uwag.

Jak wida¢ teoria pelzania ustrojow hiperstatycznych wstepnie spre-
zonych jest na ogo6! dosé skomplikowana i rozwigzanie kazdego konkret-
nego ustroju stanowi dla siebie oddzielne zagadnienie. Totez celem ni-
niejszego studium bylo tylko naszkicowanie 0g0lnych metod i drég roz-
wigzania. Przejscie do konkretnych przypadkéw wymaga przyjecia od-
powiedniej funkcji pelzania, jak réwniez poczynienia zalozen co do spo-
sobu i przebiegu w czasie obcigzen dzialajgcych na konstrukeje. Powsta-
je tutaj od razu problem okreslenia, ktére z omoéwionych uproszczen
i w jakim zasiegu moga byé¢ w konkretnym przypadku zastosowane. Za-
gadnienia te bedg przedmiotem oddzielnej pracy.

Literatura cytowana w tekscie

[11 N.Ch. Arutiunian, Niekotoryje woprosy tieorji polzuczesti, Moskwa-
Leningrad 1952.

[2] R. Busemann, Kriechberechnung von Verbundtrigern unter Benutzung
von zwei Kriechfasern, Bauing., 11 (1950).

[31 Z. Bychawski, Resolving Kernel of the Volterra Equation in the Case
of the Generalized Creep Function, Arch. Mech. Stos. 2 (1957).

[4] G. Colonnetti, Scienza delle Construzioni, Turyn 1941.

[51 G. Colonnetti, Deformazioni plastiche e deformazioni viscose, Pont.
Ac. Sci. Acta, t. 6, 24. '

[6] F.Dischinger, Untersuchungen iiber die Knicksicherheit, die elastische
Verformung und das Kriechen des Betons bei Bogenbriicken, Bauing. 35/36, 39/40
(1937).

[71 A. Habel, Der Einfluss des Kriechens und Schwindens auf die statisch
unbestimmten Gréssen vorgespannter Durchlauftriger und Zweigelenkrahmen, Bet.
Stahlb., 4 (1955).

[8] A. J. Iszlinski, Prodolnyje kolebanja stierinia pri naliczii liniejnowo
zakona poslediejstwia i reia,ksacji, Prikt. Mat. Mech. 1 (1940).

[91 P. Lardy, Eigenspannungen und vorgespannter Beton, Schweiz. Bauztg,
5 (1948). ;

[10] F. Leonh a.-frdt,‘Spannbeton fir die Praxis, Berlin 1955,

[11] F. Levi, Sulla valutazione degli effetti dell elastizita ritardata mei solidi
iperstatici, Giorn. Gen. Civ. 7/8 (1949).

[12] F. Levi, G. Pizzetti, Fluage plasticité précontrainte, Paryz 1951.

131 NIW. Olszak. i T Litwiniszyn, Nieliniowe zjawisko pewnego prze-
ptywu cieczy jako model reologiczny, Arch. Mech. Stos. 4 (1958).

[14] W. Olszak, Z zagadnier teorii elementéw uzwojonych w Swietle reolo-

gicznych wlasnosci materiatéw, Arch. Mech. Stos. 2 (1954).

456



[15] M. Ritter, P. Lardy, Vorgespannter Beton, Zurych 1946,

[16]° A. R. Rzanicyn, Niekotoryje wbprosy miechaniki sistiem dieformiru-
juszezichsja wo wriemieni, Moskwa-Leningrad 1949.

[171 K. Sattler, Kriechen und Schwinden bei vorgespannten Verbund-Stahl-
betonkonstruktionen, Bet. Stahlb., 1, 2 (1954).

[18] V. Volterra, Sur Véquilibre des corps élastiques multiplement con-
nexes, Paryz 1907.

[19] V. Volterra, Lecons sur- les fonctions de ligne, Paryz 1913.

Peswowme

OCHOBBI TEOPUHU IMOJBYYECTH TDHIIEPCTATHYECHHUX
MPEABAPUTE/IBHO HANPAHEHHBIX CHCTEM

PaboTa 3amaeTrcsa LeJbI0 IIPUMBECT OCHOBBI OOIIEl TEOPUM II0JI3y4eCTH
IUTIEPCTATNHECKUX, TIPEBAPUTENLHO HANPSKEHHBIX CUCTEM, & B OCODeH-
HOCTM BBIBECTM CUCTEMbI YPaBHEHMI, Aalolljyfie BO3MOXKHOCTL OTIpefleNTh
rurepcraTuyeckyue BeJMUMHBI, KaK (QYHKIMM BpemMeHyM, a TaKKe paccMmo-
TPEeThb METOAbl PEIIeHMA CUCTEM STUX ypPaBHEHUIN.

Bomnpoc mnpezcraBieH Ha OCHOBaHMM OOl TeopmMy JIMHENHON [OJ3y-
gecty BoabTeppu - BoarbnMaHHA NIPMBOAALLEN K CUCTEMaM
VHTETPaJIbHLIX ypaBHeHMI, cm. (2.21).

OcHOBBIBaAChH Ha TOYHOM peLIEHMM, pPacCMaTPMBAIOTCA TIJaBHBbIE Ha-
IPaRJIEHNA YIIPOLLEHNA TEOPUHK, a MMEHHO: YIpOlleHue ypaBHEHuM, Kaca-
IOLMXCA CTATUYECKO) BHYTPEHHEN HEeONpemeaMMocTy (IPpUMEeH/MOe IIPH
COCPEIOTOUYEHHOM apMaType); YIPOIeHe ypaBHEeHM, KacallXCcsa BHeII-:
Helt HeompeneaMMoCTy (HepaspesHble 0askm); Mepexon K OJHOPOIHON Cy-
creMe (a TakKe Ciydayl HaIpAramolleil apMaTypbl, CKOJb3AIIei cBOGOIHO
MO0 CBOMM KaHajaM); 3aMeHa WHTErpajbHbIX ypaBHeHmit — mmddepeH-
IMaNBHBIMM. B HACTOALIMX MCCJIENOBAaHMAX He NPMBOAATCA NpUMepbl 3d-
dexTuBHBIX pemennit. Oy GyAyT PaccMOTPEHBI B OTAENBHO pabore.

Summary

THE FOUNDATIONS OF THE THEORY OF CREEP OF STATICALLY
INDETERMINATE PRESTRESSED STRUCTURES

Dealt with in this paper ‘are the foundations of a general theory of
- creep in statically indeterminate prestressed structures, in particular
the derivation of systems of equations enabling the determination of the
redundant quantities as functions of time; a general discussion of methods
for solving such equations is included.
The considerations are based on the Volterra-Boltzmann
general theory of linear creep, leading to systems of linear equations [see
the system (2.21)].
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On the basis of accurate solutions, consideration is given to the prin-
cipal ways in which the theory can be simplified. These ways are:
simplification of the equations of internal statical indeterminacy (in the
case of concentrated reinforcement); simplification of the equations of
external statical indeterminacy (continuous beams); transition to a homo-
geneous system (together with the case of prestressing réinforcement
allowed to slide in its chanmels); and replacement of integral equations
by differential equations. No practical examples are solved in this in-
vestigation. They will constitute the subject of a separate paper.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
IPPT PAN
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