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OPTYMALNE KONFIGURACJE WIELOELEMENTOWYCH
ROZGALEZIEN PLASKICH

STANISLAW TOKARZEWSKI(WARSZAWA)

Na podstawie funkcji celu przeprowadzona zostala teoretyczna analiza optymalnych katow
dla wieloelementowych rozgalezieri plaskich, reprezentujacych polaczenia elektryczne, rurocia-
gowe, chirurgiczne i inne. Wyniki teoretyczne zostaly zilustrowane praktycznymi przykladami

obliczeri optymalnych katéw dla kilku wybranych rozgalezien plaskich.

1. WsSTEP

Wieloelementowe rozgalezienia plaskie spotykane sa w technice, a
takze w przyrodzie bardzo czesto. Przykladem moga by¢ wszelkiego ro-
dzaju sieci elektryczne, sieci wodociagowe, uklady krwiono$ne zwierzat i
ludzi, uklady zasilajace roéliny w pokarm itd. O ile w technice konfigu-
racje rozgalezien narzucane sa przez konstruktora, o tyle w przyrodzie
powstaja one samorzutnie w wyniku nie zawsze znanych praw przy-
rody. Poszukiwanie zasad optymalizacji konfiguracji wielosegmentowych
rozgalezien jest wiec wazne zaréwno z praktycznego, jak i poznawczego
punktu widzenia. Moga one z jednej strony przyczyni¢ si¢ do poznania
praw fizycznych, zgodnie z ktérymi powstaja réznego rodzaju polaczenia
naturalne, z drugiej za$ staé sie narzedziem do doskonalenia konfiguracji
wielosegmentowych rozgalezied wykonywanych przez czlowieka.

Powyzsza tematyka ma bogata literature [2,4,1,5,6]. W pracach tych
sformulowano zasady wariacyjne stuzace do optymalizacji konfiguracji
jedno, dwu i tréjelementowych prostych rozgalezien plaskich. Wyniki
testowano na przykladzie polaczen odpowiednio wybranych z ukladu
krwiono$nego czlowieka.
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Niniejsza praca formuluje zasady optymalizacji konfiguracji rozgale-
zien skladajacych sie z dowolnej, ale skoriczonej iloéci elementéw. Jed-
noczesénie, w przeciwienistwie do wyzej wymienionych prac, nie ograni-
cza rozwazan do stalego na pojedynczym elemencie rozkladu gestosci
skladowych funkcji celu, dopuszczajac wystepowanie réznego rodzaju
zaburzen powstajacych w okolicy punktu, z ktérego biora poczatek seg-
menty tworzace rozgalezienie.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozwazmy wieloelementowe rozgalezienie plaskie, biorace swéj po-
czatek w punkcie przecigcia (r,p) i koficzace si¢ w punktach zewnetrz-
nych (r; , ¢; ), (rys.1). Zalézmy, ze kazdy segment rozgalezienia jest od-
cinkiem prostym o dlugosci /; liczonej od punktu przeciecia rozgalezienia
(v, ). Przyporzadkowujmy n+ 1 - elementowemu rozgalezieniu plaskie-
mu pewna, na razie nie okreslona, dowolna funkcje celu G(r,¢), jak
nastepuje:

,b; (pa

Rys. 1. Schemat wieloelementowego rozgalezienia plaskiego w ukladzie biegunowym

(2.1) G(r,¢) = gc.-u.-(r, o)l
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Funkcje Gi(1;) wystepujace w (2.1) nazywaé bedziemy i-tymi sktado-
wymi funkcji celu G(r, p). Poniewaz punkty zewnetrzne (r;, ¢;) s3 usta-
lone (rys.1), wartoéci funkcji celu (2.1) zaleze¢ beda wylacznie od poloze-
nia punktu wspélnego (r, ). Celem pracy jest wyznaczenie takiego po-
}ozenia punktu przeciecia (r, ¢), dla ktérego funkcja celu G(r, p) osiagnie
wartoéé minimalna. Nalezy zauwazyé, ze przy ustalonych polozeniach
punktéw (r;, ;) wspélrzedne punktu przeciecia (r, ) sa jednoznaczna
funkcja katéw o; (rys.1). Poszukiwanie optymalnego polozenia (r, )
jest wiec réwnowazne poszukiwaniu optymalnych katéw o; (rys.1), o-
kreélajacych optymalna konfiguracje n + 1 - elementowego rozgalezienia
plaskiego. Dotychczas nie narzucaliémy Zadnych wiezéw na ruch punk-
téw przeciecia segmentéw rozgalezienia (r,¢), (rys.1). Mozna jednak
zauwazy¢, ze punkt (r, ) porusza si¢ wylacznie wzdluz ustalonego kie-
runku ¢= const, albo wylacznie po okregu o promieniu r =const (rys.1).
Te dwa przypadki rozwazymy dodatkowo w niniejszej pracy. Otrzymane
wyniki teoretyczne zilustrowane zostana przykladami praktycznych obli-
czen.

3. PODSTAWOWE ROWNANIA

Istnienie dla funkcji celu G(r, ¢) lokalnego minimum, okreslaja nas-
tepujace zaleznosci:

8G G &G 96 PG (8G\*
Sl opmmdiogs ol 1) S, ar2'a<p2’(6r6so) =

Podstawiajac (2.1) do (3.1) otrzymujemy

62 . g.~<l.->% =0, zo i) 5 = 0
zo £ {[sw (& ) +g.a)§2’2] [si00 (52) + a0 (54)] -

al; al; %, ol ol 0%,
S; (l)a a gi(l')mjl I:S (1 )a a + J( J)araso]} > 0’

P —
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gdzie
(3.4) o \/1'2 + 12 — 2rr;cos(p — ®i)

jest dlugoscia pojedynczego segmentu (rys.1), zaé

(3.5) gi(l;) = 3_G_(Q’ Sil;) = azgli?(li)

zostaly wprowadzone dla wygody oznaczen. Ze zwiazku (3.4) wynikaja,
nastepujace zaleznosci:

Ol; r—ricos(p— ;)

67‘ l,' ;
Ol; r-risin(p — ;)
dp l; :
321,' 1 ri sin(cp i (p,') 4
(3.6) 7 (——l:——) ,
O;  ricos(p — ;) — £ r2 (r — ricos(p — ;)\
3<p2 = l,' l, ( l,‘ ) :
ol - s1n(<p ©i) T s1n(<p i
8r6<p ( ) '

_ (r-' COS(sol: i — r))

wchodzace w sklad ukladu réwnaii (3.2) i relacji (3.3). Punktem wyj-
Scia do wyznaczania optymalnego polozenia wezla rozgalezienia (r, ) sa
znane skladowe funkcje celu G;(l;) dwukrotnie rézniczkowalne wzgledem
dlugosci elementu ;. Opierajac si¢ na nich mozna wyznaczyé ze wzoru
(3.5) gi(l;) i si(l;), a nastepnie podstawi¢ do zaleznosci (3.2). W ten spo-
s6b otrzymuje sie uklad dwéch réwnan okreslajacych wraz z réwnaniami
(3.4) i (3.6) dwie poszukiwane wspéirzedne (r, ). Wspéirzedne te beda,
okresla¢ optymalne polozenie wezla rozgalezienia, jeéli podstawione do
zaleznosci (3.3) spelnia je. Analiza ukladu réwnaii danych w postaci
(3.2) - (3.6) jest niezwykle trudna i pracochlonna. Staje sie znacz-
nie latwiejsza, gdy do (3.2) - (3.6) wprowadzimy katy a;, okreélajace
konfiguracje wieloelementowego rozgalezienia plaskiego (rys.1).
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4. WARUNKI OPTYMALNYCH KONFIGURACIJI ROZGALEZIEI"J

Zaréwno w technice jak i w przyrodzie skladowe wybieranych do
rozwazan funkcji celu G;(l;) posiadaja naczesciej asymptoty, to znaczy,
ze po przekroczeniu pewnej dlugosci charakterystycznej I{ niewiele sig
réznig od funkcji liniowej. Stad przy zalozeniu, Ze elementy wieloseg-
mentowego rozgalezienia sa wigksze od dlugosci charakterystycznych If,
skladowe funkcji celu G;(l;) mozna przedstawi¢ w postaci

(4.1) Gi(ly) = ail; + b;, 1; > I,
gdzie a; i b; sa stalymi. Stad pierwsze i drugie pochodne funkCJl G (l )

sa réwne
(42) W) _ gty =, T =51 = 0

Ze wWzor6w (3 6) oraz z rysunku 1 wynika, Ze stuszne sa, nastqpujq,ce
zaleznosci:

a_li_ by —cose. — = reina;
ar i e
2. 82, 2
4.3 e sin? Pl r cos a + 7 cos” o,
or? l; dp? L
2].
6(261:,0 = sino;+ %sin Q/; COS 4y

gdzie a; sa katami okreslajacymi konfiguracje rozwazanego wieloelemen-
towego rozgalezienia (rys.1). Podstawiajac (4.2) - (4.3) do (3.2) - (3.3)
otrzymujemy po uciazliwych rachunkach nastepujace warunki konieczne:

n n
(4.4) Y ajcosa; =0, Y aisina; =0,
i=0 i=0

1 dostateczne:

i %sin2 a; >0,
(4.5) : -
3 Z ﬁl—' sin’(q; — o) > 0,

i=0 j=0 l, J

istnienia minimum funkcji celu (4.1). Poniewaz a; i l; s3 wigksze od zera,
warunki dostateczne istnienia minimum (4.5) spelnione sa tozsamosciowo.
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Stad wynika, ze dla wieloelementowego rozgalezienia plaskiego o ele-
mentach wiekszych od dlugosci charakterystycznych, funkcja celu (4.1)
osiaga minimum wtedy, gdy katy rozgalezienia o; spelniaja zwiazki (4.4).
Nalezy zauwazy¢, ze warunki istnienia minimum (4.4) nie zaleza od
polozen punktéw zewnetrznych rozgalezienia (r;, ;). Oznacza to, ze nie
zaleza od dlugosci elementéw tworzacych rozgalezienie, a wiec zwiazane
sa wylacznie z konfiguracja wieloelementowego rozgalezienia plaskiego.
Nalezy réwniez zauwazyé, ze nastepujace zaleznosci:

(4.6) Y a;cosa; =0, ¢ = const
i=0

oraz A

(4.7) > a;sina; =0, r = const
i=0

okreslaja warunki dla optymalnej konfiguracji wieloelementowego rozga-
lezienia plaskiego przy zalozeniu, ze punkt wezlowy polaczenia porusza
si¢ wylacznie wzdluz z géry ustalonego kierunku oraz po okregu o usta-
lonym promieniu. -

5. WIEZY GEOMETRYCZNE

Analiza rysunku 1 prowadzi do wniosku, ze sluszne sa nastepujace
zaleznoéci:
(5.1) o = 180°,

risin(p—pi) _ .
ricos(p — ¢;) — Tbgtat 5 it 1

Nietrudno zauwazy¢, ze zwiazki (5.1) sa wiezami geometrycznymi
wynikajacymi z faktu, ze wieloelementowe rozgalezienie plaskie posiada
punkt centralny (r,¢), galezie jego przechodza przez ustalone z géry
punkty zewnetrzne (r;, ¢;) oraz jeden z jego elementéw jest promieniem
biezacym ukladu biegunowego. Réwnania (5.1) wraz z réwnaniami (4.4),
badz (4.6), bad (4.7) stanowia uklad n+3 réwnaii z n+3 niewiadomymi
parametrami r, 9, ;(i = 0,1,...,n). Réwnania te okreslaja optymalna
konfiguracje¢ wieloelementowego rozgalezienia plaskiego przechodzacego
przez z goéry dane punkty zewnetrzne (rip;), (rys.l). Uklady (5.1) i
(4.4), (5.1)1 (4.6), (5.1) i (4.7) dotycza przypadkéw, gdy na ruch punktu
centralnego rozgalezienia nie naklada si¢ zadnych wiezéw, gdy porusza
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sie on wzdluz z géry ustalonego kierunku, gdy porusza si¢ po okregu.
Do réwnan (5.1) warto dotaczyé, wynikajacy z rysunku 1, zwiazek

(5.2) B M
- 3 sin oy

okreslajacy dlugoéci poszczegélnych elementéw rozgalezienia plaskiego.

6. PRZYKLADY OPTYMALNYCH KONFIGURACJI ROZGALEZIEN
PLASKICH

Optymalizacja konfiguracji rozgaleziei w warunkach poruszania sig
punktu centralnego po okregu nie bedzie analizowana. Skoncentru-
jemy uwage wylacznie na réwnaniach (4.6) i (4.4). Dodatkowo ograni-
czymy rozwazania tylko do przypadkéw, w ktérych optymalne wartosci
katéw rozgalezieh nie beda zalezaly w sposéb jawny od polozed punk-
téw zewnetrznych (ri,¢;), (rys.1). Z ogélnego wzoru (4.6) wynikaja
nastepujace formuly:

dlan =1 (rys.2a)

(6.1) ap—ajcosag =0,
stad -
cosa; = —;
a

dla n = 2 i po przyjeciu ay = 0 (rys.2b)
(6.2) ag—ajcosay —ag =0,

st
o ap — a
cos ) = BL
a

dla n = 3 i przy zalozeniu symetrii &y = o (rys.2c)

6.3 ap — ajcosay —agcosay =0,
0
stad -
cosay = :
a) + ag

dla n = 4, po zalozeniu symetrii a; = a3 i przyjeciu oz =0 (rys.2d)

(6.4) ag — a1 cosay — ag — agcosag =0,
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Rys. 2. Przyklady typowych rozgaleziedi plaskich poddawanych optymalizacji wzdiuz
ustalonego kierunku (linia przerywana)

tad
=2 ag — a2

cosay = ;
a; + as

Formuly (6.1) - (6.4) okreslaja wartosci optymalnych katéw dla ty-
péw rozgaleziei pokazanych na rysunku 2. Formuly te obowiazuja w
warunkach poruszania sie punktu centralnego rozgalezienia wzdluz usta-
lonego kierunku (rys.2, linia przerywana). Biorac pod uwage wzory (4.4)
otrzymujemy:

dla n = 2 (rys.3a)

(6.5) @g—ajcosag —agcosaz =0, a;sina; + azsinag =0,

s 2 2 yrpd 247 DETESD
ap+ ay — a5 ag + a3 — aj
COB @ sTE S T e COR = Tt TS

2(10(11
dlan =31y =0 (rys.3b)

2aoa2

(6.6) ag—ajcosay —ag—agcosag =0, aysinog + agsinoz =0,






