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OSIOWO-SYMETRYCZNE DRGANIA ZLOZONEJ MEMBRANY KOLOWEJ

VACLAV VODICKA (PLZEN)

Wstep

Zagadnienia matematyczne drgan swobodnych i wymuszonych w jednorodnych
osrodkach izotropowych sa $ciSle ze soba zwigzane. Znajduje to odbicie w teorii
potencjaléw opdznionych. W przedstawionej pracy pokazano na przypadku osiowo-.
symetrycznych drgain membrany kolowej, sktadajacej si¢ z n wspoél§rodkowych
czedei jednorodnych, ze powyzsze powigzania pozostaja w mocy réwniez i dla
osrodkéw warstwowych. W zwigzku z tym istnieje mozliwo$¢ wykonania duzej
czesci pracochlonnych obliczen jednoczeénie dla drgari swobodnych i wymuszonych.
Niektére z podanych wynikéw nie byly dotychczas znane.

: 1. Podstawowe zagadnienie matematyczne

Wigkszo$¢ przytoczonych niZzej rozwazan matematycznych stanowi wspolng
podstawe do rozwiazywania zaréwno zagadnien osiowo-symetrycznych drgan
swobodnych kolowej membrany ztozonej jak i drgan wymuszonych.

1.1. Zagadnienie podstawowe. Niech ¢z (k=1,2,3,...,n) oznaczaja stale do-
datnie, a o dodatnie wspolrzedne, przy czym .

0=00<01 <0< <0n-1<0n=>.

Oznaczmy dalej 1 = w/cx (k = 1, 2, 3, ..., n), gdzie w jest dowolnym parametrem.
W pierwszej kolejnoéci znajdziemy wartosci wlasne oraz funkcje wilasne dla na-
stepujacego zagadnienia brzegowego [symbol (') wprowadzono dla oznaczenia
pochodnych wzglegdem o]:

1
(1.1) RZ+ZR3¢+Z%Rk=O, or-1<o<egx, 1<k<n,
(1.2) Ry (o) ograniczone przy ¢—>0, Rn(b)=0,
(1.3) Res1 =Re,” R =8, 0=, I1<k<n—1

Dalej przytoczone beda rozwazania prowadzace do zbudowania odpowiednich
szeregdw Fouriera-Bessela.



574 VACLAV VODICEA

Przyjmujac ogélnie
(1.4) Ri(0) = AxJo Pk @)+Br Yo (Ax0), 1<k <n,
znajdujemy z (1.2) i (1.3) nastepujacy uklad réwnan:
(1.5) By =0, AuJy(Anb)+Bn Yo (Aab) =0,
Ar+1Jo (s 1 08)+Br+1 Yo (Ae+1 08) = AxJo (A 0x)+Br Yo (Ax 02),
(1.6) Ar+1J1 Qv 08)+Biev1 Y1 (Aksq k) = Ak [AxJy (Ax 08)+Be Y1 (A 06)]

Av=gltciti =1 Sk €n=1

dla wyznaczenia wspétczynnikéw Ax i Bx (k =1, 2, ..., n) wystepujacych w (1.4).
1.2. Rozwiazanie réwnan (1.5) i (1.6). Korzystajac z wronskianu

(1.7) J1(2) Yo (2) —Jo (2) Y1 (2) = 2/(7v2)

mozemy réwnania (1.6) przedstawi¢ w postaci macierzowej

by 4
(1.8) Ky poT 71k+1 ox My K, l<ksn—1,
5= A", e hen M=l b’”, 1 Sk Shad
By agz, biy

agy = ArJy (G o) Yo (Ak+1 08) — Jo (e 08) Y1 (Ak+1 0%),
bgy = Ak Y1 (i 0k) Yo (A1 08) — Yo (A o) Y1 (Akc+1 k),
Ay = — ArJy Gk 06) Jo (Ax+1 08) +Jo (i %) J1 (A1 0k)s
by, = — Ak Y1 (Zx 0k) Jo (Ak+1 06)+ Yo (Ax 0k) J1 (Ak+1 0K)-

Uwzgledniajac w powyzszym pierwsze réwnanie uktadu (1.5) znajdujemy wy-
Tazenia

X
p%’

A, 1<k<gn—1,
Plc

k
fanem(2) 0 g0

(1.9)
l(k) = }»2 }.3 A]g.,.l, Q(k) = 01 025 +++ 5 Ok

przedstawiajace niewiadome wspotczynniki Ay i By (k = 2,3, ..., n) w zaleznosci
od Aj, przy czym zgodnie z (1.5) By = 0. W (1.9) p{® przedstawiaja elementy
macierzy

(k")’ (12)
P20, P(zz)

(1.9.1) e ]—MkMk 1. MyM, 1<k<n-—1.

Widzimy wigc, Ze rozwiazania Ax i Br réwnan (1.5) i (1.6) otrzymujemy przy
By =0 ze wzordw (1.9) i (1.9.1), przy czym A; pozostaje nieokreslone.
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1.3. Rownaie charakterystyczne i wartosci wlasne zagadnienia. Przyjmijmy w (1.9)
=n — 1, wéwczas otrzymamy

7 \n-1 m\"-1
An = (7) A0 g 5=V s 41, Bn=(—2~) An=D g®=D g1, 4.

Podstawiajac powyzsze wyrazenia do drugiego warunku (1.5) otrzymamy naste-
pujace réwnanie charakterystyczne zagadnienia (1.1)-(1.3):

(1.10) Pgl-)l Jo (An b)‘l‘Pgl-)l Yo(Anb) =0, In = w/cq.

Widmo wartosci wlasnych. zagadnienia przedstawiaja dodatnie pierwiastki wp,
(m=1,2,3,..) réwnania (1.10).

1.4. Funkcje wlasne. Kazdej warto$ci wlasnej wn, zagadnienia odpowiada zbidr
liczb charakterystycznych

(1.11) Aem = omfck, 1< k<n,
ktére zgodnie z (1.9) zapiszemy w postaci
(1.12) AV s dohogy st Ik Sn—1

oraz zbiér macierzy Pi(wm) = ||p§> (wm)l, r,s=1,2 oraz 1<k<n—1.
Macierze te otrzymujemy z (1.9.1) i (1.8) przez zastapienie w nich kazdego Ax od- -
powiadajacym* mu Agpm.

Wsp6lezynniki Axm i Brm odpowiadajace warto$ciom wlasnym wy, otrzymujemy
z (1.5) i (1.9) w postaci

7 k-1
Bim =0, Am=(3) KED o*-0pfiD, 4,

k-1
T
B (2] S 4, <k

przy czym A;m pozostaja nieokreslone.

Biorac to pod uwage znajdujemy z (1.4) wyrazenia Sim (o) (k= 1,2,..,n),
przedstawiajace ukltad funkcji wlasnych odpowiadajacych wartosciom wlasnym wsm
badanego zagadnienia:

Rim (@) = Ay Sem (@), 1< k<n,
(L.13) Sy (@) = Jo (0m @/c1),
7 k-1
Skm (0) = (7) 0* =V 25V [pEL; (0m) Jo (wm ofcxk) +
+ PEY) (0m) Yo (0m glcw)], 2 <k <n.

1.5. Ortogonalno$¢ funkcji wlasnych. Znajdziemy pewne zwiazki ortogonalnosci mig-
dzy funkcjami wlasnymi Sim (0). Zwiazki te posiadaja zasadnicze znaczenie
przy rozwigzywaniu zagadnien brzegowych fizyki matematycznej. Punktem wyjscia

Rozprawy InZynierskie — 5
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bedzie dla nas fakt, ze wyrazenia Rim (o) spelniaja podstawowe zwiazki (1.1)-(1.3).
To samo dotyczy oczywiScie réwniez i funkcji wlasnych Sin (@ (k=1,2,.5n).
Mozemy zapisa¢ to nastepujaco:

A
(1.14) ;,g(eskm)+z%meskm=0, er-1<e <gr, 1<k<n,

(1'15) Snm(b)=0, Sk+1,m=Slcm, S;c+l'm=s;gm’ 0 =0k, lSkSn—l.

Powyzsze zwiazki sa spelnione dla dowolnego m = 1,2, 3, ....
Wezmy pod uwage dwie funkcje whasne Sk, (0) i Ss (0), wéwezas z (1.14) otrzy-
mujemy

ARbaigd = *(i : 8
(Z%r %s) 0Skr Sks = Skr do (0Sks) — Slcs (QSkr) o

VAN
x>
N
=

d : ,
== ge“ [o (Skr Sks — Skr Sk0)l,  0k-1 <0<k, 1
Calkujac to wyrazenie w granicach gx_; < ¢ < or znajdujemy

Skr(0x), Sks(or)|

Skr (@) Sks (0) do =
2,) f 0Skr () Sks () do = o Ser(01)s Sks(on)|

Ox-1

Skr (0k-1)>  Sks (0k-1)

Tt o) Skr (k-1)5  Shs (0x_1) 1’

Wprowadzajac oznaczenia

S{cr(gk), Sks (0x)
Skr(0r)> Sis(0n)|’

oraz biorac pod uwage (1.15) mozemy zapisaé poprzednig relacje catkowa w postaci

Dyrs = 0, Dyyrs = Ok 1<k

N

n

Ok
(}%r 2 Iis) f QSlcr (Q) Sks (Q) d@ = Diys —Dg_1,rs, lL<k<un,
k-1
przy czym zgodnie z (1.15) mamy Dyrs = 0 oraz Doys = 0 zgodnie z definicjg.
Sumujac otrzymany zwiazek stronami wzgledem k i biorac pod uwage (1.12)
otrzymamy réwnos$é

" 1
(1.16) (w,-—w§ 2 f 0Skr (0) Sks (@) do =0,
k=1

ktéra jest spelniona przy r,s = 1,2,3,.... Na podstawie (1.16) dochodzimy do
poszukiwanego warunku ortogonalnosci 3

1
(1.17) 2—2 fQSk,(o)Sks(g)do—O r#s, rs=123,.

k=1 Ck
Ox-1
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mig¢dzy dwoma zbiorami funkcji wlasnych Sy, (0) 1 Sks (9) odpowiadajacych dowolne;
parze warto$ci wlasnych w, i w;.

1.6. Przypadek s = r. Gdy s =r, to (1.16) staje si¢ toZsamoscia i nie mozemy
stad wyciaga¢ wnioskéw odnosnie wyrazen :

n 1 ek
(1.18) N,=Z?2— fgs,%,(g)dg, e
k=1 k
Or-1

ktére, mimo wszystko, sa wazne w szeregu zastosowan. Z tego powodu poczynimy
kilka uwag, ktére ulatwia obliczanie wartosci (1.18). Oznaczajac (') pochodna
wzgledem o i biorac pod uwage (1.14) otrzymamy

i == g " = 2 dasi,
d_Q(QSkr)Z = 29Skf79(gskr) = — 2% 02 Skr Spp = — Ar 0 do s
Catkujac powyzsze wyrazenie przez czesci znajdujemy
! L%y 2 Q2 2
7 @S2 = 25}, — 2 [0S}, (o) do.
[
Stad widzimy, ze catki wchodzace do (1.18) przyjmuja postaci
Ok a5 0 2 0k
1 1 xr (0 e
f Qsir(g)d =_[@2=S121r(9)+_2_[ a ]}] ’ l<k<n,
2 P de 0=0¢~,
Qx—1
ktére oczywiscie mozna przeksztatcié przy pomocy zwiazkéw (1.15).
Biorac pod uwage (1.15) otrzymamy dla 2 < k < n
O
k=
2 f 0Sr (0) do = o} [S?cr e+ 77 Ser (ek)] = = [Slz:r(ek—l)+
- i
k-1

i % i
) [ R )
‘kr kr

1 ‘
— g 1 [51%-1, r(0x-1)+ E’Skz_n, r(Qk—l)]s
r

przy czym zwigzki te obejmuja réwniez k = 1 ze wzgledu na to, ze oo = 0. Stad
mozemy napisaé:

O
2 2 2 1 2
2 0S%r (0) do = o | Sir (00)+ Z Ser (06) | —
r
{1.19) G

TRy
= [Slzc—l,r(ek—l) + 7 Sht,r (Qk-x)], 1<k<n.
»
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Podstawiajac (1.19) do (1.18) oraz uwzgledniajac (1.11) 6trzymamy
n

1 .
Wr = ) 7 16h St (@) — €host ks, o (-] +
k=1

V [0} S (o) — @by SPr,r (k-] r=1,2,3,...
'k=1
oraz ostatecznie

Ok
gl dSnr (0)
. _Cz f oSt (@) do = [2(”'[ ] ]

k=1
(1.20) Q-1 - ;
—_ 52 {or), r=1,23
+ 5 2 ( ZH) 2,

1.7. Szeregi Fouriera-Bessela. Niech Fy(o) bedzie funkcja okreSlona w przedziale
or-1<p<ox (k=1,2,..., n). Wezmy pod uwage nastepujace rozwinigcia w szeregi
przy znanych zalozeniach odnos$nie funkcji:

12)  BE@= D »S@, e-1<e<a, l<k<n

Wspdtczynniki y, znajdziemy w nastgpujacy sposéb. MnozZac kolejno stronami
réwnosei (1.21) przez (o/c2) Sks (o) i catkujac w granicach gx-y < ¢ < g, @ na-
stepnie sumujac otrzymane wyrazenia wzgledem 1 < k < n otrzymamy po uwzgled-
nieniu (1.17) i (1. 18)

O
n

1
2 f 0F: (0) Sks (@) do =5 ) - f 0Sks (0) do = 75 Ns.
= Qk-

k=1 o5t

Stad wspoétczynniki y, szeregu (1.21) przyjma postac

fr

fEFk(E) SeE)de, . r=1213.,
Qk 1

Wchodzace tu wyrazenia Sy (£) okresla (1.13), a wartosci Ny — (1.20).

Wyniki powyzszych rozwazafh mozemy stosowaé bezposrednio zaréwno do
rozwigzywania zagadniefi drgan swobodnych, jak i wymuszonych membran kolo-
wych zlozonych ze skonczonej liczby jednorodnych pierscieni wspot§rodkowych.
Te zagadnienia sa treécia dalszych rozwazan.

k

2. Drgania swobodne zloZonej membrany kolowej

Rozwazmy membrang zlozong z n jednorodnych, izotropowych p1ersc1en1 o pro-
mieniach

opr<eos=os> ISk<n, 0,—0, 0u=0
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oraz masie przypadajacej na jednostke powierzchni kazdego pierscienia Wynoszaca
odpowiednio oz. Membrana utwierdzona na obwodzie poddana jest réwnomier-
nemu rozcigganiu o jednostkowym napieciu S oraz w polozeniu réwnowagi po-
krywa si¢ z plaszczyzng z = 0. Okre$limy poprzeczne drgania wywolane poczat-
kowym przemieszczeniem f(g) oraz poczatkowa predkoscia przemieszczenia g (p).

2.1. Matematyczne sformulowanie problemu. Z matematycznego punktu widzenia szu-
kamy rozwigzania uy = uy (g, £) réwnan

()Zuk 2(()2uk + 1 ()uk)

002 o Oo

Q=10 < 085 £ >0, c,%=S/ak, lsk <

@.1) s —d

spelniajace nastgpujace warunki brzegowe

(2.2 uy (o, ?) ograniczone dla ¢ -0, wu, (b,£) =0, ¢>0,
23 ot 0, 1<k 1
(') uk+1_uk’ ‘)9 e 09’ Q_'ng t> ’ = gn—

oraz warunki poczatkowe

()uk
(2.4 ur(e,0) =1(0), [W]M=g(e), g-r<e<or, 1€kEn.

22. Calki szczegblne réwnad (2.1)-(2.3). Zakladajac catki szczegblne vy = vy (o, £)
réwnan (2.1)-(2.3) w znanej postaci

2.5) @) =Re(@T®, 1<k<n
znajdujemy
(2.6) T (t) = C cos wt-+D sin wt,

gdzie C i D sa stalymi catkowania, a funkcje Ry (0) spelniaja réwnania (1.1)-(1.3).

Kazdej czgstosci drgan swobodnych wp, otrzymanej z réwnania (1.10) odpowiada
zbidr n funkcji Rem (0), 1 < k < n, okre$lonych wzorami (1.13). Wobec tego kazde-
mu o, odpowiada n nastgpujacych rozwiagzaf szczegélnych:

@.7) Vkm (0, 1) = Ay Sem @) Tm (), 1<k <.

Rozwiazania te spelniaja réwnania (2.1) oraz warunki (2.2) i (2.3). Funkcje
wlasne Sgm (¢) otrzymujemy z (1.13), a Ty () — z (2.6), przyjmujac tam o = wp.
Wspdtczynniki 4,,, pozostaja na razie nieokre$lone.

2.3. Rozwigzanie réwnai (2.1)-(24). Rozwigzania tych réwnan poszukujemy, jak
zwykle, w postaci

(o]

28)  w@N=Dunln e-1<e<e, >0, 1<k<n,

m=1
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przy czym jedynie warunki poczatkowe (2.4) nie zostaly jeszcze spetnione. Pod-
stawiajac (2.7) do (2.8), a otrzymany wynik do (2.4) znajdujemy

o0 [oo]
J@= D CAinSin(@. €@ =Y DAiuonSin@, oo <o<or, 1<k<n,

m=1 m=1 #

Dwa powyzsze réwnania pozwalaja na wyznaczenie niewiadomych dotad statych
CAyy i DAy,y . Poréwnujac otrzymane wyzej wyrazenia z (1.21) i (1.22) i stosujac
nastepujace oznaczenia skrétowe

Ok
2
=daf m@©’Qa m-i2s.,
k=1 %

gm g (4
(2.9) iaine
b2 [ dSum (o) T2 y .. ( 1 1 )
No=le bt += 2| ———) 52 y meel 2t
otrzymamy
Jm &m
e = —_—, m=1,2,3,....
CAyp, Fa, DAy o Nov.

Stad rozwiazanie problemu przyjmie ostatecznie postaé

o Skem (0) gm
(2.10) uk(g,t)=m2=l ;’,m (fmcoswmt+w—:smwmt),

Ck-1 SO0 @K, t>0, 1<k<n

2.4. Membrana jednorodna. Rozwazmy membrane jednorodng o promieniu réw-
nym b, tzn. 0 < o < b oraz o stalej masie o przypadajacej na jednostke pola
powierzchni. Membrana poddana jest réwnomiernemu rozcigganiu o jednostkowym
napigciu S. W przypadku tym otrzymamy (E oznacza macierz jednostkowa)

k=0, cg=c2=S8lo, M=o/, 1<k<gn Apx=1,
2c
M= el ks 1
TPk
i wzér ogélny (2.10) po pewnych przeksztalceniach przyjmie nastgpujaca postaé, [1],

2 1 o (@nolc)
b2m=1 le (wm b/c)

gdzie wm sa dodatnimi pierwiastkami réwnania Jo (wb/c) = 0.

b
Q.11) u(e, )= f &Jo(wmé/c) [f(f) COS Wi t+ §§ sin wy, t] dg,
- m

3. Drgania wymuszone zlozonej membrany kolowej

Bedziemy rozwazali te sama membrang co w p. 2 z tym, ze bedzie ona wykony-
wala drgania wymuszone zmiennym ci$nieniem ¢ (o, £) dzialajacym na jednostke
pola powierzchni membrany poczawszy od chwili ¢ = 0.



.

g ot cadiae | o abh s i e Bl e s ol codeoh Rtlod) s o

OSIOWO-SYMETRYCZNE DRGANIA ZEOZONEJ MEMBRANY KOLOWEJ 581

3.1. Sformulowanie problemu. Przemieszczenia poprzeczne ux = uy (o, f) sa roz-
wigzaniami ukladu réwnafi rézniczkowych

aZuk = 2(()21,415 1 0uk

a@2+?a_g)+Q"(9”)’ G-1<e<owm >0,

& =Slox, Qr(e,0)=q(o,Djox, 1<k<n,

or2 &

G.1)

spelniajagcymi warunki brzegowe (2.2) i (2.3) oraz nastepujace warunki poczatkowe

ouy
3.2) ur (0, 0) = 0, [7] =0, 6. <ok, I<hken
= t=0

3.2. Zagadnienie pomocnicze. Wprowadzajac dodatni parametr 7 oraz oznaczajac
przez Uy (¢, t;7) rozwiazanie nastepujacego zagadnienia pomocniczego:

02U 2 (PUr 1 0U;
o Ck —‘)Q—Z‘F—Q*TQ, Ok-1<0<g@r, t>0, 1<k<n,

(3.3)

3.9 th (o, 1;7) ogran}czone dla =0, U,(b,t;7)=0, ¢t> 0,

()Uk_,_l ()Uk
(35 U, . =uUp T=—¥’ e=or t>0, 1<k<n—1,

oUx
69 Gewnn=0 |3 -06W au<e<en 1<ken
t=1

latwo zauwazyé, ze poszukiwane rozwigzanie uz (g, f) zagadnienia (3.1)(3.2) moze
by¢ przedstawione w postaci
t

GN) m@d=[Ultidd, o-1<po<orn t>0, 1<k<n
0

3.3. Rozwigzanie zagadnienia (3.3)-(3.6). Zagadnienie (3.3)-(3.6) posiada oczywiscie te
same wartosci wy, i te same funkcje wlasne S, (0) co zagadnienie rozpatrywane
W p. 2. Weimy zatem pod uwage catki szczegblne (2.7) oraz funkcje Ty (1) jak
w (2.6); stad

(3.8) Vkm (Q, t) = Skm (Q) Tm (t), Tm (t) = Cm COS Wy t+Dm Sin wm. ¥
Rozwigzania Uk (p, 1; 7) zagadnienia (3.3)~(3.6) przyjmujemy jak zwykle w postaci

(3.9) Ul 50 = Y vem(e,0), 1<k<n,

m=1

Przy czym rozwiazania te nie uwzgledniaja jeszcze warunkéw (3.6). Uwzgledniajac
warunki (3.6) otrzymamy uklad réwnan

Z SkM(Q)TM(T)=Os Z Skm(Q)T;n(T)=Qk(QsT)’ 0k-1<0 < 0k, lgkgn’

m=1 m=1

z ktérych droga poréwnania z (1.21) i (1.22) znajdujemy réwnania dla T, )
oraz Ty, (1) = [dTm (1)/dt],_.:
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Tm () = Cm €0S wm T+Dp sin om T =0,
(3.10)

T, () = — wm Co Sin 0m T+@m Dm €OS Om T = ﬂ-, m.=:1,23
m

W powyzszych wyrazeniach warto$ci N okreSlamy z (2.9) a gm — z (3.1); stad
(47

SSkm (5) q (55 T) d&; m= 19 2’ 3’ .
Q-1

1
(3.11) qm

M=

k

-

Réwnania (3.10) rozwiazujemy wzgledem Cm i Dm, a nastgpnie wartosci te pod-
stawiamy do (3.8) i (3.9). W ten spos6b rozwiazanie Uk (o, #; 7) problemu po-
mocniczego (3.3)-(3.6) przyjmie postaé

© 9 :
(3.12) Us (o, ;=D wm';,m Stm (0) sin om (¢ — 7),

m=1
op-1<o<or t>0, 1<k<n.
3.4. Rozwiazanie dla drgai wymuszonych. Podstawiajac (3.12) do (3.7) otrzymujemy

zadane rozwiazanie, przedstawiajace poprzeczne przemieszczenia membrany ug (o, f)
w trakcie drgan wymuszonych:

¢
8 @ i
(3.13) ug (0, ) = 2 bm (0) qm (7) sin wn (t — 7) dr,
0

m=1 mem

ok-1 <0< or, t>0, Lk <n

W powyZszym wzorze wm sa dodatnimi pierwiastkami réwnania charakterystycz-
nego (1.10), funkcje wlasne Sim () sa okreSlone wzorem (1.13), Ny — wzorem
(2.9) oraz gm = gm (t) — wzorem (3.11).

3.5. Drgania wymuszone membrany jednorodnej. Przy tych samych oznaczeniach jak
w p. 2.4 znajdujemy w tym przypadku dla wszystkich wartoscim = 1,2, 3, ...

b2
Sim (@ =Jo(@mele), 1<k<n Nn=—5Ji(onbl),

b
1
m@ =5 [ hiandoaE D,

‘a zatem rozwiazanie ogélne (3.13) przyjmie postac

¢
2. =2 Hiow
010 400 = 305 > gt [sinam =) de [ a0 s(ontiod
W=g i 0

=gl 1 >0,

gdzie wm sa dodatnimi pierwiastkami réwnania Jo (wb/c) = 0.
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PesomMme
OCECUMMETPUYECKUE KOJIEBAHUS COCTABHOM KPYI'OBOYI MEMBPAHBI

MaremMaTH4eCKie BONMPOCH], KACAIOIIMECsS CBOOOAHEIX M BBIHYXKACHHBIX KOJe0aHUi B HEOTHO-
POMHBIX M30TPONMHBIX CPEJaX, TECHO CBS3aHHBI MEXAY COGOH. DTO HaXOMUT OTPAXKCHUE B TEOPHA
3ana3aepIBAOIMX MOTEHIMAJIO0B. B mpeacraBileHHON paboTe mMOKa3zaHO HA Cydae OCECHMMETPH-
YecKux KoJjeOaHWii Kpyroso#i MeMOpaHBI, COCTOSAINECH M3 7 KOAKCHAJIBHBIX OAHOPOIHEBIX KOJIell,
YTO OTMEYEHHBIC BEILIE CBA3M OCTAIOTCSH CIPABEIIMBBIMA TAaKXKEe M ANA CIOUCTHIX cpen. B ceasw
C 3THM CYyLIECTBYET BO3MOXHOCTb BBINIONHEHWs OONBIIAHCTBA TPYHOEMKHX WMCYHMCIICHHWA OXHO-
BPEMEHHO Uil CBOOONHBIX M BBHIHYXKICHHBIX KoneOaHmii. HekOTOpbIe M3 NPHBENEHHBIX PE3yib-
TaTOB He OBUIM OO CHX MOpP M3BECTHHI.

Summary
AXIALLY SYMMETRIC VIBRATIONS OF A COMPOSITE CIRCULAR MEMBRANE:

The mathematical problem of free and forced vibrations of homogeneous isotropic bodies are:
closely connected. This fact finds its reflection in the theory of retarded potentials. In the
present paper it is shown by means of the example of axially symmetric vibrations of a circular
membrane composed of 7 concentric homogeneous parts, that these connections remain valid'
in the case of layered bodies, it being thus possible to carry out many tedious computations.
for free and forced vibrations simultaneously. Some of the results obtained are original.
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