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Wstep

‘Celem pracy jest zbadanie pewnych wlasnosci uogélnionego réwnania Van der Pola
M x—e(l—[x")x4+x=0,
przy czym «x = x (f) oznacza funkcj¢ niewiadoma, & > 0 jest parametrem, za$§
n > 2 liczba rzeczywista. W przypadku n» = 3 réwnanie (1) przyjmuje postaé
(2) . x—e(l—=x)x4+x=0
«dobrze znana z teorii generator6w samowzbudnych pod nazwa réwnania Van der
Pola, [1]. Réwnaniu (2) po$wigcono wiele prac, uzyskujac interesujace rezultaty;
syntetyczne opracowanie wynikéw otrzymanych w tym zakresie znajduje si¢ w mono-

grafiach [2, 3,4 i 5]. Posta¢ (2) réwnania Van der Pola uzyskuje si¢ zakladajac
nieliniowg charakterystyke lampy w postaci

(3) i=S1us—S3u3.

W pracy [6] rozpatrzono przypadek ogélniejszy, przyjmujac nastgpujace réwnanie
charakterystyki lampy:

@ : Sius — Spup dla - n=375,7.:;
1=

Sitis — Sa|Uslu®' dla n=2,4,6 .4,

Sy >0, ograniczajac si¢ jednakze do naturalnych wartosci n. W konsekwencji
otrzymano rézne postacie rownania Van der Pola dla »n parzystych i nieparzy-

stych, a mianowicie
6 f—s(l—x”‘l)£+x=0 g n=387, ...;
x—e(l—|x]-x"2)x4+x=0 dla n=24,6,...

(por. [6], str. 400). Uogblnione réwnanie Van der Pola w sensie (1) jest takze przed-
miotem wzmianki w monografii N. Minorskiego ([3], str. 557-559), ktéry zapisuje
je w postaci

©) X+u(2 — 1) x+x=0

dla n=1,2,3,..., komentujac, z¢ w przypadku ogélnym (n > 0) nalezy braé
pod uwage warto$é bezwzgledna wyrazenia x?"; tamze wyprowadzono wzér na
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amplitudg drgaf w cyklu granicznym dla n=1, 2, ..., ktéry dla oznaczen przyjetych
w réwnaniu (6) ma postac

}nsinZ Yav

@) ro= o
f sin2 ¥ cos?" Wd¥
0 ;

[por [3], str. 558, wz. (8.4)].
Réwnanie w postaci (1) uzyskali autorzy tej pracy przyjmujac nastgpujace row-
nania charakterystyki lampy

(8) s ia, = Sl Ug — Sn, IusI" SgN us.

S; >0, Sy, >0, przy czym n moze by¢ dowolng liczba rzeczywista co najmniej
réwna 2. Zauwazymy, ze opis (4) jest szczegblnym przypadkiem opisu (8); w kon-
sekwencji, réwnania (5), [a takze réwnanie (6)], sa szczegélnymi przypadkami
réwnania (1), ktére bedzie nizej przedmiotem badan.

Wyznaczenie amplitudy drgai dla malej wartosci parametru. Na mocy twierdzenia
Levinsona i Smitha, [7], réwnanie (1) posiada dokladnie jeden cykl graniczny,
bedacy jedynym jego rozwigzaniem okresowym.

Niech 0 < ¢ € 1. Poszukujemy rozwigzania réwnania (1) w postaci

) x=A@)cos¥, gdzie ¥ =1t+0(),

przy czym A (f) i 0 (f) sa to wolnozmienne funkcje czasu, 4 () > 0. Rézniczkujac (9),
pomijajac w pierwszej pochodnej skladniki zawierajace dA/dt oraz db/dt, tzn.
przyjmujac

dA

do
(10) Zcos‘!’—A-‘Esm‘F=O,

a nastgpnie, podstawiajac tak otrzymane wyrazenie do réwnania (1), otrzymamy

dA do
(11) ZsmT+A7cos‘P eA (1 — An=1|cos?~1¥|)sin P.

Rozwiazujac uklad réwnan (10) i (11) wzgledem dA/dt i dO/dt, dostajemy

dd _
—=¢e4sin2 P (1 — A"} [cos"~! P)),

dt
a2 do
7 = ecos Ysin P (1 — A" |cos™! P)).
Korzystajac ze znanego wzoru
a2 r ( a—i—l)
2

V=
(13) f‘cosxd——z—r( +2), a >0,
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gdzie I' oznacza funkcj¢ gamma Eulera, wyznaczymy nastgpnie wartosé $rednig
pochodnej dA/dt w okresie zmienno$ci

4 (dA) SeA .
(1) dt §r— 2

n
XL n—1
(Z)A

V7 (1) P(";L 1)

Ponadto mamy
15 (dﬂ) =5
(15) dhe

co wskazuje, ze w pierwszym przyblizeniu mozna przyjaé 6 = const.

Zalezno$¢ (14) pozwoli nam wyznaczy¢ amplitude A4 (£); w tym celu rozwigZzemy
réwnanie

n
dA € Lt (T)A .

(16) T ToRA Y ;
dt 2 ]/.7-‘(”+1)P(n—21—1)

przyjmujac warunek poczatkowy A (0) = 4y > 0. Réwnanie (16) jest réwnaniem
rézniczkowym Bernoulliego, mozna je wigc rozwiazaé efektywnie przez kwadratury,
sprowadzajac w znany sposéb do réwnania liniowego.

Po wykonaniu odpowiednich rachunkéw otrzymamy

afy

an  A@= s
V?z(n+1)1“(”"21“1)
‘ g a
0
]/E(n—i—l)l“(n-;l)

Przejrzysta posta¢ wzoru (17) pozwala na przeprowadzenie dyskusji. Istnieje
mianowicie granica

Vi(n+1)1’(”jl) =
(18) lim 4 () = = An,

t—>00 2]1(1)
2

ktéra odpowiada amplitudzie drgan cyklu granicznego. Wzér (18) mozna bylo
uzyska¢ bezposrednio z warunku (14), jednakze rozwiazanie (17) pozwala na stwier-
dzenie monotonicznej zmiennoéci A (f) ze wzrostem f, a mianowicie: 4 (f) ro$nie
do wartosci Ay, gdy A9 < An oraz maleje do wartosci Ay, gdy Ay > Aq.
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Zauwazymy, ze zblizony do (17) budowa wzér otrzymano w pracy [5], jednakze
inng metoda (ktéra w istotny spos6b wymaga zalozenia, Ze n jest liczba naturalng),
a ponadto wprowadzono tam dwa parametry 4 (0) = ag oraz 4 (c0) = a,, z ktérych
drugi, jak wynika ze wzoru (18), mozna efektywnie wyznaczy¢. Latwo sprawdzié,
ze otrzymany wzér (18) na amplitud¢ drgan w cyklu granicznym jest zgodny ze
wzorem (7) w zakresie stosowalno$ci tego ostatniego.

Wykres zalezno$ci A, od n przedstawia rys. 1.

Rys. 1

Z wykresu widaé, ze warto$¢ A, maleje ze wzrostem n. Nie wdajac si¢ w szcze-
gblowe badanie tej zaleznosci, ktéra jak wida¢ ze wzoru (18) jest do$¢ ztozona,

wyznaczymy jedynie lim A,. W tym celu przeksztalcimy wzoér (18) do nieco innej
Nn—>00

postaci korzystajac z tozsamosci Legendre’a [8]
1 27
19 re r(x - 7) = —2%:7,7 rex,

w ktérej przyjmujac 2x = n, dostajemy po prostych przeksztalceniach

1| n@+1) I (n) ”—l——f

£ n
v] i
[z

Bierzemy nastegpnie pod uwage asymptotyczne przedstawienie funkcji gamma
Eulera

(20) An=

@1) rmen""te"yY2n dla  n»1,
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skad wynika réwnos¢ przyblizona
n " e
2 5 (7) i = 27 dla n»l1.
Wzér asymptotyczny dla 4, ma wigc postaé
R 1

=l
23) Agm [(n-H) ]/ %]"-l. ‘
Stad

lim — lim

(24) lim A, = exp 1 s 3

n—>00

[ In (32 n'?) ] ( 1 3n+ l)

Otrzymany wynik stanie si¢ w pelni oczywisty, gdy przeprowadzimy analizg
cyklu granicznego na plaszczyznie fazowej. Zaznaczymy tu jeszcze, Ze istotna cecha
amplitudy A4y jest jej niezalezno§é od &; nie nalezy jednak zapominaé, ze u pod-
staw wzoru (17), a wigc takze (18), lezy zalozenie ¢ <€ 1. Z drugiej strony wiadomo,
ze dla réwnania Van der Pola (przypadek n = 3) amplituda nie zalezy praktycznie
od &, choé charakter drgan zmienia si¢ ze zmiang ¢ w sposéb istotny. Fakt ten na-
sunat autorom my$l zbadania zalezno$ci A, od & w rozwazanym przypadku ogélnym
dla n > 2 w oparciu o metode «funkcji delta». W tym celu wyprowadzimy uogél-
nione réwnanie Rayleigha odpowiadajace réwnaniu (1), ktére bedzie wygodniejsze
do badania na plaszczyZnie fazowej niz uogélnione réwnanie Van der Pola, podobnie
jak to ma miejsce w przypadku »n = 3.

Uogolnlone réwnanie Rayleigha i badanie jego cyklu granicznego metoda funkcji delta.

Wprowadzimy nowa funkcj¢ niewiadoma
(25) y@ = [x@ad,

a nastgpnie rozumujac jak w przypadku klasycznym n = 3 (por [2], str. 48) otrzy-
mujemy nastgpujace réwnanie

. ),
(26) y—e(l—————;——— y+y=0

bedace réwnaniem Rayleigha dla réwnania (1); nazwiemy je uogdlnionym réw-

naniem Rayleigha. 5
Przechodzac na plaszczyzne fazowa zmiennych y oraz x = dy/dt, mozemy napisaé
réwnanie (26) w postaci nastgpujacej:
dx +d(x
ly o

gdzie d(x) tzw. funkcja delta ma postaé

| e
(28) d(x)=—¢e\l— X

n
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Poniewaz funkcja delta zalezy tylko od zmiennej x, wigc badanie na plaszczyZnie
fazowej jest do$é proste. Na rysunkach 2-5 podajemy wykresy fazowe cyklu
granicznego dla réznych wartosci n oraz &, wykonane metoda funkcji delta.

Rysunki 2-5 wskazuja, ze amplituda cyklu granicznego réwnania (1) nie zalezy
praktycznie od &. Mozemy wigc twierdzié, ze wzoér (18) ma zastosowanie dla dowol-
nych wartoégi e, w szczegdlnosci dla duzych wartosci tego parametru, co ma znaczenie
zasadnicze.

Obrazy fazowe i wykresy funkcji é (x) przedstawione na rys. 2-5 sugeruja pewna
przyblizona metodg obliczania A,, ktéra pokrétce przedstawimy. Ze wzoru (28)
wynika mianowicie, ze funkcja J(x) posiada nastgpujace ekstrema:

n—1 n—1
e _braz "o =80G:-1)— —

(29) Opux — 0 (D) e.

Za przyblizona warto$é 4, mozna przyjaé jedyne rozwiazanie dodatnie réwnania

n—1

(30)

e = 0 (x),
<zyli po uwzglednieniu (28) réwnania
31 X" =nx+@n — 1).

Poréwnanie wynikéw obliczen A, za pomoca wzoru (18) i z réwnania (31),
przedstawia tablica 1 (ograniczamy si¢ tu do dwéch cyfr znaczacych po przecinku).

Tablica 1

n 2 3 - 5 6 7 8 8

Wzér (18) 2,36 | 2,00 | 1,81 | 1,68 | 1,61 1;53 1,48 | 1,44

Roéwn.(31) | 2,41 | 2,00 | 1,78 | 1,64 | 1,56 | 1,49 | 1,45 | 1,41

Jak widaé, proponowana metoda przyblizonego {’Oyznaczania Ay daje doé¢ dobre
wyniki, przy czym pozwala ona okresla¢ Ay graficzrie bezpo$rednio z wykresu
funkcji 0 (x) bez potrzeby kreslenia cyklu granicznego, co ma zrozumiale znaczenie
praktyczne. :

Znajomo$¢ wykreséw fazowych cykli granicznych pozwala w znany sposob
uzyskaé wykresy zaleznosci x od ¢ (dla réznych wartosci n oraz ¢). Dla malych
warto$ci e, niezaleznie od n, wykresy te maja charakter zblizony do sinusoidalnego,
co bylo do przewidzenia. Dla duzych wartosci &, wykresy maja charakter drgaf
relaksacyjnych. Autorzy wykonali seri¢ takich wykreséw; poniewaz charakter
ich jest bardzo podobny, zamieszczamy tu tylko dwa z nich (rys. 6 i 7).

Z charakteru przebiegéw dla &> 1 wynika, podobnie jak to mialo miejsce dla
réwnania Van der Pola w przypadku n = 3, Ze druga pochodna d2x/ds? jest bliska
zeru (z wyjatkiem matych przedziatéw w sgsiedztwie punktéw zerowych przebiegu).
Fakt ten wykorzystamy nizej dla wyznaczenia okresu drgan relaksacyjnych, po-
dobnie jak sie to zwykle czyni w przypadku n = 3. :
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L e
o

A = _._._TK

T2 -

|

Rys. 6

iy S

o T2 E I
| .
3
A ——— ———— e .
Rys. 7

Wymmme okresu cyklu granicznego drgan relaksacyjnych (¢ > 1). Przyjmu_]qc W row-
naniu (1) X =0, dostajemy nastgpujace réwnanie rzedu pierwszego

(32) e(l —|xP~)x —x=0.

Calka ogélna réwnania (32) ma postaé

1 t
(33) B = e
Ograniczamy si¢ do pélokresu 0 < ¢ < 7/2 i przyjmujemy warunek poczatkowy

x (0) = Aq. Wyznaczajac staly calkowanla i podstawiajac do (33), otrzymamy
- ostatecznie rozwigzanie réwnania (32) w postaci
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x>0 2T e A4S

(34) b & (an:,_ ~ 1—),
przy czym A, wyraza si¢ wzorem (18).

Wzér (34) jest uogdlnieniem zaleznoéci spotykanej w literaturze dla przypadku
n =3 (por. np. [3] lub [9]); mamy wéwczas
(35) —€-=2+ln1—12,
F 2 2

Ze wzgledu na antysymetrie wykresu zalezno$ci x = x (f) wzoér (34) daje pelne
informacje o rozwiazaniu réwnania (32) z przyjetym warunkiem poczatkowym.

Ay =2

Z réwnania (32) widaé, ze pochodna dt/dx znika dla x = 1; warto$¢ ta jest
granica lewostronna funkcji x (f) w punkcie nieciaglosci, ktérym jest ¢ = 772,
przy czym skok funkcji wynosi 1-+4,. Fakt ten pozwala (podobnie jak w przypadku

n = 3) wyznaczy¢ okres drgan re-
/ laksacyjnych. Przyjmujac we wzorze
(34) t=1T/2 oraz x=1, otrzy-

a -
mamy
, AR —1
/ (36)- -F=2¢ n_—l———lnA,,.
W przypadku n =3 (43 = 2)

Lot
/ {TI}‘: %4515}4_24 }zﬁo{zf,e {2‘30{3}0 {i@;] dostajemy z zalezno$ci (36) dobrze
. znany wzOr na okres drgan relaksa-
/ cyjnych opisywanych klasycznym
réwnaniem Van der Pola z duzym
2 3 4 5 3 7 - 8 n parametrem, T = ¢-1,614.
Rysunek 8 przedstawia zalezno$¢
Rys. 8 T/e = f (n) wykre$lona na podstawie
wzoru (36).

T/e

Podkreslamy, ze przedstawione w tej czgéci pracy badanie okresu drgan relak-
sacyjnych ma charakter wstepny. Rozwiniecie tego tematu przewiduje pierwszy
z autoréw tej pracy w oddzielnej pu-
blikacji.

An g ———

Widmo czestotliwosci cyklu granicznego hﬁ i85
drgan relaksacyjnych. Wykres zaleznodci
x(f) otrzymany na podstawie wzoru
(34) z uwzglednieniem antysymetrii

|
przedstawiono na rys. 9. i1 JL_/} !
Aczkolwiek zalezno$é x = x (f) nie -An : B &

jest znana w postaci zamknigtego Rys. 9

X

wzoru, co zwigzane jest z niemozli-
woscia rozwiklania zwiazku (34) wzgledem x, jednakze, stosujac metodg¢ przedsta-
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wiong przez drugiego z autoré6w w pracy [10], mozna wyznaczyé zamknigte
wzory na wspélczynniki szeregu Fouriera dla wykresu x (f).

Oznaczajac mianowicie przez @n(x) prawa strong wzoru (34), przyjmujac w punk-
tach nieciaglosci funkcji x (f) jej wartosci dirichletowskie i korzystajac z metody
przedstawionej w pracy [10], dostajemy rozwinigcie na szereg Fouriera

== 27 2k — 1) 27 (2k—1)
37 s k;: [az,,_l BT Ty 4 by 80— t]

przy czym

=g Y r2ak—1)
Dp_1 = m f sin [.T* Pn (x)] dx,
1

-2 (k4w 2m 2k — 1)
buer = Tk —1) 1(2k— 1)[ [ I ("‘)] o,

k= 1,2,

(3%)

Ze wzgledu na znajomo$¢ funkcji @n (x), An oraz T wzory (38) moga postuzyé
do wyznaczenia widma czgstotliwosci na drodze numerycznej

(9 By =V 1+t 1, k=12

dostajemy nastepujacy wzor na dlugo$¢ prazkéw widma

AR ey a

( ) 2k—l_n(2k—l)x
An An.

F- 222k — 1) 2 27 (2k — 1) 2
f sm[——-—T—q:,, (x)] dx} +{1+An — f cos [——T-—tp,. (x)] dx} 3
i i

k=ii20w

ktéry jest uogdlnieniem wzoru (19) w pracy [10].
Zalezno$¢ (40) pozwala na interesujaca ocene prazkéw widma. Poniewaz

@n | f il s PN ]| < a1

wigc

@) EETT) < By < ;@3_—1) ]/ A+ (22
Jak wynika z wiasnosci (24), dla duzych wartoSci n» mozna przyjaé

) By~ o g ok pei CF AT

w2k — 1)’
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przy czym ze wzglgdu na postaé wzorédw (38) mamy woéwczas

4
(44 Gp_1 0, by = TR % JR Q0 35
poniewaz A, = 1.

Wynik (44) ]est dlatego interesujacy, ze odpowiada mu nastepujacy szereg Founera

5 - % 2:rz(2kT— 1)t

+1 ?——‘? s

0 JT/Z 1T 13/27 3 4 & . ,,,Z, 2k — 1 ; :
—4} Jx——--é J>—- ktory przedstawia funkcje okresowa jak na

rys. 10.

Rys. 10 Jest widoczne, Ze przebieg przedstawiony na

rys. 9 zbliza si¢ do przebiegu przedstawionego
na rys. 10, gdy » wzrasta nieograniczenie.

Korzystajac ze znanego wzoru Parsevala-Lapunowa mamy nastgpnie
2

(46) 2 f x2(f) dt.

0

Podstawiajac u = x (f), skad t = @q (x), dt = ¢, (x)dx i wykonujac wskazane
catkowanie, otrzymujemy zalezno$é nastepujaca :

1 — A3 ittt =i
(47) < ZBZIC l=_[ 2 + n+1 ]’

k=1

ktére w ciekawy spos6b wigze widmo drgan relaksacyjnych z parametrem &, okresemr
T oraz amplituda drgan Ay.

Podamy jeszcze jeden wniosek wynikajacy z zalezno$ci (47). Korzystajac ze
Znanego wzoru :

72

e
(48) S—a=,
;g Qk—17 8

a nastepnie biorac pod uwage (23) dostajemy dla duzych » nastgpujaca réwnos$é
przyblizona

4¢ n 1 )
“9) e ey
z ktérej wynika wzér
T wn 2
(30) ? e _2—— n+1

o przydatnej do obliczen, prostej budowie.
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Tablica 2 przedstawia poréwnanie obliczen stosunku 77e wedlug (36) i (50).

Wyniki obliczen wskazuja, ze w przypadkach nie wymagajacych duzej doklad-
nosci wzér (50) moze by¢ stosowany réwniez dla malych wartosci n. W zakresie
4 < n < 8, blad spowodowany przyjeciem wzoru (50) nie przekracza 1,5%.

Tablica 2

n 2 3 B 5 6 7 8

wzor (36) 1,05 | 1,61 | 2,10 | 2,46 | 2,80 | 3,10 | 3,35

T
g wzor (50) 1,11 | 1,66 | 2,09 | 2,46 | 2,78 | 3,06 | 3,31

réznica 0,06 | 0,05 | 0,01 | 0,00 | 0,02 | 0,04 | 0,04

Niniejsza praca zostala zainicjowana przez drugiego z autoréw w ramach pro-
wadzonego seminarium w Katedrze Podstaw Elektrotechniki WAT. Przedstawione
w pracy badanie wykonano wspdlnie. Przewidziane jest kontynuowanie i poglebia-
nie podjetego tematu przez pierwszego z autoréw tej publikacji.
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PesomMme
NCCJIEJOBAHUE CBOVICTB OBOBIIEHHOI'O YPABHEHNS BAH JEP ITIOJIA

B paGoTe npeacTaBieHbl MCCIIEAOBAHUSI aBTOPOB HAaJ CBOiicTBamMu ypaBHeHms (1), MMerowero
6onbmoe 3HAYCHWE B HENMHEHHON reHepauwy. IIpAMeHsst METOJ YCpEIHEHHH, maeTca dopmyna
Ul aMIUIATYABI B HectauunoHapHoM (17) u craumonaproM (18) cocrostHum, s ManblX 3HAYCHUNH
napamerpa. ®ukcupyercs acuMmnToTHYeckas Gopmyna (23) mns GonbuMx 3HAYEHHH 7, a 3aTEM
nokasbiaerca ycnosue (24). Mccnenys ypasuenne Paneiist (26), cooTBeTcTBYyIoLiee ypapHeHuro (1),
KOHCTaTUPYETCsl, PY UCMOJBb30BAHMYM METOAa (QYHKLMH NeNbTa 4TO aMIUIMTYJa Konebanuii B rpa-
HUYHOM LIMKJIE NPAKTHYECKH HE 3aBHUCHT OT ¢ (puc. 2-5). B manmpHelimeM paccMaTpHBAaeTCs Clyvais
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PelakcauMoHHEIX Konebamuit (¢ > 1), momyyas dopmymy (36) mns nepHona 3THX KoseGaHwmit
{puc. 8). IIpumensas Meron, mpeacrasieHHbt B paGote [10], onpenensercs cnekrp ®yphe penmax-
caguoHHBIX Kone6anuit (37) u (38). O6cyxnaeTca Takxe ciydail GONbIIMX 3HAYCHHI 1, KOTOPbIi
Onaromapsi MoJiy4eHHOU oueHke (42), MPUBOAUT K H3BECTHOMY pasioxeHuro (45). 3arem, no-
Ka3bIBaeTCA 3aBHCHMOCTH (47), KOTOpas B Ciydyae OONbIIMX 3HAYEHMN 7, Aada BO3MOXHOCTE
TipuBecTH npuGImKerHyo Gopmyny (50). Oka3amock, 9o hopmyna (50) JaeT ZOBOIBHO XOpOLIHE
Pe3ynbTaTHl TAKXKe W I/ ManblX 3HayeHuid n (tabmuua 2).

Summary
THE PROPERTIES OF THE GENERALIZED EQUATION OF VAN DER POL

The authors present their research work on the properties of the equation (1) of importance
in the nonlinear theory of generation. By means of the method of averaging the equation for
amplitude in non-stationary state (17) and in the stationary state (18) for small values of the
parameters has been obtained. Asymptotic equation (23) is obtained for large n. Then the
condition (24) is proved. Investigating the Rayleigh equation (26) corresponding to (1), it is found
by means of the delta-function method that the vibration amplitude in the limit cycle is practically
independent of ¢ (Fig. 2-5). Next, the case of relaxation oscillation is considered (¢ > 1), the
-equation (36) being obtained for the period of these vibrations (Fig. 8). By applying the method
represented in [10] the Fourier spectre of relaxation oscillations is found (37), (38). Also the case
of large n is considered which, owing to the appraisal (42) obtained, leads to the known expansion
(45). Then the relation (47) is proved which for large » enables the obtainment of the approximate
-equation (50). It is found that (50) gives relatively good results also for small values of # (Table 2).
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