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STATYCZNA PETLA HISTEREZY SPREZYSTEJ NIEKTORYCH METALI
WYWOLRANA ODKSZTALCENIEM PLASTYCZNYM

J. KLEPACZKO, J. LITONSKI (WARSZAWA)

Od dawna wiadomo, Ze miekka stal po odksztalceniu plastycznym na zimno nie
podlega Scisle prawu Hooke’a, a odksztalcenie przy danym naprezeniu bedzie
wieksze niz wykazalby je materiat w stanie pierwotnym. Praca [3] zawiera wyniki
badaf, jedne z pierwszych, w ktérych stwierdzono tego rodzaju zjawiska. Oprécz
odchyleri od prawa Hooke’a odksztalcenie plastyczne na zimno wywotuje histerezg
sprezysta, rozumiang jako zjawisko niepokrywania si¢ w zakresie sprezystym wy-
kreséw naprezenie-odksztatcenie przy obciazaniu i odcigZaniu. Ten typ histerezy
zaobserwowano pozniej w wielu metalach przy uzyciu metod statystycznych [2 i 5],
a tlumienie zwigzane z istnieniem tego rodzaju zjawiska bylo przedmiotem prac
[11i4]i innych.

Badanie histerezy odksztalceniowej w warunkach statycznych moze by¢ pozy-
tecznym uzupehieniem badan dynamicznych, gdyz dostarcza informacji o tlumie-
niu przy czestosciach bliskich zeru.

Niniejsza praca po$wigcona jest pewnym geometrycznym wiasno$ciom statycznej
petli histerezy odksztalconego plastycznie metalu.

Zajmiemy si¢ najpierw oszacowaniem wspdlczynnika dysypacji 6-1, ktory defi-
niuje si¢ W nastgpujacy sposob:

_1 i e S

0 W
gdzie AW jest energia utracona na jednym cyklu (pole petli histerezy) a W maksy-
malng energia probki. Po przyjeciu naprezenia za zmienna niezalezna energig
utracona w jednym cyklu obcigzanie-odcigzanie moZna przedstawi¢ w postaci

AW = [ foae(0) do — [ fope () do,
0 0

AW = [ [foge (@) — fope (@)] do.
3 \

Funkcje f,4.(0) i fupe(0) sa odpowiednio funkcjami obciazenia i odcigzenia,

roznice tych funkcji oznaczymy przez F (o) i nazwiemy ja funkcja szerokosci petli

histerezy :

F(0) = foac (o) — f;)bc ().
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Stad
(1) AW=f F (o) do.
0
Wykres funkcji F (o) zostal podany na rys. 1, przy czym Ae oznacza biezaca szero-

ko$¢ petli histerezy, Ey modut Younga materialu w stanie wyjsciowym, E* modut
sieczny petli histerezy po danym odksztalceniu plastycznym
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Rys. 1. Schematyczne przedstawienie petli histerezy oraz funkcji jej szerokosci de = F (o)

Funkcja F (o) posiada trzy charakterystyczne punkty:
o=:0 F(0) = ¢&pi,
6=0m F(om)= Aden,

0 =0y  —F(oyw) =0.

Jak wynika z rozpatrzenia ksztaltu petli, funkcje F (o) daja si¢ przyblizy¢ z dowolng
dokladnoscia za pomoca funkcji parabolicznych

F(0) = epi+-A; 0+ 43 02+ A3 63+ ... +4, o,

Stosujac wzér interpolacyjny Lagrange’a funkcje F (o) mozna aproksymowaé
wielomianem stopnia gq.

Przeprowadzone badania wykazaly, ze w rozpatrywanym przypadku juz g = 2
pozwala na dostatecznie dokladne przyblizenie funkcji, co sprowadza si¢ do za-
stosowania wzoru Lagrange’a dla trzech wymienionych poprzednio punktéw charak-
terystycznych petli. Po podstawieniu i uporzadkowaniu wzgledem o otrzymamy

= (0 —om) (0 — ow) (0 —0)(c — ow)
T 0= Ot ca e

2 F (o)



STATYCZNA PETLA HISTEREZY SPREZYSTEJ NIEKTORYCH METALI 535
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3= am(ow—-—oz)_sm = ;,, o + éep,

gdzie & oznacza wspélezynnik ksztattu petli, & = Adep/ow, [mm2/kG]. Po scalko-
waniu wielomianu (2) w granicach od ¢ — 0 do ¢ = 0y otrzymamy prace AW
utracong w jednym cyklu obcigZanie-odcigzanie :

: a o’
(3) A W = —&Tu:n [T_fm’,- “ssvs Ep] (O'w e 3Um)] .

Przy zalozeniu ep =0 otrzymujemy niezwykle proste zaleznosci zaréwno na
szerokos¢ petli, jak i na AW:

o 2
ep1 =0 F(0)=4§o'(1—‘), AW ===tk

Ow 3
Zalozenie ey = 0 jest stuszne dla niektérych metali w przypadku statycznej petli
histerezy i Jjednostronnego cyklu naprezenia (cykl obcigZanie-odcigzanie zachodzi
bez zmiany znaku naprezenia).

Poniewaz opis matematyczny funkcji f,,. (o) i Joac (@) otrzymanych na drodze

eksperymentalnej jest niezwykle trudny, nie daje si¢ wiec w prosty sposéb wy-
znaczy¢ Scistej wartosci 0-1, mozna jednak przyja¢ nastepujace oszacowanie:

[ F (o) do [ F (o) do
Brh o s R SR N -1 <g-1
“) . BB —— 05ae. i<l <fnt,
Jak latwo zauwazyé
6-1  E, .

-1 00 = Eyey.
Przy takim oszacowaniu stosunek kresu gornego wspdlczynnika dysypacji do
dolnego ma sig¢ tak, jak stosunek modutu Younga E, materialu w stanie wyjsciowym
do moduhu siecznego petli histerezy E*.

Jak wynika z oméwionych nizej wynikéw badan, po odksztalceniu plastycznym
rzedu kilkunastu procent i przy naprezeniu bliskim uplastyczniajacego modut E*
Jest mniejszy od E; o okoto 2095 w stosunku do Ey, co okresla doktadno$é oszaco-
wania. Réznica migdzy E, i E* stopniowo maleje i dla 0 = 0 E, = E*.

Po podstawieniu (3) do (4) odpowiednio otrzymamy

T O o2 30
(ol & G [5_"0_ -+ (1 ____.m):l’

) 3oml 6y —0n Ow
6*1=E)i[§ o%” = : (1_30_”')]
-+ g 30'mE0 Ow — Onp épl Ow :
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gdy ep =0

4 (E*)p2
(6) ?5 E,

4
& 1< ?EE*.

Oszacowanie powyzsze pozwala na podanie przyblizonej warto$ci wspélczynnika
dysypacji bez znajomo$ci matematycznego opisu drég obcigzania-odcigzania petli
histerezy na plaszczyznie naprezenie-odksztatcenie. Oczywiscie, nalezy zna¢ wpro-
wadzone do wzoru charakterystyki materiatowe i ich zmiany w zaleznosci od szeregu
czynnikéw. Charakterystyki te zaleza migdzy innymi od ilosci cykli n, bezwymia-
rowego napreZenia wierzchotka petli o i od wielkosci wstepnego odksztatcenia
plastycznego &p, przy czym o oznacza bezwymiarowe naprezenie wierzchotka petli
odniesione do naprezenia uplastyczniajacego o = ow/op. Druga cze$¢ pracy po-
§wiecona jest badaniu zaleznoci tych charakterystyk od niektérych zmiennych
i omawia otrzymane wyniki badan eksperymentalnych.

Badania przeprowadzono na dwoch materiatach w stanie wyzarzonym, miano-
wicie mosiadzu M63 i miekkiej stali o skladzie 0,04%C, 0,039 Mn, 0,059, Si,
0,02% P, 0,04% S przy zastosowaniu specjalnie do tego dostosowanej zrywarki
uniwersalnej o zakresie pomiaru sity do 5000 kG. Zastosowanie ekstensometru
lusterkowego wedlug Martensa i probek o bazie pomiarowej 200 mm pozwolito
na pomiar odksztalcenia z doktadnoscia 0,55-10-6.

Wszystkie badania przeprowadzono stosujac dwie predkosci: predko$¢ odksztal-
cania plastycznego &, = (3,534-0,2)-10~4 1/sek i predkos¢ odksztalcenia stosowana
w zakresie sprezystym &, = (1,8--0,5)-10-6 1/sek. Przy tak matych predkosciach
odksztalcania w zakresie sprezystym pewien wplyw na ksztatt petli histerezy wywiera
pelzanie, ktére wystepuje podczas obciazania powyzej pewnego naprezenia. Pod-
czas odciazania natomiast poniZej pewnego naprezenia pojawia si¢ pelzanie odwrotne.
Oba zaobserwowane rodzaje pelzan naleza do typu pelzania przejSciowego, to jest
takiego, gdzie predkos¢ pelzania szybko maleje z czasem. Zmniejszanie si¢ predkosci
pelzania prowadzi po pewnym czasie do ustalenia si¢ odksztalcenia, ktore wynika
z przytozonego naprezenia. Poniewaz rownowaga migdzy naprezeniem a odksztatce-
niem ustala si¢ w sposéb asymptotyczny, jako kryterium konca pomiaru odksztal-
cenia przy danym napreZeniu przyjeto minimalng predko$¢ petzania &e. Jezeli
predko$¢ pelzania zmalata do wartoSci &e, pomiar przerywano. Wartosci &¢ odpo-
wiednio wynosily: dla mosiadzu & =0,92-10-8 1/sek, dla stali &, = 0,46-10~8 1/sek.

W podanej wyZej metodzie pomiaru statycznej petli histerezy istnieja dwa rodzaje
punktéw: punkty o predkosci & i o predkosci &. Miejsca geometryczne punktow
o predkosci & zostaly na wszystkich wykresach polaczone linia ciagla tworzac
petle przyjete za podstawowe do dalszej analizy ich ksztattu. Tak otrzymane petle
histerezy dla mosiadzu po kolejnych odksztalceniach plastycznych wraz z odpo-
wiadajacymi im funkcjami Ae = F (o) przedstawiono na rys. 2.

W badaniach mosigdzu, przedstawionych na rys. 2, zmieniano jedynie &p utrzy-
mujac inne parametry state. W ten spos6b otrzymano funkcje 4e = F (o) po kolej-
nych odksztalceniach plastyéznych. Szczegblowe wyniki badan przedstawione
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: rys. 2 podano w tablicy 1, podane wartosci 6-11i 6-1 obliczono ze wzoru (6).
jak wynika z rys. 2 i tablicy 1 w przypadku mosigdzu mozna przyjmowac ep = 0.

fablica 1. Wyniki badari dla probki oznaczonej Ms1 (mosiadz M63)dlag =095 n=1T=18C

Eo-104 | E*.108| oy om ‘1; °  |e.10-5 6-1
o |rxeqrxeylpxelrxeyl 2| 2 eyl 7| 0t e
mm? | | | mm2 | | { mm2 [mm2 é & |ILkG T | czenie
~1h | 1074 | 0862 | 10,106 | 580 | 207 | ~0| 2,05 | 0,236 0,189 | 0,211

~2h | 1,074 | 0815 | 13,477 Gl> | 23 ~0| 2,39 | 0,260 | 0,197 | 0,254
14h44’| 1,074 | 0,828 | 20,111 | 13,00 | 493 ~50| 2,45 | 0,270 | 0,208 | 0,227
49’ 1,074 | 0,826 | 28,478 | 1500 | 693 | ~150 2,32 | 0,255 0,196 | 0,243

‘Na podstawie obliczonych wartosci §=1 i 0-1 oraz zmierzonych & sporzadzono
wykresy -1 = 0-1(ep), 0-1 = 0-1(ep) i & = £ (¢p) podane na rys. 3. Wykresy
te wskazuja, ze & zmienia si¢ W zaleznoéci od &,. Dla matych odksztalcen (do okoto
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Rys. 3. Wykresy 6-1 i & w zaleznosci od wielkoéci odksztalcenia plastycznego &p % dla mosiadzu
M63 w stanie wyzarzonym (80 min, 690°C) dla o =0,95; n =1; T = 18°C; oprécz punktu &p =
= 0,0565%, gdzie o = 1. Punkty wedlug danych doswiadczalnych oznaczono symbolem @
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39%) & szybko rosnie, pézniej ustala si¢. Podobny przebieg wykazuje wykres wspot-
czynnika dysypacji 6=1. Z podobieristwa wykreséw mozna wnioskowaé, ze znajo-
mo$é wspdlczynnika ksztattu petli & pozwala do pewnego stopnia przewidzie¢ -
wartoéé tlumienia, przy zalozeniu zwiazku 6-1= C¢, shusznym dla o = const
w zakresie 3% < &p < 229, gdzie C oznacza stala w podanym zakresie &j.

Nastepny cykl badan wykonanych na prébce mosigznej oznaczonej Ms2 zostat
przedstawiony na rys. 4 i w tablicy 2. Probke w stanie wyzarzonym poddano matemu
odksztalceniu plastycznemu &, = 0,0565%, a nastgpnie obcigzano i odciazano
cyklicznie z predkoscia & do naprezenia ¢ = 1. Punkty o predkosci &c polaczono
w poszczegblnych petlach linig ciagla.

Dla tak otrzymanych petli sporzadzono wykresy funkcji F (o). Jak wida¢ z rysunku,
petle stopniowo zwezaja si¢ pod wplywem cyklicznie nastgpujacego obciazenia,
powodujac tym samym zmiang postaci funkcji F (o), co prowadzi do zaleznosci
F (0) od liczby cykli n. Wspélezynnik ksztaltu petli & ma w tym przypadku (dla
n =11 ¢ = 1) mniejsza warto$¢ niz w przypadku wigkszych odksztalcen plastycz-
nych stosowanych w badaniu oméwionym poprzednio. Otrzymany wynik zmniej-
szania si¢ wspdtczynnika dysypacji po kazdym cyklu jest zbiezny z wynikiem otrzy-
manym przez KOSTERA w warunkach dynamicznych [1].

Tablica 2. Wyniki badan dla probki oznaczonej Ms2 (mosiad; M63) dla &y = 0,0565%, o = 1,.

T"'=18C
Ey+104 E*.104 ow Om 2 e £.10-5 0-1
n| [XG G kG kG : a. mm?2 6-1 0! | Doswiad-
mm2 mm?2 mm? mmz}l & | E kG = czenie

p—

1,082 0,972 7,651 3,80 |76 {~25| 0,993 0,129| 0,115 0,120
2| 1,082 0,999 7,651 3,80 {55 | ~0| 0,719 0,096] 0,088 0,095
3| 1,082 1,012 7,651 3,80 {40 | ~0| 0,523 0,071| 0,066 0,071

W sposéb podobny do poprzednio oméwionego zbadano prébki stalowe. Pod-
dawano je dwukrotnemu odksztalceniu plastycznemu ~ 3,5% i ~ 7% 'z pred-
koscia &p. Po kazdym odksztalceniu plastycznym przeprowadzano pomiar petli
histerezy przy predkosci &. Jako sygnal przerwania pomiaru w danym punkcie
przyjeto chwilg osiagnigcia minimalnej predkosci pelzania &. Pomimo przyjecia
predkoéci &, dwukrotnie mniejszej niz w przypadku mosiadzu obserwowane pelzanie
bylo niezmiernie mate i nie wptywalo w sposéb istotny na ksztalt petli. W badanej
stali wystepowal silny nawrét wlasnosci sprezystych po plastycznej deformacii,
podobnie jak zaobserwowano to w pracy [5] i dlatego tez w doswiadczeniach zwro-
cono szczeg6lna uwage na pomiar czasu od chwili uplastycznienia do chwili roz--
poczecia badania.

Tak otrzymane wyniki dla prébki stalowej oznaczonej A1 przedstawiono na
rys. 5. Petle histerezy posiadaja wyrazny punkt fagodnej zmiany pochylenia przy
obcigzaniu dla ¢ ~ 10 kG/mm2, ktéry jest w przyblizeniu punktem maksymalneji
szerokosci petli. Podane obok petli histerezy wykresy funkcji F (o) po dwoéch kolej--
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nych odksztalceniach plastycznych dla o = 0,95 i dla ¢ ~ 30 min. wskazuja, iz
w przypadku stali pominiecie ey w wyprowadzonych poprzednio zaleznosciach.
jest niedopuszczalne. Druga prébke stalowa oznaczona A2 zbadano w identyczny
spos6b otrzymujac dobra zgodno$¢ z wynikami dla prébki poprzedniej. Zestawie--
nie otrzymanych wynikéw przedstawiono w tablicy 3.

Tablica 3. Wyniki badan dla prébek oznaczonych A1 i 42 (migkka stal) dla ¢ = 0,95, 7 = 18°C"

. . & o -1

e Eo-104| E*.104 | 0, | om lS T | g0 fi)
Probki| €% | ¢ [l‘%] [k—Gz] [ﬁG—] [EG—] T [mm?] | 7| 0 | ewisds
mm mm mm?2 ||| mm? S| & kG czenie

Al | 3,66 |33 2,108 1,981 -.|25;779.- 12,3 .| .56 3 2,172 | 0,0658| 0,0617| 0,062
6,87 39" 2,108 1,855 |35,151| 10,0 |137| 100| 3,897 |0,1087| 0,0956| 0,094
A2 136792713105 1,988 25,017 | 11,0 | 55{~30| 2,198 |0,0648| 0,0612| 0,0614
6,74 |26 2,105 1,904 |34,288| 10,0 [109/~ 70| 3,179 |0,0922| 0,0834| 0,0871

w

Poréwnanie otrzymanych rezultatéw wskazuje, ze wspolczynnik ksztattu petli &
dla stali jest znacznie mniejszy (okoto 20 razy) niz w przypadku mosiadzu, co jednak
nie prowadzi do odpowiedniego zmniejszenia wspodlczynnika dysypacji 6-1 dla
stali z powodu réznych modutéw Younga tych dwéch materiatéw. Wspébtczynnik:
dysypacji przy pozostalych parametrach podanych w tablicach jest niezmiernie
wysoki dla badanych warto$ci odksztatcenn plastycznych, osiagajac maksymalne:
wartosci okoto 0,2. Wobec tak duzego wzrostu wspdlczynnika dysypacji po od-
ksztalceniu plastycznym jeszcze raz potwierdza si¢ zaproponowana w pracy [2]:
mozliwo$¢ praktycznego wykorzystania tego zjawiska.

Poza tym wydaje si¢, Ze zaproponowana funkcja szerokosci petli histerezy F (o)
moglaby w pswnych przypadkach utatwi¢ matematyczna analizg zjawiska tlumienia
bardziej skomplikowanych ustrojéw bez znajomosci matematycznego opisu petli
histerezy we wspolrzednych naprezenie-odksztatcenie
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Peswme

CTATUYECKA{A IIETJIA YIIPYIOI'O TMCTEPE3MCA HEKOTOPHIX
METAJUJIOB, BEIBBAHHAfA IIJIACTMYECKOM TE®OPMAIIMEN

Viccnepyerca mMasio mM3BECTHOE, A0 CuX IIOP, BAMAHME IUIACTMYECKOi aechopmanmm
Ha HEKOTOpPhIE XapaKTePHCTMK) MaTepMajioB, NPUMEHSEMble B ONMCAHUM SBJICHUI
BHYTPEHHEr0 TPeHMA.

BBoaurca (byHRUMA IMPUMHBI meTay rucrepesuca F (0), omuceiBaiomias U3MeHe-
HMe IIMPUHBI NEeTAM B 3aBUCHMMOCTY OT HanpsaxeHud. Kak KoHcTarupyercs, (OyHKu0
MOXKHO B KOHKPETHOM CJydae IpPEeACTaBUTb B IPUONVZKEHMM IIpyM WCIIOJIL30BAHMIT
VIHTEPIIOJALMOHHOM (pbopmyas! Jlarpanzka. IIpuBoguTCsa METON OLIEHKM KO3dhduimen-
Ta auccumammu 6—! mpm menosnbzosaHmm bymrmm F (0), moayns IOHra marepmana
B OTOXKKEHHOM COCTOAHMM M CEKyllero moayas nerian E* rucrepesmca.

Bo Bropoit wactu pabOTbl paccMaTPMBAIOTCA Pe3yJbTaThl 9KCIIEPMMEHTOB. DKC-
NEepUMMEHThbl NPOBOAMUINMCHL B YCJIOBMAX CTATUYECKOro MCCIEAOBAaHWSA, T.6. NpuU OYEHb
MalbIX CKOPOCTAX AedopMaumy, Y4UUTBIBasg TakKye COIYTCTBYIOIVE SIBJIEHNSA, Kak
noJ3ydecTb. JIcciaenoBaHMs OrPaHMYMINCL WM3MEPEHMEM IeTay U MOMCKOM Koed-
-uneHTa Aucennanuy (! HEKOTOPBIX MeETaMIOB (MArKas CTajlb ¥ JATYHb), IS
Pa3IMYHBbIX 3HAYEHMII INIACTUYECKO nedopmanmy. B 9TMX MCCAEOBAHMAX NpPUMe-
HAXUChL OOJblIME 3HAYEeHUs HanpsAXeHus OJM3Kue mpepeny Tekydectu. Pesyabrarsl
[alOTCA B Buje auarpamm p Tabmami.

Summary

THE STATIC ELASTIC HYSTERESIS LOOP OF SOME METALS PRODUCED
BY PLASTIC STRAIN

“This paper is devoted to the problem (little explored as yet) of influence of plastic strain on certain
-material properties involved in the description of internal friction.

A function F (o) is introduced to express the width of the hysteresis loop in function of stress.
1t is found that this function can, in a certain particular case, be approached by means of the
Lagrange interpolation formula. A method is proposed to obtain an estimate of the dissipation
coefficient 6~1 by means of the function F (¢), the Young modulus in the initial (annealed) state and
the secant modulus of the hysteresis loop E*.

The second part contains an analysis of the experimental results. The tests have been carried out
under static conditions that is for very low strain rates, some accompanying phenomena such
as creep being accounted for, and were confined to the measurement of the hysteresis loop and the
«dissipation coefficient 6—1 of some metals (mild steel and brass) for various values of plastic strain.
High stresses were applied, approaching the yield ones. The results are presented in the form of
-graphs and tables.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
ANSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 grudnia 1963 r.
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