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NIESTACJONARNE ~ ODDZIALYWANIE ELEMENTOW KONSTRUKCII
s Z OSRODKIEM (*)

A.N.GUZ i W.D. KUBIENKO (KIJOW)

Opracowanie jest po$wi€cone omoéwieniu podstawowych wynikéw badan przeprowadzonych
w Instytucie Mechaniki Akademii Nauk USRR my temat aktualnych zagadnien niestacjonarnego
oddziatywania fal z przeszkodami w postaci cial sztywnych lub sprezystych.

Zagadnienia niestacjonarnego wspotoddziatywania obcigzen falowych napoty-
kajacych przeszkody w postaci cial sztywnych i odksztalcalnych przyciagaja uwage
matematykéw i mechanikéw dzigki swojej aktualnosci, ztozonoSci i wielostronnosci
zjawisk cechujacych procesy wzajemnych oddziatywan cial o réznej naturze fizycznej,
a takze wskutek ich znaczenia z punktu widzenia zastosowan praktycznych. Szcze-
gélnie intensywny rozwdj tych badan nastapit w ciggu ostatniego dwudziestolecia.
W Zwiazku Radzieckim zostaly opublikowane monografie B. W. ZAMYSZLIAJEWA
i J.S. JakowLewa [1], J.N. MniewA i A. K. PiERCEWA [2], E.J. GRIGOLUKA
i A.G. GorszkowA [3], L. I StepiANA [4], w ktorych sa omdéwione podstawy
niestacjonarnej hydrosprezystosci i jest przytoczone wiele rezultatéw o charakterze
ogélnym i specjalnym. W pracach przegladowych L. 1. BALABUCHA [511 E.I Gri-
GOLUKA [6] przeprowadzono analiz¢ stanu badan i ich perspektywy. W Instytucie
Mechaniki Akademii Nauk Ukrairfiskiej SRR od wielu lat prowadzone sg prace,
ktérych celem jest opracowanie nowych efektywnych metod rozwigzywania zadan
dotyczacych oddziatywania niestacjonarnych fal akustycznych i sprezystych z na-
potykanymi przeszkodami i na tej podstawie badano specyficzne zjawiska i procesy
oddzialywann wzajemnych. Niniejsza praca jest poswigcona oméwieniu podstawo-
wych wynikow badan z tej dziedziny wykonywanych w Instytucie Mechaniki AN
USRR.

1. Mnogosé sposobéw podejécia do badan niestacjonarnego oddziatywania ob-
cigzen falowych na elementy konstrukcji w oSrodku akustycznym charakteryzuje
sie zwykle wykorzystaniem okre$lonych hipotez fizycznych lub matematycznych,
pozwalajacych na uwzglednienie sit hydrodynamicznych na tym lub innym etapie
oddzialywan wzajemnych. Istota wigkszosci tych sposobow jest znalezienie przybli-
zonych wyrazen analitycznych, tzw. funkeji przejicia, opisujacych potencjaly fali
padajacej i odbitej przez ciato. Jako podstawowe mozna uznaé nastepujace hipotezy :

(*) Praca przegladowa
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hipotezg cieczy niescisliwej, hipoteze odbicia plaskiego, hipotez¢ odbicia cylindrycz-
nego, hipoteze cienkiej waistwy, uzycie metody przeksztalceri Laplace’a wzgledem
czasu i przeksztalcenia Fouriera wzgledem wspétrzgdnej katowej z nastgpnym uzy-
ciem metody przejscia, aproksymacj¢ transformaty funkgji przejscia funkcja asymp-
totycznie réwnowazng, rozklad funkcji przejScia w szereg potegowy i inne. Nie
zatrzymujac si¢ szczegélowo na istocie tych metod przyblizonych (sa one podane
w cytowanych nizej monografiach) wskazemy, ze kazda z nich ma swoj obszar
efektywnych zastosowan charakteryzujacy si¢ albo matymi (lub na odwrét wielkimi)
czasami wspoldziatania, albo matymi drganiami ciat. Podstawowa metoda otrzyma-
nia doktadnych (w ramach postawionego zagadnienia) rozwigzan problemow nie-
stacjonarnych wspotoddziatywania ciat jest przeksztalcenie Laplace’a i przedstawie-
nie szukanych i danych wielko$ci (przemieszczen, ci§niefi) w postaci szeregéw orto-
gonalnych ukladéw funkcji. Przeksztalcenie odwrotne za pomocy teorii residuow
jest niezwykle pracochlonnym zadaniem, szczegdlnie dla postaci digan wyzszego
rzgdu, poniewaz zwigzane to jest z koniecznoscig okieslenia pierwiastkéw rownan
przestgpnych i obliczenia calek na brzegach przekioju nieskoniczonego w plaszczyz-
nie liczb zespolonych. W literaturze istnieje tylko kilka $cistych rozwiazani otrzy-
manych za pomoca teorii residuéw i dotyczacych dziatania plaskiej fali uderzeniowej
na powloke cylindryczna lub sferyczna [7, 8 i 9]. W jednej z prac HuanGa [10]
zadanie okreslenia postaci drgan powloki cylindrycznej za pomocg odwrotnej trans-
formacji Laplace’a zostalo sprowadzone do réwnania catkowego. Jednakze przy
takim sprowadzeniu nalezy mie¢ wyczerpujace tablice warto$ci odwrotnej transfor-
macji- Laplace’a funkcji zawierajacych w mianowniku funkcje cylindryczng; przy
obliczaniu tej tablicy znéw napotykamy wyzej wskazane trudnosci. W ten sposob
w badaniach niestacjonarnego oddziatywania fal na elementy konstrukcji zanurzone
w cieczy mamy bardzo duzo metod przyblizonych i kilka zagadnien rozwigzanych
dokladnie za pomoca pracochtonnych metod tradycyjnych. Wszystko to wskazuje,
e niezbedne jest opracowanie takiej efektywnej metody rozwiazywania zagadnien
hydrosprezystosci niestacjonarnej, ktéra zapewniataby otrzymanie wysokiej doktad-
no$ci w dostatecznie duzym przedziale czasowym i posiadatoby algorytm rozwiaza-
nia ekonomiczny i wygodny z punktu widzenia zastosowania komputerow.

Nalezy podkresli¢, ze znaczna wigkszo$é badaczy przyjmuje obciaZenie dziata-
Jace na cialo w postaci plaskiej fali niestacjonarnej. Jednak w przypadku, gdy zrédio
fal potozone jest w poblizu ciata, bardziej celowe jest rozpatrywanie dziatania fali
sferycznej lub cylindrycznej. Dla takich fal, po pierwsze, zwigksza si¢ rola drgan
ciala o wyzszych czgstotliwosciach, a po drugie, uZycie sposobéw przyblizonych
moze nie zapewni¢ uzyskania wymaganej dokladnosci. W ten sposob, dla rozwiazy-
wania tego typu zadan potrzebna jest metoda wolna od zatozen upraszczajacych,
dotyczacych wzajemnego oddzialywania i efektywna przy obliczeniach znacznej
ilosci postaci drgan.

We wspotczesnej praktyce budowy maszyn pojawia si¢ potrzeba zastosowania
rozwigzan zagadnieri wewnetrznych nieustalonej hydrosprezystosci, kiedy element
konstrukgji jest napetniony osrodkiem akustycznym i zawiera zrédto fal. W litera-
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turze praktycznie nie ma takich rozwiazan zagadnien wewngtrznych hydrosprezy-
stoci. Dla bardziej ztozonych zadan mieszanych (powloka jest napelniona ciecza
i zanurzona w cieczy) istnieje rozwiazanie poprawne tylko dla malych czaséw [11].
Znacznie bardziej skomplikowane sa zagadnienia ukladéw powlok wlozonych jedna
w druga, dla rozwigzania ktérych w pracy [12] zaproponowany zostal przyblizony
sposob rozwiazania i otrzymano réwniez pewne wyniki liczbowe. Widzimy wigc, ze
wewnetrzne i bardziej skomplikowane zadania mieszane niestacjonarnej hydrospre-
zystosci, a takze zadania dla ukladu cial (powlok) w cieczy, sa malo znane i wymaga-
ja gruntownego zbadania. k

Celem prac badawczych przedsigwzigtych w Instytucie Mechaniki AN USRR,
ktorych tre$é omdwiona jest w niniejszej pracy, bylo opracowanie sposobéw pozwa-
lajacych na otrzymanie z duza dokladnoscia rozwigzan zadan, dotyczacych oddzia-
lywania stabych fal uderzeniowych i sprezystych z cialami sztywnymi i odksztal-
calnymi—z jednoczesnym $cistym uwzglgdnieniem oddzialywan hydrosprezystych;
rozwiazanie szeregu probleméw, ktére moga by¢, z jednej strony potwierdzeniem
opracowanych metod i, z drugiej strony, wskazéwka przy opracowywaniu metod
przyblizonych; rozwigzywanie nowych klas probleméw niestacjonarnego oddzialy-
wania fal na elementy konstrukcji, dla ktérych metody przyblizone albo nie zapew-
niaja wymaganej dokladnosci, albo tez nie sg jeszcze w ogéle rozwinigte. Do takich
probleméw zaliczamy w pierwszej kolejno$ci badania odnoszace si¢ do odksztal-
cania si¢ elementéw konstrukcji pod dziataniem fal, wysylanych przez zrédia poto-
zone w skoniczonej odlegloéci od powierzchni ciata, zaréwno na zewnatrz jak i wew-
natrz ciata, wykrycie osobliwo$ci odksztalcenia i efektéw mechanicznych, wiasci-
wych dla proceséw niestacjonarnego oddziatywania konstrukcji i oSrodkow.

2. Sformutujemy w ogdlnej postaci zagadnienie brzegowe niestacjonarnej hydro-
sprezysto$ci dla ukladu powlok odksztalcalnych wlozonych jedna w druga i zanu-
rzonych w ciecz wypelniajaca obszar nieograniczony oraz wyznaczonych przez po-
wierzchnie I, i=1, ..., N (N>1). Ostatnia, N-ta powloka moze by¢ takze zapel-
niona ciecza. Moze ona réwniez byé jednorodnym cialem sztywnym lub posiadaé
wnetrze wypelnione ciecza. Przestrzen pomigdzy poszczegélnymi powlokami jest
takze zapeliona ciecza. Zaklada sig, Ze ciecz jest idealnie $ci$liwa, a odksztalcenie
powlok zachodzi w granicach dopuszczajacych stosowanie liniowych teorii powlok.
Oznaczymy gesto$é osrodka zewnetrznego przez p,, a predkos¢ dzwigku w tym
oérodku przez co,. Gestosé i predkosé dzwigku w warstwie cieczy pomigdzy i-tg
i i+1 powloka oznaczymy odpowiednio przez p; i ¢;, i=1, ..., N.

Potencjat stabych fal uderzeniowych, rozchodzacych si¢ w i-tej warstwie, spetnia
rownanie falowe
1 ¢

621918

@1 V2 0, — =0 gl N

gdzie V2 oznacza operator Laplace’a. Potencjal ten jest zwigzany z wektorem pred-
kosci ruchu cieczy i ciénieniem w niej panujgcym za pomoca Wzorow



516 A. N. GUZ i W. D. KUBIENKO

Vi =gra'd @i
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Ruch kazdej z powlok opisuje si¢ dowolnymi réwnaniami liniowymi, ktore tutaj
napiszemy w postaci operatorowej dla przemieszczen:

u; u;
(2.3) Ui 9 | =P é).i +Fi, l=l, 2, Yuoy N.
Wi V.{’i

We wzorze powyzszym U,={u;, v;, w;} oznacza wektor przemieszczenia, F; obcig-
zenie (sily) zewngtrzne dla i-tej powloki. Kropka oznaczona jest pochodna wzgledem
czasu.

Zalozymy, ze zrodto zaktécen falowych potozone jest w k-tej warstwie 1 jeégo
potencjal wynosi ¢?. Warunki brzegowe na powierzchni i-tej powloki sprowadzaja
si¢ do réwnoéci normalnych sktadowych predkoSci w warstwach cieczy zewngtrznej
wzgledem I'; i normalnej skladowej predkoéci ruchu powloki:

aw, e 0Pi—1
ot on v
2.4)
aw, a0,
R IS k=L k2 L N

gdzie n oznacza jednostkowy wektor normalny do powierzchni powloki. Na po-
wierzchniach I, i I}, ., ktére ograniczaja warstwe cieczy zawierajaca zrodlo, wa-
runki brzegowe beda mialy postac:

OWe 0Py owi 9 (putop)
O iodn: s i ol
@.5)
Wirr _ 0 (putoy) OWisr  OPurr _ OPksy
gt o Levr gt on .oan e

Oprécz tego, dla potencjatu fal odbitych od ofrodka zewnetrznego, niezbedny jest
warunek znikania wymuszen w nieskoniczonoéci

(2-6) po—0  przy ]/x2 +y2 422 200,

a dla potencjatu fal rozchodzacych si¢ w ostatniej N-tej warstwie—warunek ogra-
niczonoéci wymuszeni okoto zera. Warunki poczatkowe dla wszystkich ¢, sa zerowe:

29, i
(2.7) 04 i =0 et N

t=0=05
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Jezeli zamiast odksztalcalnej powloki [y mamy sztywny, nieruchomy kontur, to
warunki brzegowe na nim beda miaty postac

0PNn-1
(2.8) : e =0,
opn |
(2.9) ‘ an FN =0 .

Napisane zwiazki (2.1)~(2.9) stanowia zamkniety uklad réwnan dla kazdego
konkretnego przypadku.

3. Dla ilustracji metody rozwiazywania tych zagadnief rozpatrujemy zadanie
o odksztatcaniu sprezystej, okraglej powtoki cylindrycznej zanurzonej w nieograni-
czonej cieczy $cisliwej, na ktora dziala slaba fala uderzeniowa. Zakladamy, ze
powloka jest pusta, a Zrédio fal znajduje si¢ na zewnatrz. Bedziemy przyjmowac,
ze we wszystkich przekrojach powloki prostopadtych do jej osi odksztalcenie jest
jednakowe (zagadnienie plaskie). Przedstawimy przekroj powloki we wspOirzednych
biegunowych r, 6 z poczatkiem w srodku przekroju. Wprowadzimy wspotrzedne
bezwymiarowe, ktére zwigzane s3 ze wspdlrzgdnymi wymiarowymi za pomocd
nastgpujacych wzoréw: ; :

w v D Cot r ®

‘T)=7‘ = — = 5 = '7::___’ P

R’ T Po €2 R’ ®e ¥ Ret

1]

gdzie w, v oznaczaja promieniowe i styczne przemieszczenia powloki, a R jej pro-
mien. Kreske nad oznaczeniami bedziemy w dalszych wzorach pomijaé. Zalozymy,
2e potencjat fali padajacej ¢° mozna napisa¢ w postaci szeregu Fouriera

(3.1) ¢°= Z ¢ cos nb .
n=0
Potencjatu fal odbitych ¢* szukamy z rozwiazania falowego
32

7
: 2 o =
3.2) Vi Py 0

przy warunkach brzegowych

ow (9 +0%)
i zerowych warunkach poczatkowych. z S
Zastosujemy dla zwiazkow (3.1)~(3.3) i liniowych réwnan powloki przeksztatcenie
Laplace’a wzgledem ¢ [13]. Transformaty odpowiednich funkcji bedziemy oznaczaé
. gérnym indeksem L, na przykiad

a+ioo

p@=[e"o®d, o@= [ &o()ds Re>0,
0

a—iow

gdzie s oznacza parametr przeksztaicenia.
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Jedli przedstawi¢ przemieszczenia powlok i obcigzenie w postaci szeregéw

@ 0 o0
3.4) w= 2 w,cosnf, o= Zv,, sinnd, p= Zp,, cos nf,
n=0 n=1 n=0

to w przestrzeni transformaty otrzymamy zwigzek migdzy transformata normalnego
przemieszczenia wy- i transformata ciénienia p* w postaci

(3.5 M (n,s) w;=N(n,s)pt, n=0,1,2,..,

gdzie M i N oznaczaja wielomiany wzgledem # i s, ktore sa wyznaczone przez wlas-
nosci sprezyste i bezwladnosSciowe powloki. Zwiazki (3.2)-(3.3) w transformatach
posiadaja postac

32L13L132L
__(ﬂ ¢+ 9

o i i S50 EISRERANEEEC S PF s
i PR e B B
3 (¢° 4™
P e »
(3_7) SW ar 1 > (ar—boo_.)o’
Ogdlne rozwigzanie réwnania (3.6) ma postac
(3.8) ort= 2 A, K, (sr) cos n@+B, I, (sr) sin né,

n=0

gdzie K, oznacza funkcj¢ cylindryczng MacDonalda, /, zmodyfikowana funkcje
BESSELA [14], A,, B,—dowolne stale. Biorac pod uwage drugi warunek (3.7), znaj-
dziemy B,=0. Wykorzystujac (3.1), (3.5), (3.7) i (3.8) otrzymamy wzér na trans-
formate n-tej sktadowej przesunigcia w- w postaci

o b sog K, (s) N (n, s)
(3.9 Yo" T M, ) K, () +sN (m, 5) Ky (5)

gdzie prim oznacza pochodng wzgledem r w punkcie r=1. Analogiczne zwiazki
mozna otrzymacé dla v%, p%, a takze dla predkosci i przyspieszen.

Analogicznie rozpatruje si¢ to zagadnienie dla powloki kulistej. Jezeli dla powloki
kulistej i wspotrzednych sferycznych r, 0, v z poczatkiem wspStrzednych w §rodku
kuli wprowadzi¢ takie same wielko§ci bezwymiarowe, to zaklécenia falowe roz-
chodzace si¢ w oSrodku spelniaja réwnania (3.2), (3.3), zapisane we wspétrzednych
sferycznych. Przedstawiajgc obcigzenia powloki w postaci szeregéw wielomianéw
Legendre’a (rozpatrujemy odksztalcenie osiowo-symetryczne)

]

2 0
w=2w,,P,, (cos 0); v=2vn—£[P,, cosf)i v,
n=0

n=0
z réwnan ruchu powloki otrzymamy w przestrzeni transformat Laplace’a wzory

(3.10) M (n, s) we=N (n, 5) p~¥, n=0,1,2, ...,






