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Unikniéeie Tézonansu w ¢alym zakresie uzytkowym jest rzéczs niemo-
#liwg w wielu spotykanych obeenie konstrukejach sprzetu ruchomego.
Zachodzi wbéweczas konieczno&é obliczenia amplitud drgafn wymuszonych
w celu stwierdzenia, czy sg one dopuszézalne' ze wzgledu na wytrzyma-
tosé lub wygode uzytkowania sprzetu. Jako przykiad moze poshuzyé sa-
molot z silnikiem tlokowym, ktory Jest zrodlem szerok1e] gamy harmo—
nicznych sit wzbudza]acych -

Poniewaz klasyczne metody obliczenia drgan ukladéw ziozonych
-0 wielu stopniach swobody ograniczajg sie na ogél-do obliczenia czestoscl
whasnych i wymagaja duzo pracy rachunkowej, wzorujac sie na metodach
uzywanych w elektrotechnice Carter, Biot i Duncan;-[1}; [2]1 [3],
zastosowali metode podatnogci harmonicznej do obliczenia czestosel wlas-
nych. Metode powyzsza autor tej pracy dostosowal do praktycznego obli-
czenia amplitud drgan wvmuszonych [4] i {b}L '

Pojgeie podatnogei harmomczneJ najlepiej zilustrowaé na przykladzm
masy. m -zawieszonej na niewazkiej sprezynie. Dzialajac na te; mase silg
statyezng '@ = Qs uzyskamy przesuniecie masy na odleglosé g ==gq;
i wowezas podatnosé «statyczna» réwnoznaczna odwrotnosc1 sztywnosm
gest rOWna :
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Jezeli zamiast sity statycznej przyloiynﬁy site zmieniajacy sie harmo-
nicznie, @ = @, sin o t, to mozna obliczy¢ amplitude drgan z réwnania
rozniczkowego ruchu rozpatrywanego ukladu

Pe_ 10 dnet
moa o q= ‘Q.Qr.sm wt..

Podainod¢ <harmoniczna», to jest stosunek przesuniecia rozfnatrvww
nego punktu do wielkosei sﬂy, litora go wywotala, w tym przypadku 1est
+rOwna . .
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Widzimy, ze dla nie thumionego ukladu podatnoéé dazy do nieskoficzo~
noéci, gdy czestodé sily wzbudzajacej dazy do czestodei wlasnej. Zauwa-
zymy, ze gdy nie ma sprezyny, to

5.

@ L p=e, p=—pm

Jezeli uwzglednimy thumienie w rozpatrywanym ukladzie i przyjmiemy,
ze sila okreslona jest za pomocy funkeji Q == @y e, to rébwnanie ruchu jest

_ -
@) \ dt‘§+c +—q._Q el |

-Podsfawia‘jac do powyzszego réownania q=gq,e™ otrzymamy

_9_ _ 1
(5) p”-“Q“.-—mw2+icw+1/ps’

- Podatnosé harmoniczna jest wiee w tym przypadku wielkodcig zespo—
long scharakieryzowang przez amplitude i faze, ktdrej szczegolnym przy-
padkiem jest przypadek poprzednio rozpairywany.

~ Aby obliczy¢ amplitude drgan masy m, Wystarczy pomnozyé podat—
no$é przez amplitude sity wzbudzajacej.

Powyiszy prosty przyklad ilustruje istote rozszerzema pojecia podab-
nodci statycznej na harmoniczng. _

Rozpatrzmy z kolei podatnos¢ harmomczn@ innego prostego ukladu,
mianowicie belki ciagle] o masie p na jednostke diugosci. Uklad teén

- bedzie posiadal nieskoficzong iloéé stopni swobody. Z warunku réwnowa-
gi elementu belki (na ktéry to element dziala sila tngea F i kidrego prze-
suniecie jest y) mamy znang zaleznogé

%
(6) ’ u%d’x S—Fd:c

Przyjmiimy, ze opory tarcia wewnebrznego 83 proporcjonalne do pred-
kosci wydluzenia 0 ¢/0 t, wowcezas zalezno$é miedzy naprqzemem g 1 wy-
dluzeniem e 3est okreslona wzorem.

(7) | | o'.:(eﬁ—@%f) E e

Stad wynika, ze moment zginajaey w danym pfzekroju jest
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(8) M= Ef(l‘l‘at)axg

Z rownania (7} i zaleznoéci miedzy momentem zginajacym a sila tna—
- ¢g ofrzymamy

: o oty
{D . at3+EI(1+@0t)aa? ={,

Rownanie to rézni sig od réwnania belki ogélnie znanego z wytrzy-
malosei jedynie wyrazeniem w nawiasie. ' :
Rozwigzanie powyzszego roéwnania ma postaé y =1y, (x)e*, czyli

1

; ' Yy . g A a2
{10) kty,=0; kt=—ps BT+ 05

dx?

Dla drgan harmonieznych, dla kitérych s =iw parametr k staje sie wiel-
koécig zespolong. Ogdlne rozwigzanie jest nastepujgce:

(11) yo=Ajcoskx + A,sinkx + Aycoshkx + A,sinhkx.

Aby obliczyé podatnosé harmoniczng pod wplywem sity @, €, mu~
simy obliczyé state catkowania réwnania (11} z warunkow brzegowych;
na przyktad dla belki swobodnej, o dhugodei L. gdy sila przylozona znaj-
duje sie w przekroju x = 0, mamy '

@y (0, Eyl0 __;Ql'
da? . 7 o dat EI(1 —I—z@w)
¢ylL) Fy(L) _

d x? o dax?

- ‘Poniewaz ruch belki okreflaja w zasadzie dwa parametry, przeto roz-
rozniamy. podainofci przesunieé i pochylen, ktore wystepuja pod wply~
wem przylozonych sil' lub momeniéw, Jezeli przesunigcie w przekrc;]u
x =0 jest y (0)=q, €"*, a pochylenie w tymze przekroju dy (0)/d x = g, ",
to odpowiednie podatnosei w tym przekroju sa

. (i1 kL sm__fg}choskL—coshkLska
Pu=0, T Lo’ 1-—coshk L coskL A

q, .. kL? sinhkLsinkL
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Podobnie, przykladajae mdmenty okreslone wzorem @, et u przekro-—
ju x =0, znajdujemy podatnosei

i 9 9
{ 3) Pie=— Qg Pas Q2

Obliczajac przesunigeia y(w) lub pochylenia dy(x)/dx w przekroju x
znajdziemy jakby «wplywowe» podatriodei harmoniczne, ktére stuzg do obli-
czania amplitud w obranym przekroju w zaleinodei od sil wzbudzaja--

14) o L e == Pxi @1 F Par Qo

Powyzsza metoda ma najwigksze zastosowanie do ukladéw zlozonych
z kilku zespoldw o znanych lub latwo obliczalnych podatnosciach, W cely
obliczenia podatnofei takiego ukladu nalezy rozréini¢é rézne przypadki
zaleznie od llczby parametxow niezbednych do zupelnego okreslema da-
nego polaczenia. _ .

Jezeli uklad mozna scharakf;eryzowac za pomocy gednego parametru__
to biorae pod uwage, ze w punkcie polgczenia, obu zespoldw «a» i «b»
przesuniecia sg rdwne oraz ze suma sit d21ala]acych w punkme po&aczenla\
3est TOWna zeru, otrzymamy :
(15) { adt =gl = q1,

Q1+ 5= Qr.

Podatno$é zespolu w. punkt:le polaczenia 3est okreslona, wzorem nastq—.
pujacym: )

16 o= —=— == — . = e e L
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SETLprEL oy
adl 12851 aPt »

Jezeli polgczenie scharakteryzowane Jest Za pomoca dwu parameiréw,
to oba rodzaje uogélnionych przesunieé musza byé réwne i oba rodzaje
“ugogblnionych sil muszg byé w réwnowadze. Stad mamy

(17 { aQU=13q1=q1, = 1+ sCH — o,

afz = pQ2 == Qs, aQ2+bQ2 (478
Przesuniecia akazdego zespolu sg nastepujace:’

(18) { eQt==aPt1a @1 + P2 an; ' bq1 = P11 5G1 + P12 5 Qs

aQs == o P31 « @1 F 2 P22 o @2, 5Qz = pPu @1 1+ p P22 5 Q2.




El]mlnujac z powyzszych rownan aQis aq;, aQ; oraz »Q; otrzymamy po—- ’
gzukiwane podatnose1 Z rownan ) ; .

{19) 1 == Py Ql ‘| Dis Qz, da =‘P31 Q@ + Do Qs

Obliczenie amplitudy w obranym przekroju ukladu zloionégb"wyiﬁagla
obliczenia sity dzialajacej na skladowy element. Majae wplywowe podat—
nosci mozZna obliczyé ‘zadana amphtude

Dokladne obliczenie podatnosci harmonicznej . ulktadu. wewngtrznie -
lumionego mozna praktycznie wykonaé tylko w przypadku prostych
zespoiow. Przy bardziej zlozonych ukladach praca rachunkowa mepo-
miernie wzrasta i dlatego przyblizone lub pétdoswiadezalne metody obliZ
czen sa catkowicie uzasadnione.

W przypadku belki o gzmiennym przekroju, na ktéra dziala sila X na
jednostke dlugosci, roéwnanie rownowagl analogiczne do réwnania (9)
ma postaé I

-
{20) dd—EI(l-Fz@w) ]—f—,um y—|—X—-0

Mozemy rozwiqzaé to rf)wnanier stosujac na prz,yklad -p_r_‘_zyh_l_iﬁonq ‘me-~’
tode Galerkina, jezeli przyjmiemy Y, jako liniowo niezaleine
funkcje okreflajgee drganla znanych podobnych ukladow. Przesumeme
w przekroju x jest wowezas.

(21) : y ()= 2q; Y- (),

gdzie g, sa wielkosciami zespolonyml Podatnosc harmoniczng ohblicza. sie
7 zaleznodcl b

: — Y
{22) 3 ‘ P

Metoda energetyczna korzystajgea z dgblnego rébwnania L agran-
g e’a jest szczegodlnie przydatna jezeli znamy drgania wiasne podobnych
ukladow Polega ona na rozw1a;zamu ukladu réwnaf

oT 0T . 0U %
(@3) dt(@qr) dq aqﬁraqr =@
w ktorych uogélnionymi wspdirzednymi sa wartosci  wlasne drgan,
T i U sg odpowiednio energiami kinetyczng i potencjalng ukladu, a F jest
funkcjg tlumienia przeadstaw1a3aca potowe energil zuzytej na pokonanie
sit {lumienia w jednostce czasu. Na przykiad dla drgan gietnych bedme ta.
- 'ﬂstatnla funkcja réwna




L ) - N A : ) '2.
24) Fﬁ*z—f EI( )@[a (ngi)] dx.
. _ h .-

it

_Przyjmujaic, ze
(25) D - Q= Q; eimi, o = q;_eimf,
otrzymamy nastepu;a,cy uklad rownan

(26) o . ) Z {ars 0® -} 'ibrsw ~+ crs) Qs Q'
Rozv&nazu] ge ten uklad znajdziemy, ze

S . .,i 1

(27) - Z Ars Qi

gdzie A jest wyznacznikiem uktadu, za§ A,s sa odpowiednimi minorami.
Uogo]mona podatnosc harmoniczna wyn051 ‘ ‘

Vi R o 0 Qr Ars . |

{28) qPrS"_'aQs A‘,

a ugigeia w zadanym przekroju x sg rowne i
(20) o S giay= Z @y (x

Zadane podatnosci harmoniczne Sa.okre‘élone wzorami
Gy e, =28 Sy @ M Py @]

Zauwazmy, ze w przypadku zastosowania dokladnych funkeji drgatt
wiasnych metoda ta daje wynik gcisty. ,
W przypadku, gdy posiadamy juz gotowac konstruqu, np. samochéd,
mozna znalezé podatnost harmoniczna ukladu przylozywszy w danym
~ putkeie sﬁq harmoniczng @ et i mierzae przesuchle gellf+a,’ Nastqp—
me mozemy juz znalezc podatnosc harmomczna :

e a,




Znajge site wzbudzajacy mozna z tatwosciy obliczy¢é amplitude drgan.
Metoda {4 pozwala na” dokladne okreslenie podatnosci-przy-uwzglednie-
niu rzeczywistego stanu konstrukeji,. a' nastepnie na takie dobranie ele-
- mentow, sprezystego zawieszenia srlnlka ktore zapewnlkolby najkorzyst-
n1e352e Warunkl uzybkowama sprzetu '
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Peszwma

O HEKOTOPGM METQUE BLIYHMCHAEHKWY AMITIMTY D BbIHYRIOEHALIX
RONEBRHHUH

ABTop paccmarpuBaeT CyIHOCTh ¥ 0DOCHOBaHWe NMpUMEHEHWS MeTona
«rapMoHWYecKold TORATAWBOCTHY ANd BLINACASHHA aMINUTYH BbIHYXAEH-
HEIX KoneBaHuil yrnpyrod cucTeMbl C YHeTOM BAMSHHMA BHYTPEHHOTO 3aTy-
xaHua. Tlpegnaraemblii METOR MO3ROASET YYECTh AEHCTBUTENbHLIE CBOH-
CTB&: YNPYroct#, MHEPLMK W 3aTyxaHus CHCTeMbl CO MHOTHMMM CTENEHRMH
cr0GOAL. DTO NMOIBOAYET BLINMCAHTHL AMAAMTY[bl BbIHYRKIEHHbIX Roneba-
HMil Bonee TO4YHO, 4EM MeTOAaMH OObIYHO NPUMEHSEMBLIMH B HacTOodlee
BpEMA.

KpoMe TOro aBTOpOM pacCMOTpeHbl NpHBNMKenHbie Cnocobbl nprme-
HeHMs METOnd, B YACTHOCTH Ha OCHOBAHWHM MPEMHMX ONbITOB Hag nopob-
HbIMHM CHCTEMaMH. '

Hpe,u,naraew:bm MEeToq, NpUMEHUMM B 0COBEHHOCTH B cnyqae Heoﬁxo-
AMMOCTH BLIMHCICHHS ONTHMaNbHON KECTROCTH MOABELIEHHS ‘sHaYHTENb-
HOM MacCsl Ha ynpyrof cucreme KOHeYHOH Macchl, HanpuMep Moropa Ha
"{C:aMQné_‘re'HnM aBTOMODMIIE, : :




Summary

A CERTAIN METHOD OF CALCULATION. OF. AMPLITUDES QF FORCED
VIBRATIONS '

The use of the admittance method for the determination of amplitudes
of forced vibrations of deformable elastic systems with internal damping
is described. This method enables to take into account the real elastic,
inertial and damping characteristics of systems with many degrees of
freedom thus giving the possibility .of.a more accurate calculation of
forced amplitudes than in the usually employed methods.

' An approximate method using previous experience on similar systems =
is indicated. . 7 '

This method is particularly suitable for the determination of the best
flexibility of the suspension of a large mass on a flexible finite mass.

Pruca zostata ztozona w Redakceji dnig 18 kwietnia 1953 ».






