ZAKEAD MECHANIK: OSRODKOW CIAGLYCRH
P OLSIKTIE]J] AKADEMII NAUEK

ROZPRAWY
INZYNIERSKIE
' Vi

A. LISOWSKI

Plyty na sprezystym podlozu

"W ARSZAWA 195 4




SZKDLY INZYNIES

A7 i l’if@ﬁf f;? 2!

ROZPRAWY INZYNIERSKIE (VIh

Copyright 1853 by Paistwowe Wydawnictwo Naukowe
Warszawa {Poland}. Printed in Poland.

AH rights reserved
No part of this book may be translated or reproduced

i any form, by mimeograph or any other means,
without permission in writing from the publishers.

Redaktor techniczny: JO_ZEF JANICZEK

Naklad 1600+ {50 egz, Papier drmk, sat. 70x100 16, W g. Arkaszy wydawnu zych 1,25, Arkuszy c!rukalskmh 1Y,
Oddane do skladania dn. 3153 r. Drok. ukoficzono do, 30.XIL53 r. Zam. 182 a. 4-B-G5502. Cena z1 b,—

Warszawska Druksrnia Naukowa, Warszawa, Sniadeckich 8




ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
POLSKTIG®E; A K ADEMI; N AU K

A LISOWSKI

PEYTY NA SPREZYST_YM PODLOZYU

ROZPRAWY
INZYNIERSKIE

VII

WARSZAWA 1953
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE




Rozpatrzmy rdwnanie rozmczkowe odksztal'cone,] powmrzchm piyty
w prostokatnym ukladzie osi x, Y 7

Eh® Ntw . tw otw
(1) ' 12(1—+%) (Ox" 2 ox* dy? T oy ) B

gdzie E jest Ws"pélczynnikiem sprezystofei podiuznej, h grubodceis piyty,
w ugieciem plyty w kierunku osi z, » wspoiczynnikiem Poissona
oraz q obciazeniem przypadajaeym na jednostke powierzchni plyty.

W przypadku oparcia plyty
na sprezystym podlozu uwzgled-

ni¢ musimy ponadto sprezysty
odpér gruntu p. W pracy niniej- / W
szej opiera¢ sie bedziemy na izw.

zatozeniach Winklera. Wed-
z LY

fug tych zalozen:

(1) osiadanie kazdego punktu 7
podicza jest proporcjonalne do ‘Rys. 1
nacisku przenoszonego przez pod-
Yoze; oznaczajac wielkosé sity powodujacej jednostkowe osiadanie podioza
przez k (jest to tzw. wspdtezynnik sprezystosei podioza) otrzymamy wiel-
koéé ugiecia y ze wzoru

{2) osiadanie danego punktu nie jest zalezne od osiadania innych punk-
tow podioza;

(3) belka lub ptyta nie moze oddzielié¢ sie od podioza, tzn. podloze moZe
przenosit¢ sily zaréwno sc1ska_]qce jak i rozciagajace.

Uwzgledniajac odpor sprezysty gruntu otrzymamy na podstawie réw-
nania (1)

ER? 64 ot w 0 w ‘

3 12(1 —vz} w2 0x? gy® T oy ) g—kw,

gdzie k jest jednostkowym od'porern gruntu przy zatozeniu odporu sk1e~
rowanego przeciwnie niz o§ z.




Jezeli zastapi¢ rézniczki réznicami i wyprowadzié oznaczenie

°

ER?

(4:} . 1?2 {1 —— ?’z) = DF
to ofrzymamy

(Mw o, Aw | Aw _
{5) D\Am‘* +2 A Ao T+ Ayd)wl—kwm—q.

Jest to réwnanie powierzchni odkszialconej plyty spoczywaja‘ce'j na pod-
tozu sprezystym. W pracy niniejsze] zastosowano metode roznic skonczo~
nych do obliczania ptyt kwadratowych opartych na sprezystym podlozu o
Wyrazmy kolejno réznice wehodzace do wzoru (5) przez ugigcia, przyj-
mujac podzial plyty na jednakowe pola o diugosci Ax w kierunku osi
x oraz Ay w kierunku osi y.

v atd Zgodnie z oznaczeniami podan}y'mi
: —4,_.____————* .
-a na rys. 2 dla punktu k otrzymamy
=3 ' .
g i + Abwp=ws—4wi+ '
n
= 6w — 4 101 4+ W
|5 i |k { ¢ + 6w 11 ty
T' '_: s . .
3 Ay wp=wp—4Wx +
0 i 14 e .
' T (6) + 6w, — 4 Wi + Wa,
< ,
| u —; Ai-y wkzclwk-—z(w;—{—
— Ax == A — QK ——Ax )
i} ' +wl+wn+wm)+wg+

Rys. 2 A - + wr + we + wp.
W przypadku podziatu ptyty na pblci kwadratowe jest
dax = Ay, |

Wstawiajae wyrazenia na réimice (6) do roéwnania (5) otrzymamy po
uporzadkowaniu '

(1) 20we—8 (wi + w00 + wa | ) 2 (g 4wy |- w0+ wp) +

, Ax?
+ wy + w4+ wo -+ wu—':'f‘ (qk—kkwk)s

gdzie ¢z jest jednostkowym obciazeniem zewnetrznym, przypadajgcym
na pole podzialu ptyty w punkcie k, a T jednostkowym odporem spre-
zystym gruniu, przypadajacym réwniez na pole podziatu ptyty w punk-
cie k. .

Honliel




W przypadku dzialania sit skuplonych mnalezy obliczyt zastgpeze
ohecigzenie jednostkowe przypadajgce na dane pole

(8) o ' —_ M

gdzie R jest wypadkows obcigzenia przypadajaca na pole k.

Rozpatrzmy plyte podana w rzucie na rys. 3. Przy zastosowanym po-
dziale na odcinki Ax i Ay otrzymamy n nieznanych ugie€¢ plyly. Beda
to ugiecia ay, @y, ay,... W rzedzie pierwszym oraz by, by, by,... w rzedzie dru-
gim itd.”) :

Uktadamy tyle réwnan (7), ile jest nieznanych ugigé piyty. Jednak
do rownan ulozonych dla skrajnych punktéw ptyty (np. dla rzedu punk-
tOW @y, @, G,... wzdluz osi @ oraz dla szeregu punkiéw ai, by, ¢;,... wzdluz
osi y) oprocz ugied punktéw «rzeczywisiych»

wehodzg jeszeze «teoretyczne» ugigeia punk- " o 5 °a"'__—‘%.
téw poza plyta w odleglosei Ax i 2 Ax od oGy o0, a3y °0U; * —ih
skrajnych punktéw. Odpowiednie punkty " e; “d, =@y Gy w0y *05 ;?
" w odleglosci Ay powyzej osi x, oznaczono <
jedna kresks, a w odleglogei 2 Ay dwoma By By b By <l “b""b‘_‘%
kreskami. Odpowiednie punkty z lewe]j ;CT' A BT "6“::7 i.

strony osi ¥ oznaczono jednym lub dwo- l of] vd, g,
Ax

ma krzyzykami. l —-—l
Ax Ayt Ax+ Ax-+Ax—

AZzeby ulozona liczba réwnan wystar-
Rys. 3

o

czala do rozwigzania ukladu, nalezy feore-

tyczne ugiecia poza plyta wyrazié za po—

mocy rzeczywistych ugieé. "
Nieznane ugiecia teoretycznych punktéw w odleglodei Ax lub Ay

obliczymy z warunku, ze na brzegu. plyty naprezema muszg byé réwne
zeru ®). Oznacza fo, ze na krawedzi x = 0 jest

(9.1) . Gy — 0
oraz na krawedzi y = 0 jest '
. (9'2) . R Fy — 0.

Z rownania (9.1), np. dla punktu a,, znajdujemy zaleznodé
(10.1) _ by—2a, + ay +»(ag = 2a, + a;)==0.

) Bez cbawy dwuznacznofel punkty 1 ich ugiecia oznaczamy tymi samimi sym-
bolami.
B NEIR



. Stad obliezymy ugiecie teoretycznege punktu plyty ai
ay—=—vay +a; (24 2v)—ra;—Db,

Odpowiedxii_o obliczymy wielko$é ugigeia punktu bit z roéwnania (9.2)
(10.2) bi'—2b; +by 4 v(e; — 2b A+ ) =0

Ugiécie teoretyeznych punktéw w odlegtosei 2 Ax lub 2 Ay obliczone
zaktadajae, ze przekrdj piyty prostopadly do krawedzi przedstawia linig
prosta. Tak np. ugiecie punktu ai’ wyniesie

(11.1) «  af—2Zai+a,—0.

WstaWiajac warto§é ugiecia' punktu oz ze wzoru (10.1) Wyrazimy ugiecie
punkfu ef przez ugiecia punktéw rzeczywistych plyty.
Analogicznie ugiecie punktu by* obliczymy z zaleznoéci

(11.2) : 'b§<><-2bi<+ by, = 0.

Pozostaje jeszeze do omodwienia teoret§czny, punkt naro-'zﬁy ag. W tym
celu przyjeto, ze wartosé naprezenia zginajacego wzdiuz przekatnej mig-
dzy osiami x i y w punkeie ¢, jest rowna zeru. Stad otrzymuje sig za-
leznogé :
{12) Cay—2a, +b, + v (b —2a, + by=0.

- Zalozenia ostatnie odbiegaig niewatpliwie od stosunkéw faktycz-
nych przy rozwigzaniu scistym; wobec tego jednak, ze ugigela punktow
polozonych w odleglosel 2 Ax lub 2 Ay

AT LA _ poza plyta wchodza tylko do réwnanh
utozonych dla punktéw skrajnych,
AU SRS i I i to z najmniejszym wspdiczynnikiem
0 e ez 3| o3 2 [por. réwnanie (7)], wiec nieécistosé
. . ta wpltyngé moze tylko niewiele na

2 p 4 e5] 5 g uzyskany wynik.
R Obliczenie ugiet plyty za pomoca
3 ey A % o | réownan (7) zostato przedstawione dla
.5 %5 /6/ [z);rzlipadku plyty .kwadratowej .obcig-

1 symetrycznie.

of ' Przyklad L Obliczyé ugiecia phyty
: | kwadratowej, podanej na rys. 4, ‘opar-
y tej na sprezystym podiozu i obcigzo-

Rys. 4 nej symetrycznie w polach $rodkowych.




Wobec symetrii piyty i obciazenia wystarcza roﬁpatrﬁeﬁ ¢wiartke

plyty. . .
Do obliczen przyjeto: [ =a =1b =500 em, D = 19230000 kG/cm,

k=1kG/em?, g; =¢q, ¢\ =¢s== ¢y = ¢s = g5 == 0.
Zastosowano nastepujgcy podzial plyty:

A= Ay = é = ?EGJE — 83,333 cm.

Przy zastosowanym podziale 1 uwzglednieniu symetrii odksztalcenia
pozostaje do wyznaczenia sze§é ugieé punktéw plyty oznaczonych ko-
lejno 1, 2, 3, 4, 51 6 (por. rys. 4).

Wyznaczenie ugieé punkiéw teoretycznych przeprowadza sie z na-

stepujacych réwnan:

wi— 2w+ wy + v (wi—— 2w, + wp) =0,
w5 — 20, W, + v (W, — 2wy + wy) =0,
wh— 2wy -} wy + v{w, — 2w, + w,) =0,
we— 2w, + w, + v (ws— 2w, +wi) =0,
wy — 21+ wy, =0,
wy —2ws |+ wy, =0,

wy — 2wy + wy = 0.
Stad ofrzymujemy:

wi==2w, — Wy,
wh==—pw, + 2w, (1 + V) — ¥ Wy —— Wy,
Wi = — v Wy + wy (2 + #)— wy,
wy==2w (1 + v+ 1) — 4w, {» + %) + 297w, —w,; (1 —29),
wy == 3wy — 2, 7
ws = —2pw, + wy {3+ &%) —2rw,— 2w,
wh == — 2y w, + w, (3 +2ﬁ);2w5.‘
Dalszé obliczenie przeproWadzamy Vprzyjmujqc y = 0,2 VO’chzymam_y
woOwcCzas: Ce e o
Wy == 2,48 w, — 0,96 w, + 0,08 w; — 0,60w,,
W= 2 W, - W,
5§ = 0,20 w, 2,40 i3y~ 0,20 w; — 1},




g == — 0,20 Wy + 2,20 Wy — W5,

rr

w17:_3w1——2 Wy,
wl = — 0,40 w, + 3,80 w, — 0,40 w; — 2wy,
wi = — 0,40 w, + 3,40 wy — 2wy,

Réownanie (7) piszemy w postaci

Ly Ax?t .
(7.1) (20 + —D—) wp — 8 (wi + wy + wn + wm) + 2wy + wr + woFwp) +

Axt
s wy b wa=s T

Aot 83,333t .
D T 19230000 2,507698.

Réwnanie (7.1) wypisujemy kolejno dla punktéw 1, 2, 3, 4, 5i 6 przyj-
mujac staly odpér gruntu pod calg plytks, k =1 kG/cm? (bardzo slaby
grunt).

Otrzymujemy kolejno:

dla punktu 6

(20 | 2,507698) w, — 8 (2w, + 2wg) + 2 (wy— 2w; + wy) +

4 2w, + 2w, = 2,507698 ¢, -
lub po uproszezeniu

8,507698 w, — 10w, + 2w, - 2w, = 2,507698 ¢;
dla punktu 5 |
(20 & 2,507698) 1, — 8 (10, - wy 105 -+ wq) + 2 (wy + Wy + ws + W) +
b wy 4w wy Fwp =10,
S, | 15,507698 w; — 7w, — 3,80 w, + 2,80 1, = 0;
dla punktu 4 o |
(20 4 2,507698) w, ~— 8 (2wy + 2wy) + 2 (wy + 2w, +wy) + 2 wh -+ 2w =0,
215, — 14w, + 20,507698 w, - 3,60 w, — 11,20 wy - 1,60 w; = 0;
dla punktu 3 B - - _
(20 + 2,507696) w, — 8 (w, + wh + wy + w;) + 2 (ws + wi + w, +wy) +
.  tw tuwd +ws Fwe=0,
w2 wg + 43076981, — 1,40 w; + 0,600, — 0;

i




' dla punktu 1 | ‘
(20 + 2,507696) w, — 8 (2w} + 2wy) 4+ 2 (w) + 2wk + wy) + 2w 2wy =0,

dla punktu 2 A . _
(20 4 2,507696) w, — 8 (w, + wz + w; + wy) -+ 2 (wi + .wé —+ w, + w;) +

Wy — 2 wy — 1340 Wy '+'5,707698 'LUB — 0,80 w, = 0;

—3,20w, + 1,36 w; -+ 3,68 w, + 0,667698 w, = 0.
Rozwiazujac uklad szefciu réwnahn obliczamy wielkosé ugiet (przyj;
mujac g = 1 kG/cm?): ‘
w,— 0340072 om  w,—0,062858 cm
w,==0,021876  ,, © w;=0,163361
w, ——0,078252 ,, w, — 0,483153

Powierzchnie odksztalcenia plyty podaje w rzucie aksonomeirycznym
rys. 5. o

7astosowanie roéznic skoficzonych do rownania (3) pozwala na oblicze-
nie odksztalcen plyty, ktora tylko czeScig swe] powierzchni opiera sig na
sprezystym podiozu Winkler a Wystarcza w tym celu dla odpo-
wiednich punktéw przyjaé wartosé¢ odporu gruntu rowng zeru. Dla na-
szego przypadku réwnanie (7.1) -przybierze postaé

(7.2)  20ws — 8 (w; - Wi+ wa -+ W) -+ 2(wg -+ wr + wy +wp) +

4
+'ws+wt+w-o+wu:-qkdx

D

Przyktad 1. 1. Obliczyé odkszialcenia plyty wedtug przykiadu 1 w za-
lozeniu, ze pole' odpowiadajace punktowi 1 nie jest oparte na sprezystym
podiozu. ‘ .

Rownania utozone dla punktéw 1-5 pozostaja bez zmian, nalezy
uwzglednié tylko w réwnaniu dla punktu 1 réznicg pomiedzy wzora-
mi (7.2) 1 (7.1). ' :

Otrzymamy nastepujacy uklad réwnan:

_ 8,507698 w, — 10w, -+ 2w, + 2wy = 2,507698 q,
— 5w, + 15,507698 w; — 7w, — 3,80 w, -+ 2,80 wy =0,
9w, — 14 w, + 20,507698 2w, + 3,60 w;—11,20w, - 1,60 w, =0,
wy — 2wy + 4,307698 w, — 1,40 w, + 0,60 w =0,
g — 20, — 1,40 w, + 5,707698 w; — 0,80 w; =0,
—3,20w, + 1,36 w, - 3,68 w,— 1,84 w, = 0.



Uklad tych ré6wnan daje nastepujace rozwigzanie:

' ‘ ‘ ' w, ==— 0,248753 cm
e a b/ / /7 w, — — 0,039052 ,,
' | / w, = 0,002085

w, =0,092009
w,—0,224832

odpor sprezysty

Z—//"Z a4 4/  calef powierzchii w, = 0,535260
7  Rzecrg celowa bedzie
/. / ya podkrfes’]ié w tym mie'j—'
'/’/r’ P sCU, - Ze podar}y spiesob
'7.'_7"7 /-—— _ obliczenia moze byé za-
N ".«7;,",‘__ _ stosowany réwniez do
/!,Lf/"[" _ obliczenia ugieé plyt

odpdr spreZyshy opartych na sprezystym
Z wylgezeniem
punktu a,

FEA

podiozu o - zmiennym
wspblezynniku . odperu
sprezystego gruntu oraz
dla plyt epartyeh - tylko
{dowolng) - czebcig swej
o ) powiérzchni- na podfozu.
sty W ddsaym cag
punktiwa i@, ~ TozPatrzymy przypadek
wazny ze wzgleddw prak-
tycznych, a dotychezas
nie rozwigzany w litera-
~turze dostepnej autoro-
‘ wi, mianowicie przypa-
odpdr spreZysty - dek odkswialcenia sie ply-

Z wylaczeniem . .
punktiw a,,e.iz, ty opartej na sprezystym
podiozu, gdy podioze fo
" _ © ©  jest-zdolne przenieéé tyl-
Rys. 5 .. ko naprezenia $ciskajace,
a pozwala na swobodne

oderwanie sig plyty pod wplywem naprezen rozciggajacych. -

Analizujge wyniki przykladow 1 i 1.1 widzimy, Ze czesé podioza, mia-
nowicie punkt 2, pracuje na rozciaganie. Zwalniajagc od pracy podioze
w punkcie 2 obliczymy nowg powierzchnie odksztalcong plyty. Analiza
wynikoéw wskazuje nastepnie, ézy nalezy ponadto zwolnié dalsze punkty,
aby otrzymaé ostateczng powierzchnie wglebiania si¢ plyty w podioze.
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Przypadek rozwazany tutaj moze znalezé zastosowanie w praktyce
przy piytach lub tawach fundamentowych pod stupami, masztami, komi-
nami ifp.

Przykled 1.2.- Obliczyé odksztaleenia plyty wedlug przykiadu 1 w za-
lozeniu, ze pola 1 1 2 nie sg oparte na sprezystym podiozu.

Otrzymujerny uktad rownan

8,507698 i, — 10w, - 2w, | 2w, — 2,507698 g,
— 5w, + 15,507698 10, — 7w, — 3,80 1w, + 2,80 wy,— 0,
210, — 14 w; + 20,507698 w, + 3,60 w, — 11,20, 1 1,601, =0,
1w, — 2w, + 4,307698 10, — 1,40 w, + 0,60 w, = 0, -
wy — 2wy — 1,40 wy -+ 3,20 wy — 0,80 w, =0,
3,20 wy + 1,36 w, 4 3,68w, —1,84w, =0,

ktorego rozwigzaniem jest

w,=—0,381161 cm w, = 0,057256 cm
wy = 0,135503 iv, ==0,223153 ,,
w, = — 0,014314 w, = 0,546957 ,

Przykled 1.3. Obliczyt odksztalcenia ptyty wedtug przykiadu 1 w za-
Fozeniu, ze pola 1, 2 i 3 nie s3 oparte na sprezystym podlozu.
Otrzymujemy uklad réwnat

8,507698 w, — 10 1 + 2w, -+ 2 w, — 2,507698 q,
— B, -+ 15,507698 w, — Tiv,— 3,80 w, + 2,80w, =0,
2 w0, — 14w, - 20,507698 1w, +- 3,60 14— 11,20 w, + 1,60 w, — 0,
Wy — 2wy + 1,80 10, — 1,40 w, + 0,60 w, = 0,
s — 2w, — 1,40 w, + 3,20 1w, — 0,80 w, — 0,
3,20 w, + 1,36 w, + 3,68 w,— 1,84 w, — 0,

ktorego rozwigzaniem jest
w; =~ 0,354200 cm w, == 0,070672 cm

w,=—0,107630 ,, . w;—0,221153 ,,
wy = - 0,021692 ,, wy ==0,543187 ,,

Kolejne powlerzchnie odksztalcei plyty wykreélone zostaly na pod-
stawie wynikdéw przykiadow 1, 1.1, 1.2 i 1.3 na rys. ba, 5b, bc i 5d i to przy

il




) odporze sprezystym na calej powierzchni na rys. 5g, przy zwolnieniu od-
poru. sprezystego odpowiednio w jednym, dwoch i trzech punktach na
rys. bb, be i bd.

Najbardziej zastanawiajacy jest faki wgl&:blanla sie rogow plyty
przedstawiony na rys Sa.

Wynik obliczefh mozna wyltumaczyé w spostb nastepujacy. Pod Wnly—
‘wem obciazenia czgfei §rodkowe] plyta wglebia sie w podioze w sposdb-
podany na rys. 6. Réwnania (7.1) zostaly ulozone zgodnie z zalozeniami
Winklera, Zze podioze pracuje zaré6wno na naprezenia Sciskajace, jak
i na naprezenia rozciggajagce. Wytwarza sn:; zatem sytuacja podana na
rys. 7.

sl TTH ’

Rys. 6 . Rys. T

Sity ciggnace w czesciach plyty odksztalconej powyze] poziomu podio-
za starajg sig wglebié czest Srodkowa plyty oraz wygiaé rogi ku dolowi (to
samo zjawisko ma miejsce w belce na sprezystym podiozu, por. rys. 8).

_mm\}m

Rys. 8

el I

Poniewaz dodatkowe zagledbienie czefei Srodkowej plyty napotyka na
trudnoéci (duza powierzchnia dotyku), reszta sil rozciggajacych Wplywa
na silne wygiecie rogéw ku dolowi, co uwidacznia rys. be.

Zwalniajge kolejno punkty podioza poddane naprqzemom roz¢iagaja-
cym dochodzimy po szeregu przyblizen do ostatécznej postaci plyty od-
ksztalconej, zgodnie z zaloZzeniem, ze podioze zdolne jest tylko do prze-
jecia naprezen fciskajacych, a pozwala na swobodne oderwanie sig pyty.

Na podstawie wykreséw ugigé mozna dojié do powierzchni wglgbiania:
sie plyty w podioze 1 wykresli¢ odpowiednie warstwice.

Nastepne 'obliczenie odksztalcen piyty przeprowadzimy zwiekszajac
dziesigcickrotnie wspéblezynnik podiloza bez zmiany innych warunkéw.
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Przyktad 2. Obliczyé odksztaleenia plyty jak w przykladzie- 1 przy
zastosowaniu innego wspoélczynnika sprezystosei podioza k = .10 kG/em?
{dla silnych gruntow).

Mamy teraz

- Axt k Axt
o = 2,507698, o S 25,076980.

Dla punktc’w(f 6, 5, 4, 3, 2 i 1 plyty otrzymujemy kolejno

, 31,076980 w; — 10 W, + 2w, - 2w, — 2,507698 g,
5w, -+ 38,076980 w; — T w, — 3,80 w, - 2,80 w, =0,
W, ~ 14w, - 43,076980 w, -+ 3,60 w, — 11,201, 11,60 w, =0,
W —— 2w, + 26,876980 wy — 1,40 w, + 0,60 w, =0,
Wy — 2w, — 1,40 w, + 28,276980 w, — 0,80 w, =0,
— 3,200, + 1,360, - 3,68 w; -+ 23,236980 w, =0.

Rozwigzujac powyzszy uklad réwnan otrzymujemy nastepujace wiel-
kosei ugieé dla g = 1kG/em?®:

w, = 0,0001731  cm, w, — — 0,0003451" cm,
w, == — 0,0005180 ,, w, =0,0108147
wy = 0,0023644 |, - . w,=0,0843475

Nie ma potrzeby podawania kolejriych powierzchni odksztalconych
-otrzymanych przy stopniowym zwalnianiu punktéw 1, 2, 3,... az do osta-
tecznego ustalenia ptyty. Sposdb obliczenia jest tutaj bowiem identyczny
jak w przykladzie 1. Podajemy natomiast ostateczng powierzchnig zagle-

‘biania sie plyty w sprezyste podloze w zalozeniu, ze podloze przejmuje
tyiko naprezenia Sciskajgce.-

Przyk%ad 2.1. Obliczye odksztalcema plyty wedlug przykladu
9 w zalozeniu, ze pola 1, 2, 3 1 4 nie sg oparte na sprezystym podiozu.
Otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

31,076980 w, — 10w, + 2w, + 2w, = 2,507638 g,
— 5w, -+ 38,076980 w, — 7w, — 3,80 w, + 2,80 w, =0,
2w, — 14w, + 18w, + 3,60 wy, — 11,20 w, + 1,60w, =0,
W - 2wy + 1,80 w, — 1,40 wy, + 0,60 w, =0,
w, — 2w, — 1,40 w, + 3,20 w,— 0,80 w; =0,
320w, + 1,36 w; + 3,68 w, — 1,84w, =0,
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ktérego rozwigzaniem jest

¢ wy=—0,161955 cm,  w,= —0,0349868 cm,
w, == — 0,0897977 ,, wy = 0,0059757
w, == — 0,0584565 , wy = 0,0886208

: Odpowiednie powierzchnie ugigeia plyty przedstawione zostaty na rys.
9a, 9b i 9¢ w zalozeniu odporu spreiystego na calej powierzchni plyty,

odpor Sprezysty
calef powierzchnl

vdpor sprezysty
Z wylgezeniem -
punkiow 177

©odpdr sprezysty
z wylgezenient -
punktow 12374

Rys. 9 -

a nastgpnie prZy usuwaniu kolejno odporun w punktach 1 i 2 oraz 1, 2,
3 1 4. Otrzymana w ten spos6b ostateczna powlierzchnia odksztalecona pty-
ty odpowiada zalozeniu, ze podloze sprezyste moze przejat tylko napre-
zenia $ciskajaece. ‘
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Poréwnujac wykresy powierzchni odkszialconych z przykiaddéw 1.1 2
widzimy, ze powierzchnia wglebiania sig piyty w S7tywmerze podioZe
znacznie zmalala, co odpowiada, oczywiscie, dosw1adczen1u )

Warto podkreslié, ze odpor catkowity obliczony na podstawie ugieé
plyty réwnowazy dos¢ dokladnie obciazenie zewngtrzne (z bledem 1%),
.co potwierdza Scistose otrzymanych wynikéw,
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Peswom>s
. ﬂﬂHCTi’IHKH HH YIPYTOM OCHOBAHHH

B npe,u,naraeMon pa60Te TpUMEHEH METOR KOHEHHBIX pazfHocTelt ang
BBEIYHC/IEHUS ,n.ecbopraau,wu MTACTHHOK Ha YNPYroM OCHOBaHMH. ®opmyna
(5) sBnsercs Pa3HOCTHBIM ypaBHeHUeM [NacTHHRW cornacHo ¢ur. 1.
3peck w eCTh NporUd NJIACTHHKH, D RECTROCTL TNaCTHHKK Ha u3ruob,
k epuHMYHas peakuMs OCHOBAHMA NMPH NPENIOCLIIKE peaKilMi HanpasBreH-
BO¥ TIPOTHBONOCJONKHO K OCH 2, ¢ Harpy3Ka Ha €[HHUUY TOBEPXHOCTH ia-
CTHHEH,

Bo'pasMe pasHOCTH TNpordGaMHd OTAENbHBIX TOYeR, COrnacHo 0603Ha-
YeHusM NpHBENEHHBIM Ha QUr. 2, W pasfenys MNacrWHRY Ha KBafpaTHble
yyactkM A x = Ay, nonyyaem ypasHenue (7}, rie qu €CTb yAENbHAsd BHELI-
HA9 Harpyska y4acTka B Touke k a k, ynemnbHas pearumy Ha yuyacTOR
B TO4ke k. '

CocTaBnsieM CronbRo ypaBHeHuid (7), CKONbKO HEH3BECTHBIX 11POrHGos
mnacTUHRM. YToBBI YHCIIO HEU3BECTHLIX ObUIO PABHO KOAMUYECTBY NHMHEAHBIX
ypaBHEHHH, BLIPAXAEM TEOPETUYECKKE NPOrudhl BHE NIACTHHKY NpOorHOamy
neicTRuTENbHEIX ToYer. Cocob cocTaBneHnd TarMxX 3apucMMOcTed [aH
({)opmynaMu (9.1)-(12):

VpaBhenna {7) ocHoBaHbl Ha Ipeanocouikax Buuknepa, 1. e. (1) He
YUMTBIBAIOT HENPEPLIBHOCTH BELULECTBA OCHOBAHNS, (2) nonaraioT, uro oce-
HaHve’ KampoH  TOYRM -BRSETCS -TIPOTIOPUMOHANBHLIM K NnepeHoCHMOoMy
RABIEHHIO. B NAaHHOM MecTe M (3), YTO OCHOBaHUE MOMKeT NepeHoCHTb He
TONBLKO CRUMAOIIME; HO .M PACTIrHBAIOIIHE HANPAKEHNd. DTH NPEAIOChT-
KM, 0COBEHHO 110 OTHOIIEHHIO K [PYHTaM, 3HAYHTENbHO pacro,u.mcsa ¢ pabo-
TOH ,D.GHCTBPITE.I’TI:-HOI‘O OCHGBaHMA. - :

Hanee Bbl‘-{HCJIEHbl u,ec]:vopmauun KBa,ElpaTHOI/l NAACTHHRY, HArpyREHHOH
B cBOeH u,eHTpaanou HaCTH, npn IOTIYLEHHH, - HT0 OCHOBAHHE MONKET




A

: 'nepel-]ocmb TOMBKO CRUMPIOIIME HANPSMEHU M T103BONAET [J1aCTHHKe

¢BOOODHO OT,E.eJ'[FlTbCSI OT OCHOBaHMH.

IMpuMeHeH cnoc06 NOCHEAOBATENBHOMO - ocscBoxneHns oT paboThl To-
YeK OCHOBaHKd, NOXBEPFHYTLIX PacTArMBalOIIMM Hanpskenusm. [Nocne He-

- CKOHbKHX HPHGHHH{EHHH MO}HHO l'lOﬂy"lHTb ,U,EHCTEHTEIIbHle NCBEPXHOCTL

AepOpMHPORAHHON NNACTHHRH, BAABAMBAEMOH B Yrpyroe ocHOBaHHME.

CootserctByrowne rpadurn ana k=71 x[/em? npusenens! na ur. Se,
5b, 5¢ n 5d. BriuucneHne NpoBefeHO BTOPHHHO yBenuumses B 10 pas sua-
YeHHE yNpyrod peakuun ocHoBabus (mns k=10 x[/cm?). Purypsr 9a,
9b n 9¢ mprBopaT COOTBETCTBy}OU_‘LHe rpagprku.

MpuMenenHbldl MeToR pacueTa naeT BOBMOKHOCTb paccMarpHBarh pas-
Hble THIIbl MIACTHHOR OMEPTHIX KaKUM NGO 06pascM Ha yIpyroM OCHO-
BaHuy (HaNpUMep NpH NlepeMe HHBIM kKO3QPULHEHTe YIPYFoH pearuHH CCHO-
Bahng). B ccoBeHHOCTH Oenaer BO3MOMKHLIM pac4ér pedopMauMii nnac-
TUHKK ONEPTOH Ha YNPYroM OCHOBaHHH, KOTOPO€ NEPEHOCHT TOJBKO CH-
MAIIME HaNpAKEHUA,

Fpepnaraemslii croco6 MomeT l'IpHMeHHTbCSI Ha npaxmxe HanpHMep
npy pacuyére QyHAAMEHTHBIX GaJloK u MIACTHHOR.

-

Summary

PLATES ON ELASTIC FOUNDATIONS

I this paper finite differences are used to determine deformations
-of plates on elastic foundations. The difference equation of a plate presen-
ted in Fig. 1 is given by Eq. (5), where w denotes the deflection of the
plate, D its flexural ridigity, k unit reaction of the foundation (the reac-
tion being supposed to be in the sense opposite to that of the z- axis),
-q unit load of the plate, Expressing the differences by the deflections of

individual points according to the designations in Fig. 2 (the plate being

divided in elementary squares dx = Ay) Eq. (7) is obtained, where g, ist
the unit external load of the elementary area corresponding fo the peint k,

and k. the unit reaction of the foundation for the elementary area cor-

responding to the point k.

A number of equations (7) are established, equal to that of unknown
deflections of the plate, To have the number of unknown guantities egqual
to that of equations (which are linear), theoretical points of deflection
outside the plate are expressed by the deflections of real points. The
Mmanner in which these relations are found is given by Egs. (9.1)-(12).

Thus we obtain finally a system of linear equations, the number of
unknown deflections being equal to that of the established equations.
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Eqgs. (7) are based on Win kler’s assumptions, which means
that the continuity of the foundaton is not taken into account and the
deflection of the foundation is assumed to be proportional to the load.
Further it is assumed that the foundation can be subjected to compressive
and tensile stresses as well. These assumptions differ considerably from
the conditions of really existing foundations, especially when applied to
the ground.

Furthermore the author has calculated the deformation of a rectangu-
lar plate loaded in the central part, assuming that the foundation can be
subjected to compressive stresses only, and permitting free separation of
the plate from the foundation. The method used consists in successive
suppressing the tensile stresses at points where they exist. After several
approximations we can obtain the real surface of deflection of a plate
pressed against an elastic foundation,

The corresponding graphs for diseussed plate, for k = 1 kG/em?, are
shown in Figs 5a, 5b, 5¢ and 5d. The calculation has been repeated for
the modulus ten times greater (k = 10 kG/cm?). The corresponding graphs
are shown in Figs 9a, 9b and 9c. '

The method presented permits to investigate different kinds of plates
on elastic foundations of any kind (e. g. characterized by a variable mo-
dulus of elasticity). In particular it permits to calculate the deflection
of a plate on an elastic foundation which can be subjected to compressive
siresses only.

The method can be used, for instance, to calculate foundation beams
and plates.

Prace zostale zlozona w Redakeji dnie § kwietnia 1953 .






