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1. ULOZENIE ROWNANIA CALKOWEGO DLA MASZTU DRGAJACEGO
Wstep

Zastosowanie réwnan calkowych do rozwigzania réiznych za-
gadnien technicznych, jak obliczenia czestosci. drgan, sily krytycznej,
linii ugigeia belek itp., zajmuje coraz wiecej miejsca w literaturze. Jed-
nym z pilerwszych podrecznikéw tego -rodzaju jest podrecznik
G. Wiardy, [11]. Przyklad praktycznego obliczenia dzwigara skrzy-
dia samolotu podany jest réwniez w artykule A. Grzedzielskiego
iR Seredyfiskiego, [2]. W artykule tym oprécz teoretycznych
podstaw roéwmnafi catkowych szeroko zostala oméwiona i poparta przy-
ktadami praktyczna strona zagadnienia. Ponadio podany jest przyklad
uktadania. funkeji wplywowej dla belki wspornikowej zamocowanej
sztywno o przekroju zmieniajacym sie w sposob ciggly, jednak hez
uwzglednienia wplywu sit tngeych.

Z nowszych prac metoda réwnan calkowych oméwiona =zostala
najobszerniej w ksigzce Nudielmana, [9]. Ksigzka {a zajmuje sie
ukladami pretéw, podaje ogélne zasady tworzenia funkcji wplywowej
1 wlasneoéei jej pochodnych cza;stkowych oraz zasady ukladania réwnan
catkowych,

Praca niniejsza oparta jest na wymienionych Zrédiach i zawiera
obliczenie masztu pionowego o zmiennym w spostb nieciagly przekro-
ju z masami skupionymi. Jednakze wobec uwzglednienia wplywu sily
tngeej przy ukiadaniu réwnania calkowego juz pierwsza pochodna
czgstkowa funkcji wplywowe]j jest nieciggla; okoiicznoéé ta nie byla
uwzgledniona w wymienionych pracach, Dla nadania zwiezlodel algaryt-
mom matematycznym wprowadzona zostala funkcja Heaviside a

Ogélne réwnanie catkowe wprowadzone w pierwszej czeSei nie
zostalo wykorzystane w podanym przykladzie, gdyz, jak to wykazaly
przeliczenia szacunkowe, wplyw sil tnacych i momentéw bezwladnosei
w danym przypadku mozna bylo pomingé. Ten wynik otrzymuje sie
dzigki temu, ze omawiany maszt jest konstrukejg bardzo smukla; nato-
miast wplyw sily tnacej, a zatem i ogdélne réwnanie calkowe trzeba
uwzgledniaé w przypadkach malej sztywnoéci na Scinanie oraz duzych
wymiaréw poprzecznych, jak np. w pretach kratowych lub masztach
cienkogciennych, w masztach nlosacych na swym szczycle cigzkie ele-
menty itp.




Oznaczenia

Wspolrzedna biezgca, dla ktorej jest mierzone ugiecie.
Wspolrzedna biezgea, dla kidrej jest zalozone obeigzenie.
Wspdlrzedna biezaca, dla kidérej jest okreSlony moment lub sita
tngca. '
- 1 Dhugos¢ masziu.
i, § Liczby okreslajgce punkty podziahu.
I} Dlugoi¢ odeinka masziu migdzy punktami podziatu: li=xi—x 1.
y Ugiecie calkowite.
Yy, Ugiecie czgiciowe przy uwzglednlemu wplywu samych momen-
tow zginajacych. :
y, Ugiecie czeSciowe przy uwzglednieniu wplywu samych sit tngeych,
Yo Ugiecie czgiciowe, wywolane wplywem jednego ciezaru skupio-
nego, przy odksztalceniu calkowitym masziu.
Kat obrotu w punkcie utwierdzenia.
Ramie bezwladnosci przekroju.
Wspolczynnik sztywnosel na zginanie.
Wspétczynnik sztywnosci na Scinanie.
Wepdtczynnik sztywnofci utwierdzenia.
Czestoséé katowa drgafi.
Przyépieszenie ziemskie: g = 981 em/sek®.
Sita obcigzajgca poprzeczna.
Sita obeigzajgca podluizna (ciezar konstrukeji).
Ciezary skupione. .
Ramiona bezwladnofei ciezaréw skupionych.
Momenty obcigZajace zewnegtrzne.
p Obecigzenie poprzeczne na jednostke diugoéei.
q(u) Ciezar jednostki diugosci.
M(u) Moment sit wewnetrznych.
M, .- Moment ufwierdzenia.
T{u} Sila tnaca.
H(2) Funkcja Heaviside'a [por. odsylacz?)].
G (x,s). Funkcja wplywowa (Greena).
‘Gm{x,s) Funkeja wplywowa bez uwzglednienia wplywu sit tnacych.
Grlx,s) Funkcja wplywowa bez uwzglednienia wplywu momentéw gnacych.
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1, Ylozenie funkecji wplywowej dla obcigzenia poprzecznego

t.1. Zatozenia. W punkcie O przyjmujemy utwierdzenie sprezyste
0 wapblczynniku sziywnosci utwierdzenia réwnym
| M,

o

ﬁ:




. Sztywnoséci na zginanie i Scinanie B(u) i D(u) s3 zmienne wzdluz
“dtugoécl masztu w sposéb nieciagly. W miejscach niecigglosci u; wartosé
funkeji jest okreSlona umownie )
_jako $érednia arytmetyczna obu- P
“sironnych granic. )

Dla malych odksztateets I«ﬁ\ 1 ‘s
mozna obliczaé oddzielnie ugie- i —\JL yrxs) '
. cia pochodzgee od sprezystosel A E:%\\

utwierdzenia, od momentdw gna-

cych oraz od sit tngcych, a na- Y !
stepnie catkowite ugiecie trak- Rys. 1
towaé jako sume tych ugieé.

1.2. Uwzglednienie momentéw gnacych, Uglqme poch()dzace od momen-
téw gnacych sklada sie z dwach czesei:

(1) ugiecia powstatego na skutek sprezystoSci utwierdzenia; jest
ono réwne M, x/f, oraz _

(2) ugiecia powstatego przez odksztalcenie sprezyste masziu.

Przy obcigzeniu masztu samym tylko momentem M(u), dzialaja-
cym na element dlugosei du, elementarne ugigcie w miejscu x bedzie

0, C =< U,
dym(xr u) = (u)ﬁ(x Fldu

Bu

lub wprowadzajac funkcje Heaviside’al)

T

) =L W (et g,

Jezeli moment M(u) jest zmienny wzdhuz dlugosei masztu, to

M(u) (x—u)H{x— u)
Bi{u)

(1.1.1) Y () =
Przy obeigzeniu silg P w odleglosei s moment zgma]qcy "M(u} be-
dzie przedstawiony wzorem
M(u,s}=P(s—u)H (s —u).

') Zastosowana iutaj funkcja Heaviside a jest okreflona w nastepujaey

sposéb: .
) 0, 2=<Z0,
Hiz) = 1 s z==0,
2 -
1, z>>0,




Po podstawieniu-ofrzymanego wyrazenia dlia momentu do wzoru
{1.1.1) oraz po uwzglednieniu sprezystosci utw1erdzema, obcigzonego mo-
mentem M, = Ps, ugiecie w miejscu x bedzie rowne

ym(x: §)=—5— (u)

a funkcja wplywowa odpowiada-
jaca -samemu zginaniu bedzie

. M{u)
u__{ﬂk ' \ rOWNa,
du
dynl¥.ti] (1.1.2) Gulx,s)==
X

_ s (x—u)(s—u) (s—-—u)
st f B

PstrfP(S_u)H s-—u)(:x:——u)H(acFu) du,

XH(x—u)H(s——u)du

13. Uwzglednienie sil tnacych.
Sita ingca nie moze istnie¢ sa-
medzielnie bez ]ednoczesnego
obcigzenia momentem zginajg-
cym, jednakie w celu uproszcze-
nia_rozumowania mozna rozpa-
trywaé cddzielnie ugiecie pod
wptywem moementu i oddzielnie
ugiecie ped wplywem sily tngce].

Przy okciazeniu maszlu sa-
ma silg ingeg T (u), dzialajaca na
clement dlugosei du, elementar-.
ne ugiecie w miejscu X bedzie

Cdypla,u) = DE )H(m — ) du.

Gdy maszt jest obeigzony na catej dlugoéci zmienng gita tnaca, 1o
hma ugigcia pochodzaca od scinania bedzie przedstawiona wzorem

(1.1.3) o 7 yT(m):f%H(m—u)@u.

0
Przy obeigzenin sila P w odleglosci's site tnacg przedstawia wzor

T(u,s)=PH(s—u).




Po podstawienin ofrzymanego wyraZenia dla sily tnacej- do wZzo-
ru (1.1.3) ugigeie w miejscu x bedzie rdawne s

!
yr(a:,s)=f PHE—wHE—w du, '

Du)
0

3 funkcja wplywowa, odpowiadajaca samemu  Scinaniu, be;cizié réwna
. . ; ,
1.1.4) Grlx,s) =J‘B%BH($ —u)H (s—u)du.

0

1.4. Funkecja wplywowa wy- Ttu) ” :
nikowa. Funkcja wplywowaprzy , [T ¥ “ﬂ’- dy, (r.u}
i rownoczesnym uwzglednienin 9 =1
oméwionych czynnikéw jest su- Y

mg dwdch wyzej otrzymanych
funkeji wplywowych:

. Glx,s) =Gulx, s} + Gr(x,s),
ezyli

(1.1.5) G(:c,s):%i+ |

il

XH(ac—-u.)I-‘I(s—fu)du.r _ y

Pierwszg pochodna czastko- X
wa funkeji G (x,s) wzgledem s
nalezy obliczyé uwzgledniajac
niecigglosei funkeji pedealkowei?) Ttu)
(x jest w tym przypadku wiel-
koscua, niezmienng):

Rys. 3

?) Jezeli funkcja dwéch zmiennych ¢ {x, 5} jest nieciggla dia pewnej linii s, = s; {x)
znajdujace] sig w obszarze, w kiérym ¢ (x,s) jest okreslona, to

0 ! laﬁv{m's)
B‘;Jy(x,s)ds = J-—ax ds—si(x) A, @ {2, 5)

4; ¢ {x, 5;) =Um {p [, 5; () + h]— @ [x, 5; {x) — h]}.

h=0
Wzor ten mozna 'wypr-owgdzié z definicji pochodnej rozpatrujae catke funk-
cji niecigglej jako sume dwoéch calek funkcji ciagtych:

ff+f

'.Dla qukszej liczby linii nieciggtodei nalezy Wszystkle te Wyrazy zsumowac



(1..1.6) (l--_————kf (B( ) H(ac~au.)H(s;——u)m’,u—k%m()~2 A

Jezeli 1/D(u}=0, to 0G(x,s)/ds jest ciggla. Jezeli zas 1/D () -~ 0,
to funkcja dwoch zmiennych 0 G (x,s)/0s posiada podane na rys 4 linie
niecigglofci.
i Druga pochodng czastkowsa wzgledem s nale-
zy obliczyé w analogiczny sposéb jak pierwsza po-
chodng, poniewaz funkeja podecalkowa posiada te
same linie nieciggloéci.

|
E Jest wiec
I
: i 02G(x,s) r—s d{ 1
95 I I W —_ —_ —n .
v D e {B(s) + ds(D(s))]H(x )
PAN s | -
Rys. 4 ‘ 7 Funkcja ta jest niéciagla i niesymetryczna

i posiada te same linie nieciggloéei, co 0 G (x,s)/0s.
15. Zestawienie wzoréw. Zestawmy ofrzymane wzory:

(115) G (x,5) = xs—l—f[ﬂ%—t-l)tu)}ﬂ(w W H (s—u) du,

H {x—s)
D(s)

(1.1.6) aG(x s) +fx Uy —wWH(s—u)du + —

' *Gx,s)  [x—s d 1
LY === 5w tas D(s)) H{z—s).

Wzory powyzsze podaja wartosei funkeji wplywowej dla obeigze-
nia poprzecznego oraz jej pochodnych czastkowych dla calego obszaru

0=x=1 0=s=1l

“2. ZaloZenia przyjete przy ukladaniu ogdlnego réwnania calkowego drgan maszin

Do zalozen podanych poprzednio przy ukladaniu funkcji wplywo-
wej G{x, s) dochodza jeszcze zalozenia dodatkowe.

Ramig bezwiadnosei ¢ (u) przekroju, mierzone wzglgdem osi prze-
chodzacej przez Srodek cigzkoéci przekroju i réwnolegtej do osi obrotuy,
jest zmienne podobnie jak wspdlezynniki sztywnoged.

W n punktach nieciggloéci s; s3 umieszezone ciezary skupione @,
o ramionach bezwladnoéci g
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Maszt jest umieszczony -pionbwo, dolnym koficem utwierdzony
sprezyscie 1 w czasie drgan obcigZony:

(1) pionowo, cigzarem wlasnym (obcigZenie wzdluZne statyczne),

(2) poziomo, silami bezwladnoéci (obcigZenic poprzeczne dyna-
. miczne),
' (3) momentami sit bezwladnosci pochodzaeymi od obrotu przekro-
jéw o skoficzonych wymiarach (obcigzenie dynamiczne).

Zatozono drgania sinusoidalne o fali stojace] w postaci

Yy(x,t)=y(@)sinwt.

Przy obliczaniu ugiecia zostal uwzgledniony zardéwno Wpl’yw mo-
mentéw gnaeych, jak 1 wplyw sit inacych.

Dla uproszczenia przerdbek matematycznych obliczenie przepro-
wadzonc w ten sposOb, ze w pierwsze] fazie obliczenn przyjeto istnienie
tylko jednego ciezaru skupionego, o danym ramieniu bezwladnodci ofs),
w odleglosei s. '

Po obliczeniu uvgigcia czesciowego y,(x, s), spowodowanego przez
obcigzenie sitg @ masztu, ktdérego uglecie jest ugleciem calkowitym y{x),
odksztalcenie calkowite mozna otrzymaé w drugiej fazie obliczeh jako
sume odksztalcen czgéciowych.. :

3. Cieiar goérnej czedci maszin

Ciezar gérnej czesci masztu, rozwazany rowniez jako funkcja nie-
ciggla argumentu s, podaje wzdr

(1.3.1) | S)HZQsH(uI—s) +fq u H @u—s)du,

przy czym
P (s)=—qls)

dla wartosci 0 =s=1 [por. odsylacz}].

4. Obliczenie ugiecia czeSciowego VyQ (x, s)
s Jezeli .‘Iinia' ugiecia masztu y =yfx) jest dana i jest on obcigzony
w miejscu s-
(1) silg wzdluzng @,
(2) sily poprzeczng P oraz
(3) momentem skupionym zginajacym N, ‘



to ugiecie ‘czastkowe Yq (x, §) na zasadzie wzoréw (1.1.1) i(1.1.3) bhedzie
rowne %) : - : & o

yg(w,s)%%ﬂwr fﬂ‘i‘gg—%):—@macwu)dw

%x.s,u _ IT(u)H(x;_u) N{x) > ‘

I ~ ' 7 rysunku 5 wynika, ze wartoscl My,
1, _ ’ p. M)iT) sa rowne odpowiednio . .

M,=Qy® +Ps+ N

M@= Qye—ywl +
4+ PE—uw+ N} H{s—u),

T (u) = {Q@gg"—) +PlH (s— ).

Po podstawieniu’ otrzymanych wiel- .

u . .
kogci do wzoru na ugiecie oraz po Pprze-
LL 0 _ _ kszialceniu go droga calkowania przez Cig-
) C ey i (1.1.5), (1.1.6)

4y i zastosowsniu WZOTOW
Rys. 5 i (1.1.7) na funkcje wplywowa, gtrzymujemy

B Ostatni wyraz réwnania uwzglednia wplyw sity tnace] przZy¥ obciazeniu mo-
mentem skupionym N. Moment skupiony. poza ugigeiem wywolanym zgi-
naniem, przy uwzglednieniu wplywu sil ingeych powoduje dodatkowe

ugiecie- pod wpiywem éeinania. To dcdalkowe ugiecie moina obliczyt ﬂ‘“-‘L i
-

zastepujac moment skupiony para sil, ktore] ramic dazy do zZera (rys. 6)
Poniewaz na dlugosci ds gtala sila inaca T wywoluje dodatkowe
ugiecie T ds/D = Ay, wige cplerajac sig na tym, ze Tds = N otrzy- Rys. 6
mujemy AY = N/D. ] - T

4 Dla dwdch nieciagiych funkeji (w1 ¢ (u) wzbr na calkowanie przez cigsci
moina podaé w postaci .

o

1 a’q’b I dg .
-J?dezriqpﬁdu—ﬂglﬂu(w.w),

gdzie 2 A, (¢, ) oznacza, se suma obejmuje wszystkie niecigglodei iloczynu PP
A .

wraz z granicami obszaru. poZa ktorym zakladamy ¢ =qy=0,1i jest ponadto

Au(¢.¢)=EEnm[¢(u + Ryl t h)—qJ(u—h)qp(ufh)}.
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(14D yo @9 =P+ NI EED

BG(w ) +Q{ a_Cai(fii‘H( Wy (u)du+£{—(s——-£)y(x) —

-|- Q D (@)

h

.—ZHJ:—u —u)d g ) — 2 A (o —w) 2, B s u).duﬁl(?}}-
i=1 .

Ostatni wyraz - wzoru (1.4. 1) jest tylko dla & =g==u; rézny od zera
i réwny _

Jezeli teraz przyjmiemy, ze zalozone obcigzenie masztu odpowiada
umieszezeniu w miejscu s pewnego ciezaru skupionego @ o ramieniu bez-
wiadno$ci ¢, sztywno zwigzanego z masztem, to pozostale rodzaje obcig-
zenia beds rowne odpowiednio

___ QP ys1
P=— g o0& 7
QL 0y(sy
N=— 5 0s -

Przy obcigzeniu dynamlcznym wszystkie ugiecia we wzorze (1 4.1)
beds; oczywiscie, funkcjg nie tylko poloZenia, ale i czasu. Dla ‘zatozonych
drgan sinusoidalnych jest wiec

y(x, )=y (x)sinwt,
y(x,5, )=y (x,s)sinwt.
Stad pochodne czastkowe sq réwne

. 2%
gaigi—ﬂm—;—wﬁy(s)sinwt,

0? (Oy(s t)) _

_ 3.7 ]
3E\ " s @ .y (s}sinewt

Po podstawleniu do réwnania (1.4.1) — w ktérym nalezy uwzgled-
ni¢ zmienno$é obeigzen i ugie¢ w czasie — obliczonych obcigzen

11-



Q

P:E w?y(s)sinwt,

Nr—gg2 oy (s)shwt,

oraz po podzieleniu otrzymanego réwnania obustronnie przez sin wt, li-
nia ugiecia czefciowego bedzie ostatecznie przedstawiona wzorem

(14.2) yolxs)= —g— o? Gz, 9y (s) + a_%(%:,_s) ¢yl +

’ }
— d Gz, § )
+Q{H§(x;c>y(m)+r6%ﬂy{s)—fa%$ W p (s —u)y () du—
0

-2 H (e —u) H (s —w) 4 E@y (1) ——‘—y-ig)AuH(x—wu)AuH{s—u)Au D%j} :

i=1

5. Ulozenie ogdinego réwnania calkowego
Jezeli maszt jest obeigzony n ciezarami skupionymi @i umieszczo-
nymi w miejscach s;, oraz zmiennym ciezarem jednostki diugoéci g(s), to
ugiecie catkowite bedzie réwne sumie ugigé cze-
Sciowych:

’ I
y(@) = D% ol ) + f 98 o 9 ds
izl . h

Po podstawienin do tego wzoru wartogei -
yolx,s) 2 (1.4.2) otrzymujemy

(1.5.1) ylx)= %Z{Z G (x,5) Qi y {s:) +
i1 :

!

+fG<m,s)q(s)y(s)-ds+

0

+ 2 Mw@i oy () +

) 0s
i=1

i
TR +f9%%3_’q(s)eﬂc8)y'(s)ds}+
0 .

Rys. 1.

12



1 _
(s H{s—ax) 0G (a: sx)
‘52‘65)_ A T q®“+2: Qe

1]

1

0G(x,s)
[ 282I gy mas — Y g,
et fes

i==1

sr—upy (u)du—

R :
- fq (s). Q(;—SGEH (s—u}y(w)duds—

!
n n

—Z ZH(a:——uz)H( ) A Qty(u, fZH(w—u; YH (s—us) %

=1 i=i =1

i » 1
X AWQ(S)y(ui)ds—:;Q;M/laH(mfu) Au H (5i—1) Ay D

wf (2 H(x—u)d,H (s u)AaD—%ﬁds

Jest to réwnanie jednorodne, w ktéorym niewiadomymi sz funk-

cja y(x) oraz paramefr o?/g==2,
Mozna je wyrazié-w nastepujace] formle bardziej zwiezle]:

£15.2) ylx)=4 {Z:Kla:sI +fk1(xs y{s)ds +

i1

!

+ DKy @) — 3 Aty [ 2By g ad)-

4 0

Mmemmwwjﬁﬁﬂwm,
0

a

gdzie jest

K, (,8) = G (x, ) Q,

. 5 i
K, (x,8) = “'—"Ga(.:’s ) Qi Q?.

13




k, (x,s) =G (x, s) q (s),

ko) =284 00,

ke (0, ) =9§¥¢ (s).

Ze réwnanie powyzsze jest réwnowazne z (1.5.1), mozna sig prze-
konaé wykonujac dzialania podane w (1.5.2) i uwzgledniajac niecigglosci
funkcji {por. odsylacz 4)]; wynikiem bedzie réwnanie (1.5.1). '

W obu réwnaniach poza niewiadoma funkecja y(x) wystepuja jesz-
tze wyrazy zawierajace jej plerwsza pochodna y'(s:), co komplikuje ra-
chunki. Réwnies ucigzliwe jest dokladne obliczenie pochodnej; gdy sa
podane tylko wartodei funkeji dla kilku wartosci zmiennej niezaleznej.

6. Przypadki szczegdlne réwnania calkowego

Réwnanie calkowe przedstawione wzorem (1.5.1) lub (1.5.2) jest row-
naniem ogdluym, zgodnym z przyjetymi poprzednio zalozeniami. W szcze-
gélnych przypadkach, lub przy zalozeniach upraszczajacych, daje sie ono
znacznie uprofcié. Najbardziej upraszeza rachunek pominigeie sity tna-
cej, tzn. zalozenie, ze sztywno$¢ na Scinanie D(u) jest nieskonczenie
wielka; jest to tym bardzie] uspraw1ed11wmne ze w praktyce ugiecle wy-"
wolane $cinaniem jest na ogél duzo mme]sze niz ugiecie pod wplywem
zginania.

6.1, Swobodne drgania masziu z pominicciem wplywu sily cleikosel. Moz~
na je obliczyé z rownania calkowego

i=1

1
(161) ylz)= {in(:r )y (s) + f Ky (,5)y () ds +
5 [¢]

P Ry — Y Ak ye— [ PeBy gad.
i=1 - A 3§

Réwnanie to mozna otrzymac jezell przy ukiadaniu réwnania cal-
kowego zalozyé sile pionowa @ = 0 [np. we wzorze (L4.1}]; pozostate
wyrazy po uwzglednieniu poprzednio wyprowadzonych zwigzkéw muszg
zawieraé parametr ¥y, Sila ciezkosci @ (rys. 5) jest jedyna sila nieza-
lezng od parameiru, pozostale sg wywolane bezwladnoscia.
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Réwnanie to moina jeszeze uprodcié przyimujac dodatkowe zatofe-
nia upraszezajace ¢ =0 i 1/D'=0, tzn. pomijajac wplyw wymiaréw po-
przecznych masziu oraz wplyw sily tnacej.

Stad po podstawieniu odpowiednich wielkosci otrzymujemy

) 2 n i -
(1.6.1.1) y(a;'):%{g:1 Gu(x,s:) Qi y (s:) +!GM(a:,s)q(s)y(s)ds}.

6.2, Wyboczeﬁie maszte. Mozna je obliczyé z réwnania (1.5.2) przyj-
mujac A= w?g==0 oraz e ' -

Dy (s)=2(s) + Q,

gdzie @ jest sila obciazajaca maszt, przyiozona w jego wierzcholku.
Mamy wtedy :

[GG(J: s)

A

lub

l |
y@=e|- 4 (aGa(fi))y(s)— POy g as|

A

Y a5 ou]yo- [ 222 sl

@ jest tutaj parametrem réwnania catkowego.

Jezeli teraz pomingé wplyw sit ztnacirch, {0 uproszezone réwnanie
catkowe wyboczenia p-rzybierze postaé

!

(1.6.2.1) y(x)m_[aGMml f _ | s)ds]+

Z BGM(.?C i) ')_fas[aGM(m S)Qj( ]y(s)d.s.

=1
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6.3. Drganie pionowego masztu bez uwzglednienia wplywu sil tnacych oraz
wymiaréw poprzecznych. Odpowiada to zalozeniom ¢ = 0 oraz 1/D=0.
Po uwzglednieniu tych zalozen otrzymujemy na podstawie wzoru
(1.5.2) nastepujace rownanie calkowe:

[}
1.6.3) y(x) x%f{z G (o, ) QY (s +- fGM(a:,S) q{s)y (S)ds} +
. 0

i=1

)

[E [iﬁg@ @ (s)] v ds.

0

+ Z Q—Lﬂg(fﬁ Qi y () —
i=1

II. OBLICZENIE OKRESU DRGAN I SILY KRYTYCZNET MASZTU
KA PRZYKEADZIE «IGLICY WROCLAWSKIET»

1. Przyjecie danych podstawowych

Przed przystapieniem do obliczeA mozna z grubsza oszacowal
wplyw sit tngcych i momentéw bezwiladnosci.
Poniewaz sily tnace sa uwzglednione w wielkosci 1/D, a momenty
bezwladnosci w wielkoéci g, to w rownaniu catkowym wystgpuja one
w nastepujacych wyrazeniach: " ' X
. ,0G

s 1w 00
D gqg ds’

Q@ & o
D' D ¢

Mo#na zatem oszacowal rzad wielkosel wymienionych wyrazef
w sposbdb przyblizony.
" Wymienione wielkosci zmieniaja sie w sposob nastepuiacy:

U podstawy U wierzchotka
YD 2.10? kG 430-10" " kG™!
o 1,15 m? 0,0002 m?
q 950 kG/m 4,9 kG/m
@ 30 000 kG 0 '
1/B 0,05-1012 1/kG/em? 401077 1/kG em?®
stqd mozna obliczyé
&/D 6-1075 0 _
q D 22.107%m - 0,42:10~ " m
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Funkeje .0

0(ed,_» +¢°eaa,w~~~~

‘mozna oszacowaé przyjmujac BG(O,O)'/O-SEO oraz

oG, 1 ? 1
“os —F "eBp T ou

Poniewsz =z obliczenn sztywnoSci utwierdzenia g—= 2-10% kGem
i 1==100 m, wiec

Przewidujgc, ze warto$¢ o® g bedzie rzedu 1 m—?, moZna oszaco-
waé w sposéb przyblizony nastepujace wielkosei:
Q@ O

—4
D—<D<10

w'ge .5
g D <710 7.

Najwicksza warto$¢ u wierzcholka jest

. ‘
%q Q2%—§<2,5-10%3.

Wynika stad, Ze rzad wielkosci powyiszych wyraZzefh w pordownaniu
.z jednoscig jest bardzo maly i mozna wplyw sit tngeych oraz momentéw
bezwladnoSci pomingé bez wigkszego znaczenia na wynik liczbowy obli-
czen. Wskutek zalozenia, ze 1/D=0 i p==0, réwnanie calkowe znacznie
sie uprosci.

Poczgtek ukladu wspéirzednych, w ktorym iglica jest utwierdzona
sprezyécie, przyjety zostal na wysokogei 2,25 mAnad_poziomem ziemi.
Odpowiada to w przyblizeniu poleZzeniu najnizszego wezla.

Wspélczynnik sprezystosei utwierdzenia przyjety zostal jako réw-
ny w przybliZzeniu §=2.10"%kG cm.

Obrane punkty podzialu (niecigglofei) i odpowiadaja w zasadzie
rzeczywistym punktom niecigglosci z tym, ze inaczej jest obrane s; dla
i =1, a wielkosei odpowiadajace temu podzialowi sg przyjgte w przybh—
zeniu przez interpolacje z wykresu 1.
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_ Przyjete wspdlczynniki sztywnodcl i ciezary na podstawie
oraz wykres 1 zestawione zostaly w tablicy 2.

tablicy 1

Tablical
Wysokosd Rodzaj i 1 1
nad przekrojn | q Q; @ — = 2
#iemig pupr'z,ecznegﬂI ! D B ¢
9 107" .
- m kG/m kG kG 107 7 1/kG cm®
: . 1/kGem?
100 ——— o ! -
. 4,903 , 430.2 40070 2,074
® 4,903 430,2 40070 2,074
96 S e 19,62 — :
5 10573 201,0 5090 7.62
5 10,573 201,0 5090 7,62
92 = 81,91 —
_:u 1344 152 2 2214,2 13,28
53 13,44 1522 22142 13,28
87 = — 129,12 - —
= 3363 57.95 587,7 19.04
7 3363 297268 | 5795 587,7 19,04
82 g | .49 e
2 42,21 346,26 4712 168,18 54,0
: 42,21 47,12 168,18 54,0
75,6 616,42
5877 33,67 53,98 120,3
58,77 94553 | 33,67 53,98 120,3°
70 —— ] 50 e e B L
———— 1530 89583 | 19316 18,413 141
192,2 : 11,810 5,769 365,5
55 — 3586
. 2240 11468 4,520 400
285,5 7.560 1,632 902.5
B 7 ) 5
41,7 5 2478 6949 6,572 1173 | 1018
5 439.8 :
29.25 e — 118786 4,897 04536 | 2163
= 480,7 :
25 g Dol 13818
= 58,3 :
I
18 @ 5904 17645 3,466 01874 | 4225
g :
45 - 896.,9 27670 2,187 0,05475! 10310
2,23%) 950,3 29770 2,073 04677 | 11500

*) Dane. dla tego przekroju oblicrono przez ekstrapulacic,

2, Wzory sumacyjne {calkowanie przyblizone)

W rozpatrywanym przykladzie ze wzgledu na nier6wnosé podzia-
téw bedzie zastosowany wszedzie wzér sumacyjny -trapezowy, z Wyjat-

kiem pierwszych dwoch odeinkéw, dla ktorych mozna zastosowaé wzor

Simpsona Przypomnijmy oha te wzory.
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Wzér trapezowy dla odeinka 1. Dla dowolnej funkcji f(s) niecigglej,
okreélonej w punktach nieciaglosci umownie wzorami
. . . 1 .
fe=Um - [f(s: + ) + f(s: —h)]
hoo 2
oraz '

A f;zllig)l [f (s: + R)—f {si—h)],

dia odcinka miedZy punktami niecigglosci s, 1 § jest

{2_.2.1.1) f(s)ds =~ [‘1‘2 (fia + %A fiA}'*lF ; {f: —% i fz)l i =
1 .

L3

f -

i li 1 b _
= (E]ci----l + 2ff) + (ZA fi---1“'*44|ff) =

= i1 fit F igifi + igil1 Afi 1 + gt A fu

Tablica 2

NG o | 1 2 371 4 5 6 7|8 s | 10

Wysok.
nad m - |2,25 |22,00 41,95 |55,00 70,00 75,60 82,00; 87,00 92,00 | 96,00 100,00

ziemig

x,5; [10%cm| 0 119,75 |39.50 |52,75 | 67.75| 73,35 79,75| 84,75| 89,75 | 93,75 97,76
1, |10%cem 19,75 [ 19,75 | 13,25 | 1500 56| 64| 50 | 50 | 40 |. 40
| R
1 j107 % ' :
10,0467, 0,262 1,402, 5,144! 36,20 | 111,08, 377,9 | 1400,9] 3652 | 22580 | 40070
Bls;}) IkGem® :
I 1072 - :
A 210 0 | 0459 1,249] 3556 |114,20] 4195 | 1626,5 2876 [ 34980 O,
- Bl3) lkGem® :
LG ' :
als) (107 | 950 | 537 | 317 | 208 | 106 | 525 | 379 | 235 121 { 77! 49
. | o
kG 1
-Agls ) 107 0 0 62 32 | 94 | 166 86| 202 29 | 57| 0

d!j(sj-) kG |29700115300; 6949 | 3586 | 971 616 322 129.1) 61,9 | 196 0
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| P61 g kG/m

30000 | | |
\ — ——-ZaloZony ciqgty przebieq krzywej g
10 "KkGem : '

ﬁ /
0000 1000 '

>~/

1A

10000| 500

20, 30 405,
Wysoho$t nod ziemig wm

Wykres 1

Wazér Simpsona dla odcinka l; -+ 14 1. Wzér ten mozna zastosowaé, gdy
;=141 oraz gdy w punkecie s nie ma niecigglosci. Mamy wtedy

Sit+t
@212 [f@ds=" (00 1 Eaf) + 4k + G —F Af0] =
L= ’
g B oy B S g 0= A —

= i1t fia b e1gt F b g Feer + ee19i1 A fiatiiagi A fibingiie A i

20




W obu powyzszych wzorach ;g} i .gf oznaczajg wspoIczynmk1 WZ0-
ru sumacyjnego dla odpowiedniego odcmka :

Tablica 3. ‘Wartosci ig} oraz %' {10%¢m)

j0’1|2'3’4'5678910

19; %] 9,875 | 9875

29 6,583 | 26,333; 5583

39; 6,625 6,625

49} _ 7,500] 7,500

59; : 2,800, 2,800

69; _ <1 3,200 3,200

203 _ ‘ 2,500 | 2,500

807 o _ o 2,500 | 2,500

09 . 2,000 2,000

109} ' : 2,000 | 2,000

« ¥¥) 9,875 19,750) 16,500 14,125 10,300 6,600 5,700 5,000 | 4,500 4,000| 2,000 .

iy 6,583 | 26,333 13,208/ 14,125! 10,300 6,000 5,700 5,000 4,500 4,000 2,000

*} Tylko przy cal[coivan_iu pierwszego odeinka (wzér trapezowy).
**) Tylko dla przypadku, gdy niecisglosé wypada dla j=1,

I .
Obliczenie cafki oznaczonej f f{s)ds nastepu_]e na podstawie wzoréw obh—

czonych dla poszczegdlnych™ odcmkow I

10

o ! . '
(2.2.2) | JHe ds= D uifi+ut’ 4, 1.
' o =0

WSpolczynmm % 1 » sa sumami odpow1edn1ch Wspolczynmkow
igp iagi. .
Wspolczynmkl WZOTOW sumacyjnych sg podane W tabhcach 3i 4
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Tablica 4.  Wartosci !-g;' oraz ="  {10% cm)

j0123456].7'819 10

107 )| 4.937 |—4,937

29; 3,292 0 —3,292

30 ' 3,312/-3,312

49 3,750!—3,750] -

1,400/—1,400

i 1,800/—1,600

" | _ 1,250| 1,250

T ' S B 1,250|—1,250

X ' ‘ 1,000|—1,000

! - 1,000/—1,000

xM*%) 49370 0 |—1,625 0,438 —2,350| 0,200|-0,350] 0 0,25 0 |—1,000

#" 132020 0 | 0,020 0,438 —2,350/ 0,200|—0,350, 0 [-025| ¢ |-1,000

*y #%) Por, tablice 3.

3. Sprowadzenie réownan culkowych do réwnai sumacyjnych przyblizonych

Przy podanych zalozeniath upraszcza]gcych rozwazane przypadki
drgat oraz sity krytycznej sprowadza;a sie do obliczenia rownan calko-
wych (1.6.1.1), (1.6.2.1) i (1.6.3). :

Przyblizony sposéb rozwigzania tych réwnan polega na sprowa—
dzeniu ich do réwnan sumacyjnych. Nastepnie, po obliczeniu statych -
wspoOlezynnikéw przy niewiadomej funkeji (jadra rdwnania catkowego),
funkeje te y(x) 'oraz parametr nalezy obliczyé metoda 1teracy;|na Z TOwW-
nan sumacyjnych.

5.4, Swobodne drgania maszin z pomini(;ciein wplywu sily ciezkosci. Po--
niewaz funkcja Gam (x,s) jest ciagta, wige siosujgc wzor (1.1.2) do réw-
nania catkowitego (1.6.1.1) otrzymujemy przyblizone réwnanie sumacyjne

w postaci
j1

(2.3.1) y (i} = @g— Z Ly (21, 8) y (1),
. =
gdzie .
(2.3.1.1) Ly (i, s) = G (4, 5) | Q) + f g {s) + i A g ()]
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3.2, Wyboczenie masztu, W analogiczny sposéb na podstawie réwna-
nia (1.6.2.1) oraz po podstawieniu wartoéei 0% Gy (.a: 8)/0 s® ze wzoru (1.1.7)

otrzymujemy {1/D = 0) »
0

(23.2) Y@= Q 2 Ly(wns)y () + Z Ly (mt,s, y(s),
gdzie jest
- i 1 0, Sy 75 1
Ly (i, ) = — (xr— s} H (3: —s) [%1 B(s) + i A B—(&)} 10 Gulznl), s5—1
ds
oraz .
. a V i 8 ’ I
@3.2.1) L (ey5) == "PUEI) (0, 1 i)+ wf Aqis)]—

— (v ) H ey — ) [x (B?s,_) d)(sf-)) x4 (E% @'(s,-))] .

3.3. Drgania maszin pimfowego Przy uwzglednieniu' cigzarn ﬁlasnego.
Mozna je otrzymaé podoknie z réwnania (1.6.3) uwzgledniajae poprzednie
wzory. Otrzymujemy zatem

2 10 . - 10
(2.3.3) _y(a:,-)%%j%’ Pl (i, s}y (s7) + :ZOIL.% (20, 55} 7 (5).

L

4. Obliezenie tablicy wartoéci funkeji wplywowej oy (x, )
- oraz jéj pochodnych. czastkowych
W oparciu o wzory (1.1.5), (1.156) i (1.1.7) oraz przyjmujac
”7' x, &< s,
s, X == §,

'mozna napisaé¢ wzory na funkcje Wp'lywowa w postaci nastepujacej:

G (:c S)“*‘""' f(m (S“u)du,A

_\

dGm(a:,s _I_j (x—u

P Gufx,s) x-—s.
ds* B "
Calke I . #

N(x,s) = j ' ﬁx--*ggg—ﬂdu

o
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mozna przekszialcié przez zamiane zmiennych. Podstawiajage miznowic’e
x —u==§ calke t¢ mozna przedstawi¢ w formie bardziej dogodnej do obliczen:

_fe—we—w,  ffe—ate
N(x,s)—f—uB(u)—.du; Blz—3 d&—=

) 0 x -
_ Teae [ eds o feow Fx — )
_(x%s)fB(xﬁ_E)— Ba—d— {x s)f~—-l Bl du -+ By du.

x x - [ I 0

Obliczenia. nalezy zaczaé od 0% Ga(x, s)/0s®. Poniewaz 1/B(s) jest
funkeja nieciggla, wige (x—s) B'(s) zgodnie z przyjeta umowsg bedzie
ckreflone za pomocy dwéch tablic: tablicy -5 dla 0% Gy (s, s))/@ s* oraz tabli-
ey 6 dla A, 0% G (s, s)/ 052, _

Tablice wartosci funkeji ciaglej 0Gu(x;,s)/0s najlepiej obliczaé za
pomocy wzoréw sumacyjnych wedlug danych z tablic 5 i 6. Jest

d Gyl s)) _ 0 Gum{as, s/—y) 0 G (s, 37—) L 02Gpr(s,87)

Jds Js + i Js? +9i 0g? +

rr 62 G (L‘Cj,s - ) rr d:& G(fﬂi,S')-
+ jGi=1 s ﬁ_Ma‘Sg# + 95 As _()Tj" ’.

6 GM (&Ci, 0) - :L'Er

s il

Podobnie tablice wartosci G (x,s) mozna otrzymaé obliczajac tablice
przyblizonyeh wartodei ecalek '
o u( )2
XU T .
L i 2 d
R

R Q

jak wyjasniono wyzej, nastepnie N (x;,5) i wreszcie Gu (s, s7). _
Poniewaz N (x;, 5;) jest funkcjg symetryczna, wiec zaobserwowane
niezgodnosci wynikaja z bledéw rachunkowych i zastosowania przybli-
zonych metod obliczenia. Wyniki bezposredniego obliczenia wartogci N 59
podane w tablicy 8. Dla dalszych oblicze na podstawie tabliey 8 zostala
ulozona tablica symetryczna w ten sposéb,. ze jej wartosci sg réwne
- W przybliZeniu $redniej arytmetycznej wartosei danych oraz tworzg jed-
noczeénie funkeje ciagly. Tablica 9 podaje obliczona w ten sposéb funk-
cie Gu. : ' o
_ Tablice wartoSci Ly (s, 87), L, (21,87, Ly (xss) mozna falwo ulozyé na
podstawie wzoréw {2:3:1.1) i (2.3 2.1 majac dane wartoScl poszezegdlnych
funkeji wedlug tablic 2, 5, 6, T719. Wyniki ujete sg w.tablicach 10, 11 i 12,
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62 GM (xi, Sj)

Tablica 5, Wartodei 55 (o0 ! cm“‘l)
\i\" 0. | 1 : 2 | 3 4 5 | 6 7 8 | 9 | 10
N
10 |4,565°| 20,436 81,666: 281,50 1_085,7; 2711 | 6802 | 18213 | 29216 | 90320 [ o
9 4378 |19,388| 76058 210,92 940.9 2266 | 5201 | 12609 | 14608 0
8 !4,191 18,340 70’,450t 190,354‘ 796.2| 1822 ]3779 7005 | 0 N
7 |3.958 | 17,030 63,440 164,62 6152 1267 | 1389 | o o
(6718724 | 15720 56,430, 138.90) 4343 110! o
5 |3,425 | 14,043 47 458, 105,98 2027 0 o
4 |3.164 | 12,576l 39,606 77,17 o )
3 12463 | 864618576 o
2 |1,8446]51745] o
17109223 o
0 0 -
Tablica 6.- ‘ Wartosci 4, EZG—%‘:Z@ .(loﬁmk(}_.lcm_ﬁ
Nlol a3 el sl el vl sl 9| 1
N - |
10 0 0 | 2674 56,20 1067 | 2786 | 7551 | 21138 | 23008 '139920] o
9 | 0 | 0 |2490|5121) 9247 2330 | 5873 | 14634 | 1150¢| o
8 | 0 | 0 |2306|4821]7824] 1873 4195 E_eso 0
7 o | o |2077]3997] 6046 1302 | 2008 | o
6 0 0 1847 3372 4268] 731 o
5 0 0 11554 2573| 1902 o
. o | o 12,971 1873 o
s | o o | 608 o
2l o | o 0 -
1 0 0 B
0 0o | - - -
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Tablica 7. Wartoéci— —(—)G—Ma?ffﬂ a0 8ra™h
\i\ii 0 1 2 3 4 5 6 | -1 8 9 | 10
N i _ |
10 | 49 | 205 1067 3044|9132 |17357 [40174 (85728 201963 324143/644605
9 |- a7 | 282 |1005 |2819 |8182 (15194 33708 |67506 139462 180182/180182
8 1 45 | 267 | 943 |2504 |7233 |13037 27245 |49261 | 76361| 76361 76361
_7'7!’2;— 249 | 866 |2313 |6044 |10338 |13164 (26509 | 26509 26509| 26509
6 } 50 | 232 | 789 2133 |4858 | 7639 |11086 |11086 | 11086 11086] 11086
5 | 37 | 2092 6903} 1673,1 _3533 4184 | 4184 | 4184 | 4184] 4184 4184
4 | 33 |188,3| 6029 13575 2006.5]2006,5) 2006,5/ 2006,5 2006,5| 2006,5| 2006,5
3 | 264 1344 3725 5151] 5157 5157 515,7 ,515_,7; 5157, 5157 5157
2 200| 893| 1684 1684 1684 1684 1684| 1684 1684 1684 1684
1 9.9 190] 100 19,00 100 1900 190 190/ 190 18,0 190
0 0. | 0 9 0 0 0 | 0 0 0 | o o
Tablica 8, ‘Wartosei  N(@, /) (101G em)
~ _ _
z.\5’ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N | .
10 0 957 111795 | 33621 |107800'269685/366750/699604/1487781!26211735199813.
9 o | s30 11228 31689 | 99915 167524|334811/605996/1192340(1912907 2633447
8 | o 852 10650 | 29743 | 91984 1503722905445@0_136"aséga 1192255/1499919
7 0 578 10204 | 27279 | §2123/130116/235312 367656 409991 605859] 711727
8 0 725 | 8841 | 24815 |- 722371093811800821235297] 200512 334684| 378856
m5 0~ | 626 | 8190 | 21708 59548 82720/109261(120996| 150731 167319| 183907
4 0 | 637 | 7372 | 18360 48567 59619 72250| 82118 91986 99881] 107775
3 0 534 {5113,5] 11625 18964 21705 24836| 27283| norz0| 31686 33643
p) 0 348 | 3167 | 5138| 7350) s190| 94| gss2 10624 11218) 11811
1-] 6 178 | ass | a479| 615! e66| 724| 770|. 815/ 852, 888
0 0 0 0 0 0 0 o |'o | o | o | o
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‘Tabl.ica 9. Wartobel Gy (@ps)  (107°kG 'em)
N o 1 2 | 3 4 5 | 6 7 | s 9 | 10
™ . _
10 | o | 185 | 1374| 3622|1151 | 1875 | 382,68 {7158 1504,4 [2638,0 |5204.8
o | o | 178 |1307| 3416|1031 170.7 | 338.4 1610,0 [1196,5 [1917,3 |2638,0
s o | 1,71 | 1239 32,10 95.0 1540 | 2041 |503,8.| 8886 [1196,5 [1504,4
7 0 | 161 | 1155|2051 ] 85.0 (1331 |2387 |3713 | 503.8| 6100 7158
6 o | 151 | 1071 2693| 74,9 |112,2 |183,3 | 238,7 9941 | 3384 | 382,8
5 | 0 | 139 964| 29364] 621 | 854 |112,2 |133,1 | 1540 | 1707 | 1875
"4 | o | 129 s870|2075| s09 | 621 149 | 85,0 | 950] 1081 111,1
3 0 | 1.00| 617|1301] 20,75 23.64] 26,03 2051 32,10} 34,16| 26.22
2 | o | ors| 395 aa7| sro 0641071 1155 1230 1307 13,74
1 o | 037| 05| 100, 129 139 151 161 17| 178 185
—ek 0. 0 0 0 0 (i 0 0 0 0 0
Tablica 10.  Wartosel = Ly (e, s  (cm)
NG |
A 1 2 3 | -4 5 6 7 8 g | 10
N
10 | o |2616 |5890 |10591] 15144 58,50 | 102,97/ 84,11 |83.00 | 81,25 |51.01
9 0 25175603 99.88| 140,53 53,26 | 91,03 71,67 | 66,01 |59,05 | 2585
8 0 ;411; 53,12 93,863;5.4_8 48,05 | 79.11|59,20 |49,02 | 36.85 | 14,74
77_ o |22 | 4951 | 86.20] 11585\ 4153 | 64214363 2779 1879 | 7015
6 | o0 |2135 4591 | 7874l 102,00 35,01 | 49.31|28.05 1623 |1042 | 375
5 | ‘o |1965 {4133 | 69,12 84.64) 26,64 | 30.18/1564 | 850 | 526 | 1,837
s 0 |1824 13730 ) 60,67 69,38/19.38 | 20,15 9,99 | 524 | 3,175 1,089
3 0 |1414 |2645 | 38.04 2828 738 | 7.4 347 | 1771 1,052 0355
2 | o |100 1603 | 927 1186 301 | 288 136 | 0684 0,403 0135
1 | o | 3924 3998 292 176 0434 0,406 0,189 0,0943)0,0548}0,0181
0 0 o | o | 0 | o |.0 ) 0 0 0.1 0




Tablica 11. WartoSci —UL, [z, 35} (10— 2kG—y

SNl e b2 s e | s e |7 8| 9 10

10 | 30,05 | 538,0 | 1079,2| 3292 | 8679 | 1682136126 [ 91065 12‘572013612.80‘—6446957

9 12882 5105 (10051} 3002 | 7522 | 14064 | 28098 | 63045 62860 -0 |—180182

8 2759 | 482,9| 931,0, 2709 | 6364 | 1130620070 | 35025 | o — 76361
7 |26,05 | 4484 | 8383| 2343 | 4918 | 7850 | 10035| o — 26509
6 2452 | 4139 7457 1977 | 3471 | 44iz] o : - 11533
5 2255 | 3607 627,1] 1508 | 1620 | © C i ates
4 12083 | 331,1| 5234 1098 o . R — 20065
3 116,22 2276/ 2455 o o — 5157

e 12,04 | 1362 © o ~ 1684
1 9,108) 0 - ‘ ' - 19,0
0 oo | 0
Tablica 12. Warlodel L, (x;s) (1{]_3)
S '
SN 1 2 l 2 | 5 6 | 7 8 9 10
N : - -
10 | —8,93'—40,63 —29,23; —29,11] 40,28]--49.48/— 3,94;—16;83 33,66 | 20,03 | 63,18
9 | —8,54-38,25/-26 74: 25,19| 38,56~39.241+ 3,55"— 2,07/ 38,07 | 555 | 17,66
8 | —818-36,15 44,24? —21,27} 36.86/—28,38| 568 12‘;;; 4248 | 2370 | 7,542
7 | —7.69\-33.41 —.21,111—16 37| 34,68 ~16,17 20,;14 31,15/ 14,63 | 8,165 | 2,598
6 }7-,17 ~30,54/-17,38— 8,50| 32,52 — 3,35| 29,81|13.023] 6,118 3,414 | 1,086
5 | —6,59-27,00-13,07— 515, 2979 13,05/11,255| 4,916 2,310, 1,289 | 0410
4 | -575 —24,00 ~10,51) 032 2735/ 626/ 540 2358 11076| 0618 | 0,1966
3 —4,05 —15,342 1,11j 15.08{.7,029| 1,609| 1,387 0,606 02847 0,1588 0,05054

" 2 ] -275— 822 7,219 4,924 2,295:05254 0,453) 0,1970| 0,0930] 0,0519| 0,0165
1 | —1,65 2,015 1,0130,5556 0,2590;00593 0,0511 —8,0223 0,0105| 0,00585 0,00186
0 0 o |0 | o 0| 0 o | o 0 0 0




5. Obliczenie okresu drgaf swobodnych «glicy Wroclawskle,]» .
oraz odpowiedniej linii ugiccia :

Na podstawie wzoru (2.3.1) i tablicy wartosei funkeji L, (%, s) funk~
cjg niewiadomg y(x) oraz parametr mz/g oblicza sig metoda kolejnych
przyblizen (iteracji).

Majge jedno z przyblizen Tunkeji y(x) podane w formie tablicy licz-
bowej Ys—1 (s;), nastepne przyblizenie yr(x) oraz przyblizons wartosé pa-
rameiru of/g nalezy obliczyé ze wzoru (2.3.1) tak, aby ykq (I} == y (1),

Przy oznaczemu

K

(2.5.1) Ne () = Z Ly (371,31 Yrt (31)
=

przyblizona warto$é parametru bedzie réwna

D )
g )’
Odpowiednie przyblizenie funkeji y(x) bedzie réwne
Yelxs) = g (3).

Zakladajac umownie y(1) = 100 cm marny

mim 100 cm

g el

- Jezeli ciag wartogel funkeji y () jest wolnozbiegny, to dobrze jest
zrobi¢ wykres iteracyiny ¥ (%) = f |ys-1(x:})] i do dalszych obliczen przy-
jac takie wartoscl y,{x;), ktore odpowiadajg przecieciu sie lnii wykresu
Z prosta Ya == Yn—1.

* Przeliczenia i ich wyniki podane sgq w tablicy 13.

Wartosci y,(s;) zostaly przyjete dowolnie, mozliwie zblizone do rze-
czywistych; po przeprowadzeniu trzech iteracji y,, y. oraz Yy, zostal na-
rysowany wykres iteracyjny 2; wartoscl y,, zostaly przyjete z fego wy-
kresu. Dwie nastepne iteracje daly juz wystarczajgca dokladno&é.

6. Obliczenie sily krytycznej dla «Iglicy Wroclawskiej»

W analogiczny sposéb na podstawie wzoru (2.3.2) oblicza sie site
krytyczna @ oraz odpowiadajacy jej hme ugiecia,
Wprowadzamy oznaczenia

. 10
(2.6.1)  mow(xg) = Z Lo(xs, 8 ye—a(ss),  nae () = Z Ly (xl':s.l) Yr—1(55).
. =0 i
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Wzory do obliczenia kolejnych przy‘bliieﬁ bedg miaty postaé

Y () — 3 (D) .

QJ‘B = Yok (l) 3

Y () = Qr e () + 2w (x02).

Przyjeto jak poprzednio ugiecie na koficu 9 (1) = 100 cm.

Jako krzywa wyjsciowa ¥y, zostala przyjeta krzywa z wykresu in-
terpolacyjnego 2; po trzech iteracjach’ v, 4. 1 ¥, linia ugiecia ¢, zostala
przyjeta z wykresu interpolacyjnego 3; nastepna iteracja dala juz wy-
starczagaca, dokladnosé. Przeliczenia i ich wyniki podano w tablicy 14.

Tablica 13. Wartosei  y (cm) oraz % (10%cm?)

w?g . '
g ki 0| 1 28 | 4| 5|6 7| 8|9 |10
wio| o 0 o | 2 | 4 | 7 | 14 ] 30 |5 |10
TG | 0 |0.018 | 0,130 | 0,328 | 0,928 1419 2485 3969| 5866 9,771/14,251
7.017 w | 0013 |091 |230 | 650 | 9,93 | 1740 |27,78 |41,06 {6840 | 100 -
© 7| | 0| 0.048 | 6302 | 0,773 | 1,088) 2.866] 4,628 6.868|10,614] 14,636| 20,060
4985 | |0 024 151 385 | 091 |1420 | 23,07 |3424 |5291 72,96 | 100
T s | 0 | 0,068 0416 [ 1,067 | 2,683 3802 5,982 ' 8,671( 13,025] 17569 | 23,515
4253 | w | 0029 |L77 454 |1141 | 1617 |2544 36,88 |5540 7472 | 160
T ye 003 |20 |54 [122 (172 [257 (svs (555 758 | 100
o | 0 [0.082 |0491 |1,265 | 8,123 4,374] 6,764| 9,667| 14,285] 10.063| 25,243
39615 | y.-| 0 |032 |1,95 |5.01 |12,37 |17,32 |26,80 | 38,30 56,59 {7552 | 100
(n0e | 0 | 0.0824 0,4931| 1,266 | 3.142| 4.412] 6.836 9,773| 14,434 19,243| 25455
T 39285 | y. | 0 |0324 104 |497 |1235 |17.33 (26,86 | 38,39 |56,70 | 75,60 | 100

7. Obliczenie okresu drgan «Iglicy Wroclawskiej»
z uwzglcdnieniem ciezaru wlasnego

Po uwzglednieniu wprowadzonych oznaczen (2.5.1) i {2.6.1) wzory
dla obliczenia kolejnych przyblizen na podstawie wzoru (2.3.3) bedg
miaty postaé

ﬁc =@ -
g 7 (1)
2

W%
yrle:) = " s (287) -+ nan (2.

‘Po przngcm Yo Z Wykresu interpolacyinego 2 dwie iteracje daja _]uz
Wystarcza]aca dokladno Przehczema;l ich wyniki podane s3 w tablicy 15.

30. i i;wf'



ghem

)
(1514,
(5 w b
(0o th)
Y13y}
" 50 ‘ //
yis,}
-
(Ss)
%WSJ
Us)|
50 g o
Wykres 2
Tablica 14, Wartodci 1y (em) oraz 1 (10*31{(}“10111) i #y (em)
i
@g i,j | o 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
2
=
w| 0 |03 (20 |54 |122 {172 |257 |78 |555 |758 | 100
e | 0 0019 017 (052 | 1,9 | 39 | 9.8 [218 |s64 [1107 (2537
ey | 0 [00182 {0105 |0,279 | o771] 1966 2,214] 3398] 5310| 7,693 9,062
0,358 | 0 |0020 ;0,165 |047 | 145 | 2.66 | 573 [11,20 | 25,52 47,37 | 100
(s | O 0,019 | 0,168 |0516 | 2,00 | 415 | 10,00 | 256 |7L,5 |155.0 |4286
() | 0 |0,0023 [0,0191/0,0737| 0,189 0353| 0,772 1481 3,007 5298 8248
0214 | w, | 0 |o006 |0,056 0184 0,617 1230 3,107 6,959 18,398 38,468 100
(r)s | © 10019 0,168 |0,516 | 2,004] 4,17 |11,00 | 26,1 |73.8 [163,1 (4749
(1 | © |0,00138 0.01150.079 | 0,121 0,235 0,549 1120, 2,535 4,567) 7,881
0194 | w, | 0 {0005 0044|0179 | 0510 1,043 2,683 6,183 16,850| 26,208 100
vo| 0 | 0 0 |02 | 05 | 10 | 26 | 58 |165 3556 | 100
(). | 0 10,019 |0,168 |0516 | 2,004 4,17 11,02 (26,1 [743 [1653 (4893
(m)s | 0 [0,00112 0,0100,0,0307] 0,108 0,2101),495 1,022 2.369] 4,335| 7,758
01885 y,, | 0 10,0047 |0,042 0,128 | 0486| 0996 2572] 5942 16375 35404 100




Tablica 15. WartoSei 'y f{em) oraz o {107em?) 3 . '('cm)

—
i
- T Y 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
3w _
E |
= .
Yy 1 0103 2,0 5,4 12,2 (1792 257 378 |555 758 160
(mdh | 0 |0.082 | 0,491 1.265| 3,123 4,374 6,764 9.667| 14,265 19,053 25,243
fn) | 00,0132/ 0,105) 0.279) 0,771] 1,266] 2,214 3,398 5310/ 7603 9,062
3,60 ¥ 1 010,31 1,87 | 484 [12,02 17.02 | 26,58 |38.22 | 56.97 76,37 | 100 -
()2 | 0 10,0807| 0,485) 1,245| 3,099 4357 6,771 9.705| 14,372 19192 25,415
(’.‘?3)2- 0 10,0128} 0,102) 0,317 0,773 1,278 2,256 3,460) 5,400 7793 9,132
3,575 Y| 0703021 1,84 | 476 {1185 16,86 | 26,47 |38.16 56,79 [ 7641 | 100
g om
50-»-*— T r/ B N B
/ y{xs)/
7&_ ,,,,, -
b Yixg) | o a
/ el i
-’P“"ﬁ"'
// Yix) ] i
LTy x
L)
e O
0 50 jog 4

Wykres 3
8 Wyniki obliczen

Znajac przyblizong wartodé parametru A=w"/g mozna obliczyé okres
drgan ze wzoru

T 27 9 \/ 1 . 02 sek
o "Wig™Vadem
Ostatecznie otrzymujermy:
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(1) okres drgan swobodnych
- T = ~ 3,20 ek,
(2) site krytyeczna
2 == ~ 188 kG,
(3) okres drgan z uwzglednieniem cigzaru Wlashego
T= ~3,35 sek.

Wykres 4 przedstawia ksztalt linii ugiecia.
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Pe3wma

KOJEBAHHS M YCTOHYMBOCTE MRHT H OBE/THCROB

Mpennaraemas paGorta COCTOHT U3 BBYX yacteit. B nmepsoit U3 Hux
BLIBOJUTCS OBINee WHTErpa’bHOE yPaBHEHUE JJIS BhIYHC/IEHNS Komebanuii
M KPHUTHYECROro 3HAUYEHMS CHMIbl pisi MadT, @ BO BTOpOH — B Rauecrse
npuMepa — MPOU3BOJUTCY BBIUMCIEHHE TepHofa KonebaHuit W KRpHTHue-
CROTO sHaueHus cunbl pns «Bpounasckod Hrnep.

[Mpu nonomeHHol crayroODpPa3HO TEpEeMEHHOR MKeCTROCTH H3ruba
YADYFO 3aKRperyieHHOH KOHCONLHOH Oanky BhIUMCNACTCA PYHKUKST BIIHAHHI
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: _;;mg nonepeyHod HarpysKW M e 4YaCTHBIE TPOM3BOfHbIe. 3aTeM Ha HEKOTO-
- poii BLICOTE MauTEl HPHHUMAETCS CNENyIOas Harpyska:

(1) BepruranbHas - rpysoM @,

(2) ropusoHTanbHas — CHAIOH HHepuuu P, u

(3) cocpemoToYeHHBIM MOMEHTOM HHepuuH N,

TIpe STHX MOMONKEHUIX BLIYMCIAETCH YACTMHHEIA Nporu6 Y, (x, s).

MpuHyMas TEHepb BO BHUMaHHEe NeHCTBUTENLHYIO HarPy3Ky COCpeno-
TOYEHHBIMH TPY3aMH @; (papMyC MHEPUHM KOTODbIX PaBeH g;) W BECoM
eptHMNE - aaHHBL g (s}  [pammyc ubepumu paeed p (8)] v cparags  Bee
yacTWuHbie Tporubel, obpasyeMbie HarpyskaMM, MOydyaeTcs ypasBHeHHe
nng obuiero ripornfa, ROTOpOE, MOCJE NPOM3BEAEHHMS COOTBETCTBYIOILMX
npeoctpasoBanuli, IBNGETCS MCROMBIM WHTErpanbHLIM ypaBHeHHEeM.

Bo BTOpO# 4acTH, MCMOJL3yd BBIUMCIEHHBIE H3 KOHCTPYKLMOHHOTO
yepremxa <Hrap» KecTkoCTH, pafMychl MHEPLUHH M pasMelleHHe Harpys-
KM, TPHONKMKEHHO ONpepenseTcs BIAMAHHE ITONEPE&YHBIX CH M MOMEHTOB
uuepuuu. Tax B npepnaraeMoM KOHKPETHOM Clydae, Kak ¥ B GONBLIMH-
¢TBE MPAKTHYECKUX MPUMEHEHHH, MOXHO BOCMOML30BATHLCS YNPOIIEHHbIM
WMHTErPalibHbIM YpagHeHHeM, B KOTOpOM TpeHefperaioT BIHMSHKEM Momne-
PEYHBLIX CHJI M TIOBOPOTOB CeveHHil

B BbIYKMCHEHHIX MHTErpupoRarHe 3aMeHeHO npubnvmkedHo ¢opmy-
namMM CyMMHPOBaHWs. [l OTAENbHBIX CJIy4aeB BbIUMCIEHHS NEpPHORa KO-
neGanyit W 3HAYEHHA KPHTHYECKOH CHMAbl COCTABNEHB! YHCNEHHBiE ypas-
HEHME, W3 KOTOPBIX METOAOM MOCHeNOBaTtesibHbIX NpHUONHREHHA BRIYHCT-
JOTCH MCKOMbIE BEITHUMHBIL

Summary
OSCILLATIONS AND STABILITY OF MASTS AND OBELISKS

The paper is composed of two parts: the first containing the deri-
vation of the general infegral equation of oscillation and stability of
a mast, and the second containing an example of computation of the
period of oscilation and of the critical force of the obelisk erected in
Wroctaw in 1947,

Taking an elagtically fixed cantilever whose flexural rigidity varies
incontinuously, the influence function is calculated for a transverse load
and its partial derivatives. The load at a certain height is assumed to
be composed of

(1) a vertical load @,

(2) a horizontal load by the foree of inertia P, and

" (3) a concentrated moment of inertia N.

These assumptions permit to find  the partial deflection g (x,s).

For the real load, composed of the concentrated loads @y, the radii of
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Inertia being equal to g;, and the weight of the cantilever, g (s) and o(s).
denoting the weight of ynit length and the radius respectively, we sum
up all the partial deflections, After some transformations we obtain the
desired integral equation of the resuliing deflection.

In the second part the inflyence of shearing forces and moments
of inertia is approximately estimated, the values of rigidity, the radii of
inertia and the weights being calculated from the drawing of the obelisk.
In the case considered and in many other practical applications a sim-
plified integral equation can be used, neglecting the influence of shear- _
ing forces and that of rotation of cross section. ,

The process of integration is replaced here by approximate nu-
merical formulae, approximate equations being established for the period
of oscillations and for the ecritical load. Hence the required quantities '
are found by the method of successive approximations.

Praca zostala zlozona w Redakcii dnig 15 listopada 1952 r.






