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1. Stormuiowanie zagadnienia®)

Teoria noénosei graniczinej preta o przekroju kolowym, poddanego
jednoczesnemu rozeiaganiu i skrecaniu, zostala opracowana przez N a-
daia, [8], [9], oraz RZanicynag [11], ktorzy posiuzyli sie row-
naniami Henck y e g o (teoria odksztatcen plastyeznych); do analo-
gicznych wynikéow doszedt Hill, [4], biorac za punkt wyjscia réwnania
Reussa (teorig plynigcia plastycznego). Rozwazania te uogélnii G a y-
d o n, [3], zajmujac sie przypadkiem jednoczesnego rozciagania i skre-
cania preta o przekroju kolowym w zakresie sprezysto-plastycznym.
G aydon, podobnie jak i H i1l postuzyl sig teorig plastyeznosei
Reussa, przyjmujac dla uproszczenia, ze wspdiczynnik P ois s o-
pa » wynosi Y, i jest staly zaréwno w zakresie sprezystym, jak i pla-
stycznym. Rozwazyl on rdine przypadki kolejnodci dziatania obcigzen,
ograniczajgc sie jednak do wyznaczenia rozkladu naprezef i znalezienia
zaleznogei momentu skrecajgeego i sity podiuznej od wydluzenia i kata
skrecenia, a nie zajmujac sie np. réwnie interesujacym wyznaczeniem za-
leznogcl odwrotnych,

Celern niniejszej pracy jest rozwiazanie inaczej postawionego za-
gadnienia. R o

Przypadek jednoczesnego rozciagania i skrecania preta mozna scha-
rakteryzowaé piecioma parametrami: momentem skrecajacym M,, sila
podhuzng N, promieniem granicznym c¢ (oddzielajacym strefe plastyczng
od sprezystej), wydtuzeniem wrzglednym & i katem skrecenia na jednosi-
ke diugoéci @. Parametry te sg uzaleznione od siebie za pomocs trzech
zwigzkéw — dwoch réwnain réwnowagi my$lowo odcietej czedci preta
oraz warunku plastycznosci; G ay d on przyjmuje e i @ za zmienne
niezalezne, ujmujac pozostale jako ich funkcje. W niniejszej pracy posu-
niemy sie dalej; poniewaz wspomniane wyzej zwiazki przedstawione sg
funkejami monotonicznymi ze wzgledu na obie wystepujace w nich
. zmienne niezalezne i daja sie, przynajmnie] teoretycznie, odwrocié, moz-
na nie wyrodzniaé specjalnie zmiennych zaleznych i niezaleznych, uwa-
zajac wszystkie za réwnouprawnione. Dojdziemy w ten sposob do dzie-

*} Praca przedstawiona na Kursie Naukowym Zalkktadu Mechaniki Osrodkéw Clag-
tych IPPT PAN w Miedzyzdrojach w sierpniu 1954 r.
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sieciu zwigzkéw uwiklanych, wigzacyeh poszgzeg6lne irdjki zmiennych
M, N, c, e i @ Kazdy z tych zwigzkéw daje sie, przynajmniej teoretycznie,
rozwiklaé ze wzgledu na wszystkie trzy zmienne, zatem otrzymamy 30
jawnych funkeji dwoch zmiennych. Uzyskane tg droga rozwigzanie umoz-
liwi efektywne wyznaczanie dowolnych trzech parameiréw przy znajo-
mosci dwdch pozostatych.

Uogblnienie polegaé bedzie réwniez na opuszczeniu zaloZenia »= s
i zbadaniu wplywu wspélezynnika P oissona na rozkiad naprezenh.

Ograniczymy sie natomiast do dzialania obeigzenia «prostego» w sen-
gie T1juszina, bowiem oprzemy sie na teorii odksztalcen plastycz-
nych (Hencky ego).

2. Wyprowadzenie réwnan podstawowych

Przyjmiemy, ze jeden koniec preta jest utwierdzony, drugi swobod-
ny. Zagadnienie rozwigzemy we wspbirzednych walcowych 7, &, z; po-
czgtek ukladu umiescimy w $rodku przekroju utwierdzonego, 0§ z skie-
rujemy zgodnie z osig preta. :

Punktem wyjscia naszych rozwazan be;da nastepujgce zalozenia od-
nosnie do przemieszezen wu, g t Uy

{1) w zakresie spreﬁysto—plastycznym i ezysto plastycznym, podobnie
jak i w sprezystym, stuszne beda Wﬁory )

(2.1) : ‘ ug == Prz,
{2.2) U, — &2,

gdzie kat skrecenia na jednostke dtugosei @ i wydiuzenie wzgledne ¢ nie
zalezg od wspdlrzednych;

(2) przemieszczenie u, zalezy jedynie od wspoirzednej 7:
{(2.3) u, = f{r)

Przy przyjeciu tych zalozen skladowe stanu odksztalcenia okresla
wzory (por. np. [5])

7 ermcf;:l, %zl—;f, e, = ¢ = const,
(2.4) :
Vg, = @1, y,,==0, Yo =0.

Spoéréd szesciu sktadowyeh stanu odksztaicenia cztery sa wige w zupet-
nofci okreélone, a pozostale dwie, ¢, 1 &, 53 zwigzane wynikajaecym
z dwéch pierwszych réwnah (2.4) warunkiem nierozdzielnosci

{2.5) : g, == .—_ 2",

D Zagadmemem statecznoéei preta nie bedziemy sie zajmowali. Zalozymy, Zze po-
szezegdlne parametry nie osiggaja wartosdel krytyeznych.
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Odksztaleenia wyrazimy teraz przez naprezema p1szac rownama tebrn
plastyeznoseci Hencky'ego w postacﬂ")

1

1 ‘
(2.6) i Ep— 00— | — 3K Oy, Var == 200 Tz ,

Lo — LA _
£ =0 — (‘rp e | Yo — 29T,
gdzie
I

27) K=31"2

jest modulem odksztalcenia objelosciowego (modutem scisliwosei), ktéry
teoria Henck y ego przyjmuje za stalg materiatows zaréwno w za-
kresie sprezystym, jak i plastycznym, ¢ jest wielkoscig zmienng [mozna
by ja nazwaé «funkcjg materiatowg» 3], réwna w zakresie sprezysitym

1 .

'{28) P — s = 2G‘ H
a wiec w zakresie tym stalg, E, G 1 » sa stalymi sprezystymi materialy,
wreszcie

{2.9) a,, :1 (0, + 0 t0,).

7. trzech ostatnich réwnan ukladu (2.8}, przy uwzglednieniu zwigzkow
(2.4), otrzymujemy od razu

{2.10) T@)zﬂ%" 7,,—0,

Wykorzystamy teraz warunki réwnowagi wewnetrznej. 7 pierwszych
trzech réwnan (2.6) wobec (2.4) wynika, ze naprezenia ¢ moga by¢ jedynie

17) Oznaczenia sa w wickszodel zgodne z uzywanymi przez Lejbienzona, [6]
gdzie omylkewo wydrukowano K = E/(1 — 2v) zamiast zwiazku (2.7). So koltowski,
[14], uzywa oznaczenia ¢ zamiast ¢.

7) Podobnie postepuje np. M ie 21 u m jan, [7], nazywajac wspolezynnik
Poissona zmienny w zakresie plastyczhym, a wige funkme; materiatows, «funk-
cia odksztalcenia poprzecznegos,
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funkejami wspblrzednej r; zatem, z uwagi na (2.10), dwa ostatnie row-
nania uktadu réwnan réwnowagi (por. np. [4] lub [5})

do'+l arr_®+ar,_z+ ( . ) 0
—_——— et — 4 —(o,— o, —0,
or 06 dz v = °

dt 1 do, O1g, 2

(2.11)

sg speinione toZsamoéciowo, a pierwsze mozemy przepisaé w postaci

do; 1 o
dr —!—-—T~(U,, 0'@)——0.

(2.12)

Otrzymaliémy w' ten sposéb ukfad pieciu réwnaf, mianowicie (2.5),
trzy pierwsze ukladu (2.6) oraz (2.12) o szedciu funkcjach niewiadomych:
£,, £, 0., Ug, 0, 1 . Brakujace réwnanie bedzie mialo inng postat¢ w stre-
fie sprezystej, inna w plastycznej. W strefie sprezystej bedzie fo row-
nanie (2.8), zamieniajace rownania Henc k y'ego (2.6) na rownania
Hookea;, w strefie plastycznej brakujacym réwnariem bedzae wa~
runek plastycznosci.

Zajmiemy sie strefa plastyczna. Zalozymy, ze material preta jest ldeal-
nie plastyczny (nie podlegajacy wzmocnieniu plastycznemu), i przyjmie-
my warunek plastycznosc1 w postaci- Hubera-Misesa-Hencky ego
(Gzred_ %), ktéry w naszym przypadku zredukuje si¢ do

(2.13) o?+ o+ R —6, 04— 00, 0,0, + 314, =0,

gdzie op; oznacza granice plastycznodei przy czystym rozcigganiu ub
sciskaniu.

Zanim przystapimy do kolejnego rugowania niewiadomych, sprowa-
dzimy réwnania do postaci bezwymiarowej. Oznaczmy najpierw

' 1
(.9:,.14) 6 Kgp= ;P
i odpowiednio
(2.15) J ——
, s
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Wprowadzona przez nas wielkosé p jest wige funk'c'j'ai; Iﬁ:é;’a.é:fié'l.éﬁ&a, réwng
w zakresie sprezystym stalej materiatowe] #;. Wykor'zysﬁij'qé_ ('2_;'7) i (2.8)
-oraz znany zwiazek miedzy E i G otrzymujemy zaleznosé®) . ...

1—2y

(2.16) Tp\v:m.

Stala s zalezy zatem jedynie od stalej Poissona » i przyjmuje war-
toéei w granicach od 0 (gdy » = '/2) do Y2 (gdy » ='0), stanowiac jej
«negatyw». Wartoscl funkeji ¢ leza réwniez w przedziale 0=gp=1/,
W przypadku materialu niescisliwego (»="%,) p=u;=0; w przypadku
nieznacznej $cifliwosei (» bliskie '/,) mozna przyjaé, Ze w i w: sa «nle-
skoficzenie matymi», co umozliwia uzyskiwanie rozwigzan przyblizonych.

Wprowadzimy nasiepnie oznaczenia

’ E
2.1 Ss=e,
(217) e
2.18) Ge¥8 4
Tpl o

przy czym przez a oznaczylismy promien zewngirzny preta; e ig sy wiec
wielkogciami bezwymiarowymi, odpowiednio proporcjonalnymi do wydiu-
7enia i kata skrecenia preta, przy czym wspdlezynniki proporcjonalnosci
sg tak dobrane, ze e = 1, gdy pojawiajg sie pierwsze odksztalcenia pla-
styczne przy czystym rozcigganiu, natomiast g = 1, gdy pojawiaja sig
pierwsze odksztalcenia plastyczne przy czystym skrecaniu
Dalej oznaczymy
ar Gy Oz

8y = 8y,
Gpi Opi Tpt

(2.19)

= 8
oraz wprowadzimy bezwymiarowa wspolrzedng

=e;

(2.20) %

porzostale wspélrzedne nie beda nam potrzebne. Pochodne wzgledem ¢ be-
dziemy oznaczall przecinkiem u gory.

%) Staly 4, postuguje sie np. Sokolowsk i, [14], oznaczajac ja przez N.
Oznaczenie zmieniono dla unikniecla nieporozumien, bowiem tg sama litera oznacza
sie czesto site podiuznag.
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Po wprowadzeniu powyzszych oznaczei do réwnan (2.5), trzech pierw-
szych ukladu (2.6), (2.12) oraz (2.13), otrzymujemy ukfad szeSciu row-
nan o szeSciu niewiadomych ey, £g, S, Sa, 8 &y

3y,e sy 1(1

T e R o AR

3 ?‘US i Sq 1 ( 1 ) i
Ik = =2 Jpuy N
fo (1 + I,U ) e { P 3 P (Sj +S“+S~>)_ '

3, ' S, 1 :

(2.21)

1
T a2(tygely ‘3(* 2%&+%+%>

¥
vEg+ Ep—e, =0,

es,+s —s,=0,

gew g

! st+ s+ si—s88,—8,5, 331+ -

Przejdziemy teraz do kolejnego rugowania niewiadomych. Najlatwie]
jest wyrugowaé odksztalcenia &, i &4 wystarczy w tym celu podstawic
pierwsze dwa réwnania do czwartego. Otrzymany ukiad czterech réwnan
uprodci sig nieco, gdy wprowadzimy nowa funkcje materialows
(2.22) : LA ¢ J
TI'JS '8

réwng jednoéci w zakresie sprezystym, a zawarty w przedziale 0 <Up == 1
w zakresie plastycznym %). Oczywiscie w przypadku materialow niescisli-
wych ma sens tylko druga cze$é rownoscl (2.22).

Niewiadomymi ukladu

osi+s,—s,—0,
(1= 2py) (s, Fsuts)—2e(IFy)p—0,

(2.23) — 30 s F3pshitp (5 +8Fs) {1 — 2y, p) p(sitsa-s3) +
Ep (SE-—S]) == () i
0

3 1 D A
Spsitsl— 58,58 — 85 +g o pt—1==0

sa teraz s,, 3., 8; 1 p. Z pierwszego réwhania
(2.24) ' 8. =5 1osi,

% Sokolowski, [14], wprowadza funkeje 1/p oznaczajac Ja przez . Wy-
godniej jednak postugiwaé sie funkcja przyjmujaca wartesel z przedzialu (0,1 >,
niz << 1,00},
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a z drugiego

Ze(ltwp, )p+(1 —2y,p) (28 Jrosl)

(2.25) 8 = {1+1/J ) L

Podstawienie (2.24) i (2.25) do dwoch ostatnich rownan ukladu (2.23) do-
prowadzi nas do ukladu dwoch réwnan o dwéch niewiadomych s; i p. Po
doéé zmudnych przeliczeniach ofrzymujemy

: | (4o’ +5ypop’teopist+ (—4ylep’p+H12¢7p" — 29, 0pp’ +
(2.26) + 15y, p*—op +3p)si—64ip*p s 2y, (Ity)ep’n’ =0,

(129202 p* + 6y p*p + 3 0% st + 36yl op®s st + 36yl p” s} —
=129 (1 +plep?(2s + o8 + 49“ piofpt+ 89y, 0" p* +
b lAgtet—ayt-4 (1 +p e p—8y p—4=0.

Réwnanie pierwsze z otrzymanych jest rOwnaniem rézniczkowym li-
niowym drugiego rzedu ze wzgledu na niewiadoma funkcje s, a réwna-
niem rézniczkowym nieliniowym pierwszego rzedu ze wzgledu na nie-
wiadoma funkecje p, drugie natomiast jest réwnaniem rézniczkowym nie-
liniowym pierwszego rzedu ze wzgledu na s, a réwnaniem algebraicznym
czwartego stopnia ze wzgledu na p. '

Sciste rozwigzanie ukfadu (2.26) natrafia na powazne trudnoqm trud-
nogei te nastreczaja sie juz przy sprowadzaniu ukladu do jednego roéw-
nania o jednej funkcji niewiadomej. Ograniczymy sig¢ do podania rozwig-
zan przyblizonych, przy czym wykorzystamy okolicznosc, ze stala mate-
riatowa », jest znacznie mniejszg od jednosci.

3. Warunki brzegowe

Rozwiazanie ukladu (2.26) wymaga znajomoéci dwéch warunkow brze-
gowych. Warunki te uzaleznione sg od rozpatrywanego zakresu pracy
preta.

W przypadku prostego obcigzania preta, jednoczeénie rozcigganego
i skrecanego, wykonanego z materiatu idealnie plastycznego, Wyrozmmy
nastepujace stany:

(1) stan sprezysty — w kazdym punkcie ciata naprezenie zastgpeze
(intensywno$¢ naprezen) o, << opr, a funkcja materiatowa p=1;

(2) granica odksztalcen sprazystych — w kazdym punkcie ciata 0,= =00,
p =1, przy czym isinieje co najmniej jeden punkt, w ktérym 00 == Upi
(tworzy sie strefa plastyczna)

o
e}
L




(3) stan sprezysto-plastyczny —- obszar catego ciala mozna podzielié
na dwa podobszary, przy czym w jednym z nich oy <Zop, p=1 {strefa
sprezysta), w drugim o, = op, P <1 (strefa plastyczna); obszary te roz-
granicza powierzchnia o wilasnosciach ay=op, p= 1

(4) granica odkszialcen plastycznych — w kazdym: punkcie ciata
gy=0pi, P=1, przy czym istnieje co najmmiej jeden punkt, w kiorym
p = 1 (strefa sprezysta zanika) 5);

(5) stan czysto plastyczny — w kazdym punkcie ciala og= opr, p=<_1.

O parametrach, kiérych wartosci odpowiadaja stanowi sprezystemu,
sprezysto-plastycznemu i czysto plastycznemu preta, bedziemy méwili,
ze znajduja sic odpowiednio w zakresie sprezystym, sprezysto-plastycz-
nym itd.

Zajmiemy sie najpierw zakresem sprezysto-plastycznym.

W naszym przypadku — preta o przekroju kolowym — powierzchnia
rozgraniczajacy strefe plastyczna od. sprezystej bedzie oczywiscie po-
wierzchnia walca kolowego; promien tego walca oznaczyny Przez ¢ oraz
wprowadzimy ozZnaczenie

(3.1 —=w.

Strefe sprezysta. — walec kotowy pelny — okreélimy zatem nieréwnoscia
0 << ¢ << w, natomiast strefe plastyczna — walec kotowy drgzony (pierscie-
niowy) — nieroéwnoscia w<le 1.

Powierzchnia pobocznicy preta musi by¢ wolna od naprezen promie-
niowych, zatem pierwszym warunkiem brzegowym bedzie

(3.2) . s, =0 dla p=1.

Postaé matematyczng drugiego warunku brzegowego otrzymamy ze
zlozenia kilku warunkéw fizycznych, wynikajacych ze stykania sie strefy
plastycznej ze sprezysta wzdluz powierzchni ¢ = w. Wielkosci odnoszace
sie do strefy sprezystej bedziemy wyrézniali wskaznikami s, plastycz-
nej — wskaznikami p. Na powierzchni stykt musza mianowicie zacho-
dzié réwnodci naprezen promieniowych w obu strefach, '

(3.3) - Opp= 0>

oraz réwnofci przemieszezefi promieniowych, czyli, jak widaé z drugiego
réwnania ukladu (2.4), réwnosci odksztalcenn obwodowych

(3.4) Lo, ™= fgr

%) Pojecia granic odksztatcen SfprQZyétych i plastycznych, zwigzane ze stanem
naprezenia w calym ciele, sa oczywidcie rdine od lokalnych (zwiazanych z okreslo-
nym punktem ciala) poje¢ granicy sprezystoSci czy plastycznosci.
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wydiuzenie strefy sprezystej musi wreszcie wynosié
{3.5) 825 = & == const,

W strefie sprezystej — walcu, poddanym dziataniu rownomiernego ob-
ciazenia ciaglego ¢, na pobocznicy i g, na obu podstawach (jednoczesne
skrecanie nie ma tu zadnego wpltywu) -— panuje jednorodny stan napr.Q—
zenia, okre§lony skiadowymi

{3.6) Urs'ZG@.e: qr'?
O = 9

zatem, zgodnie z prawem H o o k €' a,

1.
E ™ Cos ™ B [(1 __1,) q, — "’Q,z] ;

3.7 1
Ers z F (qz— 2 qu’_) .

Po podstawieniu do (3.3), (3.4) 1 (3.5) odpowiednich wyrazen, przy
uwzglednieniu drugiego z rownan (2.6) oraz zwiazku (2.4) i oznaczen
(2.17) i (2.19), otrzymujemy wiec uktad trzech réwnan o dwoéch niewia-~
domych g, 1 q,

I
(3.8) JI U U N S PRSI '—.171(1-+,)' — gl
. lfp o Tpl 3 ¢ 3K W E] W 0= g ¥) Qr — de].,
l

bowiem na powierzchni granicznej

(3.9) p=1 dla o =w,
czyli
(3.10) (;(J:([Js:—z%

jest wielko$cig znana. Rugujgc niewiadome ¢, 1 q; 2 ukladu (3.8) otrzy-
mujemy po wykorzystaniu zwigzkow (2.24) 1 (2.25) drugi warunek brze-
gowy w bardzo proste] postaci

(3.11) §=0 dla g=w,
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przy czym samg wartos¢ w bedziemy mogli obliczy¢ z (3.9) dopiero po
rozwiazaniu ukiadu (2.26) (znalezieniu jego catek ogblnych).
W zakresie czysto plastycznym warunki brzegowe przedstawia sig¢ pro-

&ciej: warunek (3.2)

ograniczonoéé funkcji s w punkcie (a racze]j wezdtuz linii)

pozostanie bez zmiany, a drugim warunkiem bedzie

zwykle w zagadnieniach tego typu.

e =0 jak

4. Rozwiazanic w zakresie sprezysto-plastycznym. Przyblizenie zerowe

Rozwiazemy najpierw ukiad (2.28) przy zatozeniu dodatkowym s = 0.

Mamy wtedy » = 1/2, czyli materiak nieécifliwy, co odpowiada przypad-

kowi rozwazanemu przez G ay don a Réwnania (2.26) przybiora
postaé uproszezong

(4.1)

|

opsi +(—ep +3p)si=0,
392312+492Q2p2 _+4e‘zp2#4:

0

i, jak wida¢, ukladem calek szczegblnych, spetniajacych warunki brzego-
we (3.2} 1 (3.11) jest tutaj ‘

(4.2)

8§y = 0 ]
o
P ye g

przy czym wykazanie jednoznaczno$ci rozwiazania nie nasfrecza trud-

nogel. Promien graniczny okreslimy teraz z warunku (3.9%

(4.3)

a zatem w strefie plastycznej

e
w—— ’
g
/11— &
l_lgi 1

hedziemy mieli nastepujacy rozklad naprezen:

(4.4)

o,=05=10,
Oz = Opi€P = 72;2[—8_3 =X
|e* +g° e
T IC N T
V3 V3 ve+ge
T, =T e 0,

w2

A



i odksztalcen

g, = Eg =" PO ——gm—e
F NY 2E ?
)
R ’
(4.5) |
Gpid e
D, = T
Yoe Prgez Gl./S

Ve = Ve T 0.

Powyzsze wzory sg sSciste w przypadku materialu niescisliwego, na-
{omiast postuza nam jako przyblizone w przypadku v o4 /2. Bedziemy je
wtedy zwali przyblizeniem zerowym.

Wykreélnego przedstawienia rozkiadu naprezen w przyblizeniu zero-
wym hie bedziemy zamieszezali, poniewsz podaje je w swel pracy
Gaydon

Zajmiemy si¢ natomiast szczegdlowo zwiazkami, zachodzacymi po-
miedzy odksztatceniami i wywolujacymi je obcigzeniami: sita podhuinag
N i momentem skrecajgecym M, Wyjdziemy z réownan

([fontr=n.

F

1ffrr(92dF—Mx,
F .

gdzie F jest polem przekroju preta; poniewaz skiadowe stanu naprezenia
zalezg jedynie od zmiennej r, mozemy napisat

{4.8)

(]J ro dr—-y -,
4.7) '
M,

[
vttt dr=- .
J &z 2

Wprowadzimy teraz, podobnie jak peprzednio, wielko§ci bezwymiarowe.
Oznaczymy-mianowicie

N p—
(4.8) Fron =n,
49) CETTE
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'P.arametry n i m, sq wiec odpowiednio proporcjonalne do sily podiuznej
i momentu skrecajacego, przy czym wspétczynniki proporejonalnosel sg
tak dobrane, ze n = 1, gdy pojawiaja si¢ pierwsze odksztalcenia plastycz-
ne przy czystym rozciaganiu, natomiast m; = 1, gdy pojawiaja sie pierw-
sze odksztalcenia plastyczne przy czystym skrecaniu. Wprowadzajace jeszcze
bezwymiarowsa zmienng g, okreflong wzorem (2.20), i catkujac osobno
po strefie sprezystej, osobno po plastycznej, mozemy iprzy uwzglednie-
niu oznaczeh (2.17) i (2.18), zaleznosei (2.8), (2.10) i (4.4)] zamiast (4.7)
napisat

i

odg 7
dote| ——==+,
fg ) J]/ e+giet 2
{4.10) \
e e*de My
ld + — ,
J oj ¢ Q'l ] e* g0 4
a po scatkowaniu
(.11) w? —i— i/e + ¢ —-‘a Vg’ w-—1

e

PR W P

my

8 . .,
o)t =
394( g ) g

Tak wiec pie¢ parametrdéw: e, g, w, n i m, zwigzalidmy trzema réwna-
niami (4.3), (4.11) i (4.12). Rownania te sa w zasadzie zgodne z wynikami
Gaydona, otrzymanymi z rébwnaii R e ussa przy zalozeniu sta-
tego stosunku wydtuzenia do kata skrecenia, a réznia sig jedynie tym, iz
G a-ydon otrzymuje odksztalcenie liniowe wyrazone w mierze loga-
rytmiczne].

Zajmiemy sie teraz zbadamem zakresu waznosci rozwigzania, Zgod-
nie z rozwazaniami, przeprowadzonymi w p. 3, stan sprezysto-plastycz-
ny preta jest zawarty migdzy granica odkszialcenn sprezystych a granica
odksztalcefi plastycznych. Zaleznodci na granicy odksztatcen sprezystych
otrzymamy podstawiajac do réwnan {4.3), (4.11) i (412) w =1, poniewaz
odpowiada to tworzeniu sie strefy plastycznej. Trzy zaleznodci wigzg te-
raz cztery zmienne, zatem drogg rugowania mozemy otrzymaé same funk-
cie jednej zmiennej. Zostaly one zestawione w tfablicy 1.

Podobnie, podstawiajac w = 0, otrzymujemy zaleZnoéci na granicy od-
ksztalceh plastyeznych — strefa sprezysta zanika. 7 réwnania (4.3) wy-
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nika, ze e = 19), a trzy pozostalte parametfy, g, n 1 my, sa zwiazane dwo-
ma réwnaniami (4.11) i (4.12), W wyniku rugowania otrzymujemy wiec
znowu funkeje jednej zmiennej, jednak tym razem nie wszystkie dadza
sie przedstawi¢ w postaci skonezonej kombinacji funkeji elementarnych:
w dwoéch przypadkach otrzymujemy do rozwigzania réwnania trzeciego
stopnia o ujemnym wyrozniku {choé
tylko jeden pierwiastek spelnia warun-
ki zagadnienia). Zestawienie podaje ta-

Tablica 1. Zestawienie zaleinosci
na granicy odkszialces spre'}.yst?(:h

blica 2. Niemoznoéé wyrazenia odpo-  Zmienne ] Zaleznodei
wiedniej zaleznosci za pomocy funkeyj w w =1 = const,
elementarnych zostala zaznaczona w ta- o g T a
. - e = J—

blicy kresks pozioma. ’ Vi—g’,

Znajge gramice waznosSel rozwigza- = \/ 1—é°,
nla mozer~y przysigpi¢ do zestawienia en e==mn,
zalezno§el w zakresie sprezysto-pla- n=e,
stycznym. Rugujac ze zwiazkéw (4.11) e, m, e = 1___;2

i (4.12) zmienng w, olrzymujemy z 1a- O
;- , s — ¥ 1—e",
twoscig funkcje n = f{e, g) oraz m, =

= f(e, 9), uzaleZniajgce obcigzenia od = gn 9=V1i v,
odksztalcen. S3 to funkcje monotonicz- n == \/1— g,
ne ze wzgledu na obie zmienne [podob- g, m, g=m,.

nie, jak funkcja w = f(e, g), okreslona m,=g,
réwnaniem (4.3)] 1 dajg wie, przynaj- - S \Emﬁ

mnie] teoretycznie, odwréacié, okreglajac
wazne dla zastosowaf zalezno&ei od-
wrotne e = f{n, m;) oraz g = f(n, my).
Niestety praktyczne wykonanie tego odwrécenia jest powaznie utrudnione
koniecznodela rozwigzywania réwnan algebraicznych wysokich stopni (do
dwunastego wigcznie), totez w celu efektywnego uzyskania poszukiwanych
zaleznosel bedziemy musieli pdjsé nieco inng droga. '
Zamiast jawnych funkeyj dwoch zmiennych postaramy sie najpierw
uzyskaé zwiagzki uwiklane, Igczace poszezegélne trojki sposrdéd parame-
trow e, g, n, m, 1 w. hatwo stwierdzié, iz zwiazkéw tych bedzie 10. Na-
pisanie ofmiu sposrdéd nich nie przedstawia zasadniczych trudnoéei; sa
to réwnania algebraiczne stopnia 2-12 ze wazgledu na poszezegdlne
zmienne. Pozostale dwie =zalezno$ei, mianowicie F (g n, w) = 0 oraz
F (mg, n, g) = 0, dadzg sie otrzyma¢ z tamtych przez rugowanie zmiennych
metodg Fermata lub za pomocg wyznacznikéw Sylwestera’),
jednak metody te prowadza do nadzwyczaj diugich rachunkéw, a row-

me =\ 1—n.

9 Dila uproszczenia bedziemy zakladali g > 0 oraz e =2 0 (rozclaganie). W przy-
padku $ciskania rozwigzanie nie podlega jednak zadnym zmianom. '
7 Por. np. [12]. :




nania wynikowe z powodu swej zawilosci nie moga by¢ przydatne dla
celéw praktyki.

Niektore z otrzymanych zwiazkoéw dadza sig rozwikiaé ze wzgledu na
poszczeg6lne zmienne przy uzyciu funkeyj elementarnych. Zestawienie
uzyskanych w ten sposob wzoréw podaje tablica 3. -

Tablica 2. Zcestawienie zaleinosci
na granicy odksztaleen plastycznych

Zmienne - Zalezno$ci
w w =0 == const,
e e =1 = const,
2
n, g n=—T"—
14+ 14¢*
4 St
g, m, Mg = 39,712—(2*'9']\ 14-g*].
g=flmg:—.
2 4 3 . 1.,
n, My M= = (24-n) V, 1—mo= g \/1 '--*?ﬂ.' ey n?,
n=Fflmy:—.

Tak wiec uzyskaliémy jedynie dwanascie sposrod trzydziestu mozli-
wych zwigzkdw. Liczba ta jest niewstpliwie zbyt mala dla zastosowan
praktycznych, tym bardziej ze brak zaleznoéci odksztalcen (a wiec e i g)
od obcigzen (n, m,). Jednak podane rownania stanowia dostateczng pod-
stawe do uzyskania poszukiwanych zaleino$ci na drodze numeryczme] lub
graficznej, czym zajmiemy sie w p. 6. -

5. Rozwiazanie w zakrvesie czysto plastycznym. Przyblizenie zerowe

Rozwazania nasze uzupelnimy teraz rozwiazaniem postawionego za-
gndnienié w zakresie czysto plastycznym. Zatozymy .= 0, uzyskujac
rozwigzanie Scisle w przypadku materiaiu mesmshweo‘o a przyblizenie
zerowe w przypadku scisliwego. -

Uklad (2.26) redukuje sie znowu do (4.1) przy zmienionych warun-
kach brzegowych, ktére oméwiliémy szezegélowo w p. 3. Jednak widaé
od razu, ze uklad calek szezegdlnych (4.2) spetnia i te warunki 1 w calym
obszarze 0 < p < 1 stan naprezenia okreély wzory (4.4), a stan odksztalce-
nia wzory (4.5).
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Tablica 3. Zestawienic zaleznosei obowigzujacyeh w zakresie spl'(;iyﬁnqﬂaé‘V(’Z‘.‘Y.m.

Zmienne | Zaleznosci
e g, w w:L’f_,e_z
s ] g *
_Vi—é
= -
e=\V1_g w,
& 9n n=- e te—1—e),
/. R i ;
9':\?e\/Ze-ﬂ*ﬁ'ﬂetk2\/6(1——en}[e—ni:
e=flg,n):—,
4 7 mis— 1,3 .,3 ©
e, g, m; msz-ggﬁ1(9“529“)\€*+g‘-z~}—-b~e-+ze‘JJ
g=flemy:—,
e=TFlgmg:—,
e, w,n n:%m__; [2V1—e* Fetw? —wil ey,
w:—:/ o L. /’;;_ ,
\;eu__e?)\Ze n—mne*—2ye(l —en){e—n)
e=flw,n):—
40" 1—e*—2e?w* , 1,3 ., 8
¢, W, Ty s = 3{1—e?l3/ﬁ( w? V14 et —et—t 9 e el),
w=7Fle,my:—,
e::f(w,ms):'—,
T gt w’ . ‘
g w.n n= YW 1 g w2 g,
w=fg,n:—,,
g=7flwn)i—,
4 ‘ 3
9, W, M My = g pllgt L etw — 2V 14 g —grwt F2—3 gt 9 WL
w=7flg,m:—,
g':“—“j"_{'w,'ms:l:—J
& T s M= 32e—n—ne’+2ve(l—en)le—n) 7"
[7”13 kil, - 3 2 3_ 4 _ e 2 E
Xlegfg 4—|2€—E—4e —i—[2_e n—nef—2en?-4-
+2\/;(_?:;‘en} (e—'nﬂ \/2e—'ﬁ—, ne* 4 e.ﬂ'-’ e 2\/e 1—enl (efﬁ)'},
e=fln,my:—, : )
n=7Fle,mg:—,
g, n, ms ?n.?:f(gjn) T
g=Tfn,mg;—,
n=7flg,my:—,
w, N, My My = flw,n):—,

w=fm,mg:—,
n=70w,m}:—.
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Zmianie ulegna dopiero zaleznogci miedzy odksztalceniami i obcigze-
niami. Zamiast (4.10) napiszemy teraz

)d@ n
€ "W4‘.__~—':—,'
J éf Ve tgiet 2

(5.1) [ -
g _,W_T’”Ef?
gj Vetge 47

a po scatkowaniu

. 2 5
(5.2) e (Ve? -+

(5.3) %\/e‘-" +gt — —3—2—4— [(e?+g%) " —e'| = %

Otrzymali$my dwa zwigzki miedzy czterema zmiennymi e, g, n 1 my,
7 ktérych, przez rugowanie, mozna na ogo6t uzyskaé cztery zwigzki uwi-
klane, lgczgce poszezegoine tréjki zmiennych, Okazuje sie jednak, ze bez
wzgledu na wartodei parametréw e i g pomigdzy parametrami n 1 m;
w calym zakresie plastycznym istnieje odpowiedniosé wzajemnie jedno-
znaczna (fa sama, z ktéra mielismy do czynienia juz na granicy odksztal-
cen plastycznych) ), co redukuje ilo§¢ zwigzkéw uwiklanych do trzech:
F(e,g,n}=0, F(e, g, mg=0oraz F (n, my) = 0. Niektére z tych zwigz-
kéw dajg si¢ rozwiktaé ze wzgledu na poszezegdlne zmienne przy uzyciu
Tunkeyj elementarnych; uzyskane w ten sposth wzory podaje tablica 4.

Tablica 4, Zestawicnie zaleimo$ci obowiszujacyeh w zakresie czyste plastycznym

Zmienne i Zaleznoéct
2e
e g, n n o= e,
e -+ v" e+ ¢
2e
=2 J1—
g n ‘/ n,

e, g, My Mg = 39, [2e*+(g’—2e)\/e + o1,
g=7fle, m): —.
e=7flg.mgi—,

g | me=Eadmyime - 1= e L,
n=Ffmg:—.

9 Okresla ona nofno$é graniczny preta. Por. np. [11]
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6. Uzupelnienie rozwigzonia na drodze graficznej i namerycznej
£

Tablice 3 i 4 uzupelnimy leraz na drodze graficznej i numerycznej.
Rysujgc np. wykres funkeji m, = f (e, n) w plaszezyznie e -m, (przy
ustalonyech wartosciach parametru n), otrzymujemy. zarazem wykres funk-

‘cji odwrotnej, mianowicie ¢ = f(n, m,); takZe wartoéci liczbowe funkeji

e = f (n, m,) uzyskujemy stosunkowo atwo na drodze interpolacji funkeji
jednej zmiennej. Teraz uzyskujemy latwo wartosci funkeji g = f (n, mg),
jako funkeji zlozonej g = f [e (n, my) n], funkeji w = f (n, m,), wykorzy-
stujgc zwigzek (4.3) itd.- ‘

- Wartosci wazniejszych dla zastosowan funkeyj w = f(e, g), n = f (e, g),
ms = f(e,g), w=f(mgn), e =F(my,n) oraz g = f(ms;n) okreslonych
w zakresie sprezysto-plastycznym (i ewentuainie czysto plastycznym) po-
daja tablice 5-10.

Zamieszezone tablice pozwola obliczy¢ odkszialcenia preta przy da-
niych obciazeniach i na odwrdt, nie rozwigzuja jednak wseystkich zagad-
nien, zwigzanych z wyznaczaniem parametirdw, charakteryzujacych przy-
padek jednoczesnego rozeiggania i skrecania preta. Korzystne okaze sie
tu wykreslne przedstawienie zaleZnoSci, bardziej pogladowe, chociaz mniej

doktadne. Wykresy wszystkich trzydziestu funkcyj w zakresie sprezysto-

plastycznym i osmiu w zakresie czysto plastyeznym podaja rysunki 1-10,
Umozliwiajg one latwe wyznaczenie trzech parametrow za pomocg dwobch
pozostalych.

Tablica 5. Wartosei funkceji w = f{e, g

NE 0,0 | 0,1 { 0,2 ] 03 | 04 | 05 [ 06 |-07 | 08 | 09 1,0

0,0 ' . nieozn.
01 | . o 0,000
0,2 ' 0,000
0,3 , 0,000
0.4 0,000
0,5 zakres sprezysty, w nie istnieje 0,872 0,000
0,6 ‘ 1,000 | 0,726 | 0,000
0,7 0,857 | 0,623 | 0,000
0.8 : 1,000 | 0,893 | 0,750 | 0,645 | 0,000
0.9 0,962 10,889 | 0,793 | 0,667 | 0,484 | 0,000

1,0 | 1,000 0,995 0,980 | 0,954 | 0,917 0,866 (0,800 | 0,714 | 0,600 | 0,436 | 0,000
1,2 | 0,833 0,825 | 0,816 0,795 | 0,764 0,722 | 0,667 | 0,595 | 0,500 | 0,363 | 0,000
1,5 | 0,667] 0,663| 0,653 0,636] 0,611 0,577 | 0,533 | 0476 | 0,400 | 0,291 | 0,000
2,0 | 0500 0,497 0,490 | 0,477 | 0,458 0,433 | 0,400 | 0,357 | 0,300 | 0,218 | 0,000
2,5 .| 0,400 0,398 0,392 0,382 | 0,367 0346 | 0,320 | 0,286 | 0,240 | 0,174 | 0,000
3,0 | 0333] 0,332] 0,327 0,318 | 0,305 0,289 | 0,267 | 0,238 | 0,200 | 0,145 | 0,000
50 | 0,200] 0,199 0,196 0,191 | 0.183 0,173 | 0,160 | 0,143 | 0,120 | 0,087 | 0,000
10,0 | 0,200 0,099 06,0981 0,095 | 0,002 0,087 {0,080 | 0,071 | 0,060 | 0,044 | 0,000
oo | 0,000] 0,000! 0,000 0,000| 0,000 0,000 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
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7. Rozwiazanic w zakresic sp‘rqiysho-plastycznym. Przyblizenic pierwsze

Rozwiazanie w zakresie spre'zysto—plastycznym, uzyskane w p. 4, jest
sciste tylko w przypadku materiaty niescifliwego (p, =0, v= 1,0, W przy-
padku materiatéw scisliwych, 2z jakimi zazwycza) mamy do czynierﬁa
w praktyce, rozwigzanie to nazwalismy przyblizeniem zerowymnl. Postuzy
ono bowiem teraz do uzyskania rozwigzan dokiadniejszych, umozliwiaja-
cych oceng bredu przyblizenia. :

W tym celu zastosujemy metode . pokrewnsg metodzie «maiych para-
metrow» (zaklocen) ¥). Zalozymy mianowicie, ze ciste rozwigzanie ukladu
{2.28) przy warunkach brzegowych (3.2) 1 (3.11) daje sie rozwinaé w sze-
eg potegowy (M aclaurina) zmiennej yp,, czyl

(7.1) {31 =y Sy TS
p==py+ Pyv. T P T

‘Poniewaz wielokroinie stwierdzono, ze wartosé stalej Poissona 7,
a wiec i statej , [zwigzane]j 7z nia rownaniem (2.16)], ma nieznaczny wplyw
na rozklad naprezen '), mozemy sie spodziewaé szybkiej zbieznosci sze-
regow (7.1). '

Podstawiajac do (7.1) ;=0 otrzymujemy $, =51, P= P St ip,
sg zatem rozwigzaniami, uzyskanymi przez nas w p. 4, okreglonymi row-
naniami (4.2). Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem funkey]j si; @ Pa; beda one
stanowily gléwna czesé biledu przyblizenia zerowego, poniewaz dla wiek~
szosel materialdw konstrukeyjnyeh »=03, ¥, 0,154 i wyraz zawie-
rajgey > — 0,023 mozemy juz zazwyezaj pominaé wobec jednosci. Funk- -
cje powstale z zachowania w odpowiednim szeregu Maclaurin a
zmiennej v, jedynie wyrazéw Zerowego i pierwszego bedziemy zwall
plerwsZym przyblizeniem.

Do uktadu (2.26) podstawimy wiec

5= Sy ¥y
(7.2)

{ przyrownamy do zera wyrazenia przy pierwszej potedze 7. Wygodnie
bedzie tutaj wprowadzié nowg funkeje niewiadoma 7, okre$lona wzorerm

(73) Pr—p, 'lff_élgr._é =7,
. Po

") Por. np. [2] oraz [13].
1) Por. np. [100.
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bowiem gy, bedzie wtedy wprost bledem procent
blizenia funkcji p. Otrzymujemy stosunkowa Iatwy
dwoch réwnan niezaleznych

o (g O Sy-HBE L 46 ) (€ g sy —

. (7'4) 2 % 2)3/2 :
: (€2 +g° o*)* nte Vetge —e=0. .

Najpierw musimy rozwigzaé drugie rdéwnanie, by sprecyzowaé wartnki
brzegowe dla pierwszego (nie znamy promienia granicznego w}:

_ (1/62+_g_ —1)
(7.5) ) n= { ‘mga Qaywz s
a stad
(.6 1 weddige 1)
| ? 1/?%3?2 e +g° o) .

Warunek (3.9) napiszemy wiec W postaci

(77) ' 1 1 s e” {]/GT"F?'LDE — 1)
) 1 P +'_é w? (e +guw? ’

a rozwiazanie tego réwnania ze wzgledu na w daje

E Y1 —¢é
7.8 W= ——,
(1.8) 7

czyli Ze plerwsze przyblizenie pokrywa sie w tym przypadku z przynli-
seniem zerowym [wzér (4.3)].

Mozemy teraz przystgpié "do calkowania plerwszego rownania (7. 4.
Catka ogélna fego réwnania ma postat

1 . e+g*o® 2e
{1.9) S ==, In- 0 o +

2 FAPCINP I 2o 2 2
+C1(—g;,,—1n"e gete “Lig—é’)wg,

a warunki brzegowe {3.2) 1 (3.11) z podstawieniem (7.8) Wwyznaczaja war-
todei statyeh Ci 1 Gy ‘
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1+ e?
@W)W¥%fﬂ3;i

i e [el e @1

wiee ostatecznie .

A

(112) s, —— 1y Veige e R
Ue W/ergte e

2e ( L e
g* \e* g

_f_.

Znamy juz zatem rozktad naprezen promieniowych i obwodowych, bo—'
wiem -— w pierwszym prvybhzemu —

(7.13) 6,7 811 W, 6,y

afaz, zgodnie z (2.24), |

(7.14) o4 = (s} +051) 9, Oy — Sa1¥s Ot
przy czym funkeje s Gkreéia :stosﬁnkowro prosty wzér

(7.15) g 260/ EHFE =N T —e)
g° o (@ tg” 02)

Naprezenia promieniowe i cbwodowe sg wynikiem mniejszej wartosei
wspolczynnika P o i s s o n a (funkcji odksztalcenia p‘oprzecznego}
W wewnetrzhej, sprezystej strefie preta niz w zewnetrznej, plastycznej:
przy rozcigganiu strefa plastyczna «kurczy» sic silniej i wywiera nacisk
na strefe spreiysty. Podobny rozklad naprezen uzyskalibys$my, rozcig-
gajac gumowsg rurke, natozong na sztywny, pasowany trzpien. Rozklad
ten p;zedstawiaja rys. 111 12 _

Przejdziemy do obliczenia wazniejszych dla nas naprezen o, i v,, oraz
oszacowania. bledéw przyblizenia zerowego. Podstawienie (7.2) do wzoru
(2.25), rozwiniecie uzyskanego wyrazenia na szereg Maclaurina
zemiennej y_ i zachowanie jedy_ni_e‘. wyrazoOw zerowego i pierwszego daje

(7.16) — +[999(_|/e—?9—9—~—1}

1 ,
) 9 9y +S| 1 +_¥ e SiiJ P
(eFg” g iy ety
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lub inaczej
(7.17) Sa1 == Sy, (1 4 C‘Pg) ;

gdzie s,, 1 55 oznaczajg, jak zwykle, zerowe i plerwsze przyblizenie funk-
¢ji 8, natomiast . :

Py '
(133 08t ¥ e’+g* o*
e

r g0 Vetg e’ —1)
: (e7+ g* oY)

{(1.18)

decyduje o bledzie zerowego przybliiexiia w stosunku do plerwszego
w przypadku naprezen osiowych o:.

a1 o Y i

) Q’)'/

™
‘ - ;
o | /
Y / I'L
r S A W
) 54 p-5F — p ! a5 P~ ! 1
g1 ey ” A
P / .
iy f/
// |
A |4
-2 A : 1
- g1 [ _ -01
lg-5 J}/

Rys. 11. Rozklad naprezeft pro- Rys. 12, Rozklad naprezen ocbhwo-
mieniowych g, w przypadku ¢-0,5 ’ dowych og w przypadku e—=0.5(za-
(zakres sprezysto-plastyczny). ) kres sprezysto-plastyczny). Przy-

Przyblizenie pierwsze blizenie plerwsze

J
Naprezenie styczne z,, okre§la wzér

gepap:
7.19 A —_—
( } T, ]/3 ?
zatem, wykorzystujae (7.2) 1 (7.3), moZémy napisa¢ wprost
{7.20) _ T(')z‘ll_ = ;frs)za (Itny),

gdzie poprawke 5 okresla wzér (7.5). Warto zauwazy¢, ze wobec zwigzku
(7.8) # jest réwne zeru na granicy strefy plastycznej i sprezystej (podob-

317




nie jak w calej strefie sprezyste]), natomiast w strefie plastycznej jest
stale dodatnie; { jest w strefie sprezystej ujemne, W strefie plastycznej
zimienia znak.

Wykresy funkey] 'y i ¢ podaja rysunki 13 i 14.

Jak widaé, bledy przy obliczeniu w przyblizeniu zerowym naprezen
o, sa (w podanym przypadku e = 0,5) wielokrotnie wieksze niz przy obli-
czaniu naprezen Tg,. Jednak w calym-zakresie sprezysto-plastycznym
<1 i blad nie przekracza ¥, czyli np. 15,4% w przypadku materiatu
ostalej Poissona 77— 0,3, a przy niewielkich katach skrecenia (np.
g = 1) jest gnacznie mniejszy.

-
gs___ g "y

005

. 4
0.5 P a H/ K ] -1

‘—— — —
| *_}_,}_ﬁ
Rys. 13. Bledy przy obliczaniu Rys. 14. Bledy przy obliczaniu
naprezenia osiowego o, W Przy- ’ naprezenia stycznego g, W przy-
blizeniu zerowym w przypadku blizeniu zerowym w przypadku
e ™= 0,5 {zakres sprezysio-plastycz- e = 0,5 (zakres sprezysto-plastycz-

ny) ny})

Wspomnimy wreszcie, Z¢ zalernogé sily podiuznej i momentu skreca-
jacego od wydtuzenia i kata skrecenia daje si¢ W plerwszym przyblizeniu
wyrazié za poimota skoniczonej kombinacji funkcji elementarnych podob-
nie jak w przybliZeniu zerowym. Uzyskane wyniki sg jednak diugie i nie-
wygodne do analizy bigddw, ktora wygodnie] jest przeprowadzié w opar-
ciu o znajomosé bledow w rozkladzie naprezen. '
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8. Rezwigzanie w zakreste czysto plastycznym. Przyblizenie pierwsze

Przyblizenie pierwsze uzyskamy w zakresie czysto plastycznym po-
dobnie jak w zakresie sprezysto-plastycznym. Podstawiajac (7.2) do (2.26)
otrzymujemy znowu ukiad (7.4), bez zmiany pozostajy (7.5), (7.6) oraz
calka ogdlna (7.9). Zmienia sig dopiero wartosei statych C, i C, wobec
zmiany warunkéw brzegowych, musimy bowiem warunek (3.11) zastapié
warunkiem ograniczonosci s,; dla g=10:

2e*
(8.1) (:'.1 ==
‘ 1 s e 2 ST
(8.2) ngw?ln(e*-ng)Jr-g—f —ln (e'Fg° +e) - EJ..%FQ .

a catka szczegdlna przybierze postaé

L etg e +eh/¢+g'%2e(1) 1)_

8.3 =
(83) B l (}/e+g"+83/e+9392 g

~ VR =],
g e 7
W przyblizeniu zerowym uklad (2.26) rozwigzywaly te same funkecje s, i p
w obu zakresach: sprezysto-plastycznym i czysto plastycznym; w przy-
blizeniu pierwszym funkcja s, w zakresach tych jest przedstawiona roiny-
mi wzorami. Wario jednak zauwazyé, ze «przechodzi» ona z zakresu do
zakresu w sposOb ciagly, bowiem na granicy odksztalcen plastycznych,
gdy e = 1, obie stale C, i €., obliczone ze wzordw (7.10) i (8.1} oraz
{7.11) i (8.2), maja te same wartosci, a zatem i calka szczegélna jest
wspb6lna. '

Naprezenia promieniowe i obwodowe s okreslone wzorami (7.13)
i (7.14), do ktérych nalezy teraz wstawié (8.3). Pochodna s;, jest réwna

. 2eg®o
(8.4) Sy =
et e betet ey

i jest stale nieujemna, a rowna zeru, gdy ¢ == 0. W tym punkcie funkcja
sy, oslaga warto$¢ najmniejsza (co do modutu najwieksza), wynoszaca '

. 2 92 i 92
8.5 = It ——T _ . e
68 Il = { “[ TWerg ol 20/ o

Rozktad naprezen promieniowych i obwodowych w przypadku e =2
przedstawiajg rys. 15 i 16. :
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Rys. 15. Rozklad napreien pro-

mieniowych »,. w przypadku e=2

(zakres czysto plastyczny). Przy-
blizenie pierwsze

1
B b1
¢
]
05 1/

.
N\

\\\.
S
\

£
n)
-

Rys. 17. Bledy przy obliczaniu
naprezenia osiowego o, W przy-
blizeniu zerowym w przypadku
e =2 {(zakres czysto plastyczny)
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Rys. 16. Rozktad naprezen obwo-

dowych oy w przypadku e=2 (za-

kres czysto plastyczny). Przybli-
7enie pierwsze
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Rys. 18. Bledy przy obiiczaniu na-

prezenia stycznego rg, W przyblizeniu

ZETOWYM W przypadk-u e = 2 (zakres
czysto plastyczny)
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TFunkcje £ iy, decydujace o wielkodci bigdéw przy obliczaniu naprezen
o, i 14, 7 przyblizeniem zerowym, 5§ W zakresie czysto plastycznym okres-
lone tymi samymi wzorami, co w sprezysto-plastycznym, mianowicie
(7.18) i (7.5), z ty roznica, ze do (7.18) nalezy wstawié (8.3) zamiast (7.12).

~ Rozklad bleddéw w przypadku e = 2 jest przedstawiony na rys. 17 i 18.
Obserwujemy nieznaczne réznice w wartoSciach &, natomiast gwaltowny
wzrost (co do modulu) wartosei n w pordéwnaniu z zakresem sprezysto-
plastycznym. Moduly obu funkeji, i 5, w calym zakresie czystio plastycz-
nym nie przekraczaja jednak jednoéci (podobnie jak w zakresie sprezysto-
plastycznym), zatem przy » = 0,3; bledy nie przekraczajy 15,4%.

W zakresie czysto plastycznym zaleznosé sity podiuznej i momentu skre-
cajacego od wydluZenia i kata skrecenia daje sie roéwniez wyrazi¢ przy
pomocy skoniczonej kombinacji funkeyj elementarnych, jednak i tu ana-
lize bledbéw przybliZenia zerowego Iatwie] przeprowadzi¢ w oparciu o zna-
jomosé bteddéw w rozkladzie naprezen. W przypadku y == 0,3 mozna przy-
jaé, ze sita podluzna jest o kilka procent wicksza, a moment skrecajacy
o kilka procént mriiejszy od obliczonego wzorami przyblizenia zerowego.
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Peswwme
CIIYYA¥ ONHOBPEMEHHOI'O PACTAMEHHUA W KPYYEHMA CTEPKOH
EPYTJIOTO CEYEHHA B YIIPYTO-IITACTHYECHOM COCTOSHHUH

Pafora pemaeT TIOCTABIEHHSIH BOTPOC, OCHOBBIBAACH HA TEOPIMM I1JACTH-
deckux fedpopmanmit T e H K u. Brreomarca ofiliue ypaBHeHMS U dhop-
MMPHMPYIOTCA KpaeBsle yenoswa, OOIme ypaBHeHMS METETDUPYIOTCA TOTHO
B COyYae HECIKMMASMOTO MaTepmana, KoToporo xosddumment Il vacco g a
paBeH 'z, u npuGMKEHHO, B CITyYde CKMMACMOTO MATEPHANA, TIPHIEM IIPH-
BOAMTCA OIIEHKS MOTPEIITHOCTH.

Cayuail OZHOBPEMEHHOTO PACTAXKCHUA M KPYUCSHMH CTEPXHI MOXKHO
CXApAKTEPU30BATE UATHI MAPAMETPAMIT CKPYIMBAIONMM MOMeHTOM M.,
TIPOMIOAIBHOM cymolt N, HpefeNbHLIM PajgMycoM C, OTHEEJIHIONIM ILIacTH-
HECKYK 30HY OT YOPYTOH, OTHOCHMTENLHLIM YIUIMHEHMEM & 3 YIVIOM 3a-
Kpy4YMBaHMA Ha epmEmy nmmHel @. B pabore noapobro paceMarpuBarTea
 3ABMCHMOCTH MeXZAY FTHMMM TapaMeTpamMy, SaBUCHMOCTH HATPY30K OT Ie-
dopmarii BEIpAKAIOTCA IPY HOMOLM SJIEMEHTApHBIX: (hyHETMIT, obpaTHBIe
e BaBMCIMOCTHM He O0Mamgior SsTuM cBoOicTBOM. OHM HpefCTABIIAOTCH
TPadIecKH ¥ HYMEpPUIeCKH. '

Pezyaprare! paGoThl Zal0T BOIMOMHOCTE ONPEIENHTs TPU MH0LIX napa-
MeTpa, uMed /TBa OCTANLHBIX, TaK B yIPYTO-TIIACTHHYCCKOM COCTOSHMM, KAK
M B YHCTO TIAACTHUCCKOM.

Summary

THE PROBLEM OF COMBINED TENSION AND TORSION OFf A CIRCULAR
BAR IN THE ELASTO-PLASTIC RANGE

The problem is solved on the basis of Hencky' s theory of plastic
deformations. General equations are derived and boundary conditions
stated. The general equations are integrated in an exact manner in the
case of an incompressible material having Poisson’s ratio equal to Y.
In the case of a compressible material an approximate integration is car-
ried out together with the evaluation of error.

The problem of simultaneous tension and torsion of a bar can be cha-
racterized by means of five parameters: torque M, longitudinal force N,
radius ¢ of the boundary separating the plastic region from the elastic
region, unit elongation & and unit angle of twist @. The relations between
these parameters are considered in detail. The stresses can be expressed
in terms of strains by means of elementary functions. The inverse rela-
tions however have not this property. They are expressed graphically
and numerically. : 7

The results permit to determine any three parameters in the elasto-
plastic and plastic range, when two other parameters have a known value.

ZAKEAT MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
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