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i, Ogélne zaloienia

1.1. Rozwigzanie podstawowego réwnania rézniczkowego. Plaska plyta
pierfcieniowa z brzegami r==b, r = a(b<Za) o jednakowej matej grubosci
h zbudowana jest z materialu o stalych sprezystych E, u. Poddana jest ona
symetrycznie rozlozonemu obclgzeniu. Przyjmijmy ‘

(1.1 g=2 1T K 2wl

Oznaczmy przez @(r) calkowita zewmetrzng sile dzialajgcs na te czesé
piyty, kiéra znajduje sie wewnalrz wspétsrodkowego kola o promieniu r.

Wtedy nachylenie ¢ = @(r) odksztalconej spelnia dobrze zhane réw-
nanie ' '

(1.2) dig 1 dp 1 Qir)

dr? rdr = P T

Ugiecie y(r), radialne i obwodowe naprezenia o(r) oraz z(r} na gbrnej po-
wierzchni wyrazone sa za pomoecg wzordw

d 1 [de @ 1 d
ay Oy, ““‘)_—K(d—z +;«c—j{—), ofr ::E(H"éf + fj.)

Ogbdlne rozwigzanie ¢(r)(1.2) jest ¢{r)=B/r+Cr+yp{r); BiC sa stalymi
calkowania, 4(r} oznacza calke szczeg6lng (1.2). Biorae pod uwageg po-
wyzsze latwo znajdziemy na podstawie (1.3)

[ y(ry=A+Blnr+§ Cri4¥{r),
r(r)= B+Critrplr),

- ——

1.4 :
(14) Kria{r)=—(1— p) B-+H{1+ ) Cr*-FR(1)
Ertr(ry=(1— p) B+ (1}+p) Cr2+T).
Wyrazenia
141 PO— [p@ydr, RE)—r (% 4 Ty =r (L P
(7-- 1) Y= | pl)dr, (r)=2* 5" +p L = (ng T

zaleza od rodzaju sily zewnetrznej Q(r), state 4, B i C wyznacza si¢ z wa-
runkéw brzegowych.




2, Plyta pierscieniowa podpérta na brzegu zewnetrznym

Odrdzniamy tutaj trzy czedcl plyty oznaczone 1, 2 i 3 jak wskazano na
rys. 1. W kazdej z tych czesei Q(r) ma postaé (1.5) i catosé mozna przed-
stawi¢ w spostb nastepujacy:

dla czedel 1 b=r=¢, QmN=0, %y = A, =0,
(2.1) { dla czescl 2 e=r=d, Q@) =al®—c’q, xz=——cq, Ay =g,
dla czesel 3 A=rSa, QW=ald—¢)q, x—(@—cq, i=0.

Stad zgodnie ze wzorem {1.4) dla i = 1, 2, 3 mamy

[ wit)= AitBilnr+4 Cor®+ ¥ilr),

| roi{r) == B Coritry:(r), :

{ Kr®oi{r) = — (1 — ) Bi-(L+4) Cor+ Ri0),
Krir;(r) = (1 — ) Bi+ (1) Cor® +Tilr) .

(2.2)

Wyrazenia Pi(r), wi(r), Ri(r) 1 Ti(r) moga byé obliczone na podstawie
wzoru (1.6) i (1.6.1) dla odpowiednich wartoéci %;14; ze wzoru (2.1).
State A4;, B;,C: (i==1, 2, 3} odnajdziemy z warunkow

VD=1,  U@=1d, ¥@=0,
(2.3) o) =, (0), @a(d) == g5 (d),
o (b)==0, o Q) =ay(c),  op(d)=oy(d), oy(a)=0.

Te warunki przy uz-Wlednieniu (2.2) daja nastgpujacy uklad réwnan:

A, — A +(By— B Inet+4(C, — C) e+ Wyl =0,

Ay — Ay H(Bs— By} Ind+7 (C, — Cp) &+ Fy(d) — Pa(d) =0,
B, — B, +(C; — Cy) c?-cypalc) = 0, :

By — ByH(Cs —Cy) d?+d [y, (d)—yu(d)] =0,

(2.3.1) — (1 — ) (Ba— By)+(1+p) (Cy — Cy) *+ Rolc) == 0,

— (1= ) (B, — Bp)H{1-+p) (C; — Co) d®+ Ry (d) — Ry{d) =0,
—(1— @) B, +(1+p) C1b* =0,

A;+Bylga+1C,a* 4 Vi(a) =0,

(1 — ) By+{1+p) Cya®+Rafa) = 0.

Stosujac wzory (1.8) i (1.6.1) mozemy zastgpi¢ uktad (2.3.1) przez ukiad
prostszy ’




12. Specjaluy typ obciazenia. Nize] podane rozwazania opieraja sie na
zalozeniu, ze

(1.5) Q(r) = mwlo+4r%),

gdzie %, A sa stalymi. W tym przypadku z latwoscig mozemy znaleZé
szczegdlne rozwigzanie
' Hr _ ,,
L7 (1”) = ié—r 1,‘)(7‘), -rp(?‘) = Ar*+4xlnr

réwnania (1.2), a wzory (1.4.1) od razu daja

o 2
P(r) :.”g’ (—4n-+irt4+8xiInT),
R aHr R ‘
M =—3 [4%+(3+m Ar2+4(1+u xInT],
T(r) = nH {4 poe +{(1+3 ,Lt)lr2+4(1,—}—;z)'x Inr].

W ten sposéb w szezegélnym przypadku (1.5) musimy podstawié¢ do
wzoru (1.4)

. wo) =" B, ) S50,
6)
2 2
RO~ Ry, = "E T,
gdzie
P(r)=—4n+ir"+8xlnry,
(1.6.1) pr)=t*+4xinr,

R =4x+@+u*+4Q+p)xlnr,
T(r) = 4 poet+(1+3 ) Ar* +4 A+ @) % Inr.

Przejdziemy ieraz do sprawy zginania pierscienio-
wej plyty poddanej dziataniu jednostajnego obcigze-
nia o intensywno$ci g na swej srodkowe]j czesei i pod-
partej swobodnie wzdluz swego zewnetrznego brzegu

= ¢ (rys. 1). Podamy rowniez rozwigzanie dla ply-

¢ ty podpartej wzdluz wewngirznego brzegu. Nieza- .
leznie od bezposredniego znaczenia technicznego
G obydwa przypadki moga stuzy¢ za teoretyczng pod-
we dla obszernej grupy zagadnien odnoszacych sie do zginania plyt.




f)zna-czajqc przez P, P,, ... prawa sironeg pierwszego, drugiego, ... réw-
nania {2.8) z latwoécia przekonujemy sie, Ze

(1—p)B,=P,— (P3—I—P4), 1—pC,=pP,+P,— P,
2{1 —p%) A, = 262 (Py — Py — P} T (1— 9 [2(P, + Py) + P 4+ Py| +
+2(P,+P,—P)lna.

Z tego wynika zgodnie ze wzorem (2.2) dla ugigci-a y{r) plerwszej czedel
plyty
[ 2 (1——53)'91 r)—F +F,0?+Fylng,
| Py (1 — ) 12(P, + P +-a? Py By — 2 (P Py — Py +
i +2(1 - (Py+P)na,
| Fy—a?(P,+P,— Py}, F,—2[P,—p2(P, +P)].

(2.7) -

Podstawienie wyrazen Py, P, .., P, prowadzi do ostatec‘z_ne.go rezultatu

anHag . ) P
ma— g Brsd (B=o0=y),

Yy (r)=

Y.y, 0 0= 1 -— N+ 211 — e +2(1+u) fflng],

Iy=(&— ) {4 [3+p—(+m Pl — 143 p—5 (14w Bl "+ +
+40+p [(1—F (8" Ind— ' Iny) —2 (8 Ind—r*Inyp)],

Iy=A(8*— %) [—4+(1 — ) (" + )]+ 41+ (" In d—p* Iny).
Nastepuiacy rachunek:
yﬁ('r)_yj(r)L”‘:_AE_AJ_ﬁL(_Bz”—B-|)1n'r+'z;‘( — )t =

H :1 : B 2 @ It a
- 3; q.[(eaﬂy")(gﬂ—l-mr) ——4y~(2_9—+},~)1n_ﬂ;

oparty na wzorach (2.2), (2.6), (1.6), {1.6.1) oraz (2.1) {ktéry ma pierwszy
rzut oka wydaje si¢ jedynie formalny), daje réwnanie na y.{r).
Podobnie otrzymujemy

Ya(r) — Yo lr) = Ag— Ay + (By — By) Inr + HCy - Co)r* - W) — Pylr) =
L
= |- @ M st ee e .

Podsumowujac wyniki i wprowadzajae sztywnosé na zginanie D piyty
Za POTNOCE WIZOrl

(2.9.1) D—- S




At"“A-a)an {lp (C)—‘(l—‘nﬂ)v)z c)*R.,(C)-"* (1+#)TP2.(C)_”

52 — Ryl Incl,

a8 @)+ @)+ Rald) — Ral@)

+ (1 — ) [pe@) — ()] -— 2 {Ry(d)— Ry (d) -+
(1 4 ) [ Puld) + s @]} Ind},

B, — B, = ﬂHC [(1+ ) o (c} — RoeH,
& _ .
B2~Ba-;"’1f6 (Ral@) — Ful®)+ () [ @)+ 7 D),
(2.4) O\ Co= “1? (1 ) pald+ Ra)] -

Cy —C :—”"”1% e Ryld)  Rofd) + (1 — L~ pa(@ 2@

(1) (B, — By — TV (=2 Ry @) 4 (1 + ) [Ref@)— Ro ()

| | o Ry(@)] (1 ) () — el v
R (0 — )= 2Ry @)L — ) [y Bal0) T O Ra(@) —

SRy (@)] + (1 — ) [ 2 (0) — 8 o (@) + S (@}
A, + Bylna+3iCya +Pla) =0,

- gdzie
b c d
2.4.1 - :_‘;_ —
( ) ﬁﬁ ; e , & ot
Wplowa‘dzajac nastepna hezwymiarows wielkost
(2. 5) 0= m
a

i biorae pod uwage {1.6), (1.6.1) 1 (2.1) oirzymujemy réwnania {2.4) w po-
- gtacel '

4
AI-AB:”H“ PqE—4lng), Ay A= ﬂHa—rS“q(B—ﬁéilnd)
32 _ 32
;
BIQBQZW%CL_'}) qJ B27B34— —£I§;7 S4q,
2 ’

C_}‘_ng‘_ﬂﬂg yiglnec, C,—Cy=— W'Ha é*gInd,

2 .

(2.6) »

i A 2 5 i <& )
B,— B, = (f—)ﬁz‘q'[y2~5“+(1+u)(r3*1n<5-—}'“1n7')l,
2 75’,‘_Ha 5 — 1 e 2 ) 83 1
BC—Co=gat q(6? — ) [4— (1 =y 487 4 (14 pinal,
2A +2B,Ina-tC, a—— y)(l’ZIn_a).




Wzory (2.9.1) - (2.13) catkowicie rozwigzuja nasze pierwsze zagadnie-
nie, mianowicie zagadnienie zginania plyty w ksztalcie piericienia kolo-
wego, obcigZone] réwmnomiernie w czgdel Wwspoldrodkowej i swobodnie
podparte] wzdiuz zewnelrznego brzegu.

3. Plyta podparta na brzegn wewn¢lrznym

Ten przypadék przedstawiony jest mna rys. 2;
mozna go traktowaé w ten sam sposob jak w p. 2.

Dlatego nie beédziemy powtarzali obliczen, a poda- | B e
. . . . sz 1 2 | 3
my jedynie otrzymane wzory dla nachylen, ugieé 0
oraz obu naprezen w poszczegdlnych czesciach plyty: Rys. 2
RS a* i g - o~ .
[0 = oy = A =7 ¥ulb.7: e Y By +
) ’?‘ COiY(ﬁ: '5: Q)] (?'::112¢3),
Yo,y 800 =Tit2 1y [(L—w @*+2(1+p) Inpl;
| Ti=E - 40— W B L — G B (L ) (5L —
1) T30 ] P+ (26— @ — (L —p) (180 +
+4(1+pInplIngl —4(1+wW {281 —p+2(14+ ) Inf(FInd—
—y*Iny)+ 01— (1 —pF) @ nd—y lny)l
o= (3 — )M f— 42+ (L~ p) %53)—4(1+y)ﬁ21nﬁj
+4(1+wpr 6% Ind—+%Iny),
Y680 =0— ) (1—p) [(@”—-'-f"*) (0*+58) =48 (20°+8) 1n;§] .
(PI(T): IGD(lfa‘u;)l( _82) [q) (ﬁ I£ :9)“"6: @(ﬁ"}";
. —!—w;@(ﬁ,é Q)l (1'“‘1:.2’3)1
B(6,5 00— (1— ) (1 — ) (o161 — 4.5292&1*2’—.),
N pp— ,i,,3 atq [S 8 o) — 5 S(B: - )
o (r =3 1 '“_Fz) (1— o) R2 g2 (B v, ’f): e Sy o) +
B N8 s0=—0—i0a—e, | ;

S50 =0 =Pl OEtae—0 e
’ . 4(1+M)§2921n%}.
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mozemy napisaé

a"q

‘ vilr 64D(1—~‘u,2}(1 "y Yy (6,7 % 0) (ﬁgg;:y),
|
(2.9.2) | yg(T)zfmi%)(l 5 (Y16, 7:8 DY Byl =es=e),
| .
L s () = 64D(1— « %)( ) 1Y,(8,7, 6 0) + Y5 75 0) —Y (g, 80
d=e=1),

przy czym

(2.93) Y, &0=0—p)1—5) [(92— &) (9”+ 5&%)-—4£(20°+HE)In %‘

i wyrazenie Y,(8,7,6;¢0) jest okreglone przez wzor (2.8).
Nastepne poszukiwane wielkoSci ¢ (v), i (7), 1i{r) mozna znalezé albo
ze wzoru (2.2), albo za pomocg WZOrl (1.3). Na podstawie odpowiednich

obliczefi otrzymujemy
3

pi(r) == Tﬁ?)(l_:%gq)(li__ﬁgg | D, (B, v, 05 0)-+e @B, v; 0)—

By, 7, 8 @) =15 [(1— me*+(1+W A,

06,850 = (1—®) L — ) ¢ — 8 — 480 1),

)= gg— —‘;’Eq—ﬁz) s S8, 0:0) +eiS B, 70—

(211) ‘”“’G)iS(ﬁ, 6:9)] (1':1:2) 3):
S (ﬁ:}’: ) Q)W(l—u' )FZ(Q __ﬁz);
s@E0—0—@a—pfe—eEre 1 nEl-
3 ‘

{'“ 8(1— ) ?1(1 Bt LTy, 60 +eTB vie)—

| T,(8, 7, 6; Q)-—(l”—ﬂ 2) Iy (0* 5%,
| (5,8 o) = (1— ) 1 — B {(e ) [1+3p e~ ] —
—4(1-+u e 211’1?}

Wartosci s; i w; we wzorach (2.10) -(2.12) sg hastepujace:

Lol (2.13) e, =0. 2 : wy = wy == 0, wy=1.




2 ) 36° (7. (8, 8 0)— 8 T (v 0) +

= gu(l_,___z) a _Fa) EpE -
L . + @:T(B, 5 @)] G=1,2,3),
Ty, 00) =0 — ) LA+, |
T(p, &0 =1 —p)(L—F) {(92—52) [(1-+3 ) 0+ (1 — ) £ —
—4U+MP&m§}

‘Wartosel &, @, we wzorach (3.1) - (3.4) sa nastgpujgce:
(3.5) gi——‘—]., Eé:gs,:o, 51:%2:1, agiﬂ.

Uwaga. Jest rzecxs interesujgcq znalezienie za pomoca wzorow (2,9.1) -
- (2.13) oraz (3.1} -(3.4) wzoru dla przypadku, gdy obeigzenie jest rowno-
miernie roztozone wzdluz wspotérodkowego okregu.

Peswme
UATHE AACTHHRY B ®OPME KPYTOBOTO HOJABUA

Heemotpa Ha cBOH MaTeMaTUHecKHiA -XaparTep, HACTOAIAA pabora
MMeeT TAakPKe 3HAUEHME ¢ TOUKM SPCHMA TeXIDIIeCKMX TEPMMEHEHMHA, TIpy-
RofE BCe (DOPMYIBL Jijis M3THOGa KPYroBOTO KOJBLIA, B cayuae, EOT/A Ha-
rpysEa pacipefefieHa PaBHOMEPHO Ha HacTiX, HaXOIANIHKCA MERAY pa-
muycamu ¢ u d (puc. 1). PacemarTpusaioTea CIyHan, B KOTOPBEX ILAACTMHEKH
onepra MM BAOJB BHELIHErO KPas, Uil BAOME BHYTPEHHETO.

Bcee paccyzKeHrA OCHOBAHB! HA M3BECTHBIX npenmonokenuax Ku p x-
rodda, CACAOBATENLHO: a) NPYMEHIETCT zaxou I'y xa, 0) cpepuHHAS
HOEEPXHOCTh IIACTHHKI HE MCIIBITLIBAET PaCTHIKeHW TPH marnbe, B) RO’
MOKHA, DepleHAMKyAHpHBIE K CpeMHHOM TIOBEPXHOCTIE O nedpopMani,
gCTRIOTCA HEPIeHAMKYIAPHBIMY K ST0it TIOBEPXHOCTM TIOCHE JledopManyuy.

Summary .
BENDING OF CIRCULAR PLATE WITH A CONCENTRIC HOLE AT THE CENTER

Mathematical in character, this paper is also of practical importance.
All equations for a circular ring subjected to bending by a foad uniform-
ly distributed over the region between the circles of radii c and d (Fig. 1)
are derived. Comsideration is given to cases of simple support on the outer
or inner edge. Arising out of the relatively general manner in which the
problem is treated, the results obtained include certain matters important
in engineering practice.

All considerations are based on the familiar Kire hhoff assump-
tions that, (1), Hooke's law is valid, (2), the middie surface of the.
plate undergoes no elongation during bending, and (3), the fibres normal
to the middle surface of the plate before deformation remain normal to
the deformed surface. .

Praca zostale zlozona w Redakedfi dwie 15 czerwed 1956 7.






