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. W pracy niniejsze] pragniemy wykaza¢, ze izotermiczne zjawiska na-
lezace do dynamicznej feorii plastycznosei rozpatrywane byt moga w gra-
nicy, gdy zmienna okrelajaca czas dazy do nieskonczonosci, jako zja-
wiska teorii plastycznoéei ciala idealnie plastycznego. Uwagi wyjasniajace
ipstana podane razem z whnioskami po rozpatrzeniu przyktadu, na ktory
(ze wzgledu na prostote) wybrany zostal przypadek pryzmatycznego preta
o przekroju prostokainym, zginanego czystym momentem M, dzialajacym
w plaszezyinie rownoleglej do jednego z bokéw prostokata. Blizsze dane
o «dynamicznej’ teoril plastycznodci» ! zawierajg prace autora [1]-[5].

1. Wyznaczenie rozkladu naprezei-w pr-iekroju preta

Oznaczmy wysokosc przekroju. preta (W p]:aszczyzme dzialania mo-

mentu) przez h; a jego szerokosé przez b. ‘Zalbimy, ze w okresie przed
chwily poczatkows t=—90 pret obcigzono stalym w dalszym ciggu mo~
mentem M, przy czym obcigzenie nie wywolato ani efektow dynamlcz-
nych, ani odksztalcen plastycznych. Zatem w chwili poczgtkowej mamy
stan: sprezysty odkﬂzta}cen i naprezen, scharakteryzowany naprezeniami
ax——My/I oy =1xy==0, zgodnie z teorig sprezystosci. Przy tym I
ozZnacza moment bezwladnosci, I==bh%12, zad y jest odlegloscia wldkna
od osi obojetnej, bedacej osig: symetrii przekroju, prostopadla do plaszf
fczyzny dzialania momentu. .
Oplsany stan w chwili t=0 ]est stanem Sprqzystym metrwaiym, jesli
poczawszy od pewnego mle]sca Y=y Daprezenia oy . przekraczaja
prawdziwa granic¢ sprezystodel oy (rys. 1) Znajge linlowy rozklad na-
prezen ¢, moZna okreshc wartosc Yo, Kibra Wyn031

5
1

. . crEI _
a1 YR T
Wprowadzimy bezwymiarowq wspolrzegdna n=1y/h; wtedy
} ) . Y, GEI '
-{1.2 . -
2 "ET TR T MR

1 Termm ten zachowano w niniejszej pracy, .gdyz uzyty zostak-przez .aufora
w poprzednich pracach. Nie jest on uwazany za i:rafny, wstrzymujemy sig- Jednak

ze zmiang wobec braku ustalonej bermmologu dla ZJaWLsk termoelastoplastycznych
w metalach, :
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Przystapmy do analizy rmian rozkladu naprezen w procesie powsta-
wania odksztalcen plastycznych. Analiza zostanie przeprowadzona przy
zalozeniu plaskodci przekrojow odksztalconych; zalozenie to zostato spraw-

dzone dosdwiadezalnie prawie az

do zniszczenia preta zginanego.

A Mamy zatem e, odpowiadajg-

ce oy. Podczas zginania mamy

. stale w okolicy ost obojetnej

_ warstwe ograniczong wspdl-

f rzednymi y =114, lub =",

& w ktérej jest stale |ox| < og.

W tej warsiwie «sprezystej»

panuje lnicwy rozklad naprg-
zen w my$l wzoru

o=

\ (1.3) a=cff; (lo,]<oy).

X

Rys. 1

Obszar «sprezysty» ulega zmiancm w czasie, bowiem granica jego do-
znaje przesunie¢, mamy wige 7, =1,(t). Odksztatcenia w obszarze Spre-
zystym maja charakter czysto sprezysty i w zwigzku z tym WyrazaJa sle
wzorem
Oy G.C ??

(14.) Ex 4—5 E 'I]E
Poniewaz jednak przekroje maja byé plaskie, wiec wzdr powyzszy sto-
suje sie dla calego przekroju z tym, ze dla |g| <, m:my tylko od-
ksztalcenia sprezyste, za§ dla {g|>%; takze odkszialcenia trwale (pla-
styczne). :

Dla catego przekroju stosuje sie warunek znikania sily wypadkowe}
(spetniany latwo przez antysymetrie profilu naprezen) oraz warunek sta-
logci mementu naprezen, zapisany w formie calki

22 12
(1.5) M=hb fuxydy:bhz faxﬂdn.
- —hf2 —12

Warunek ten po przeksztalceniach przybiera postaé

’ 12 2 2
iy —E 1 m__l_) M x
(1.6) , ,?f sndn =g 24(3 ng! 6 24
gdzie wprowadzono oznaczenia
(1.7 s="%1, 'ac==3——---v1*.
Or YE,

470




Rozpatrzmy teraz zmiennosé w czasie naprezef w sty
nej». O ile rozklad naprezen w strefie sprezystej podlega’ zrnianom »
lacznie wskutek przesuwania sig granic tej strefy, zwiqz’ane’goz:-ﬁz_f'-.ntf-.z'j_
maniem stalodei momentu oporu, o tyle w strefie plastycznej wartosé na-=
prezen zmniejsza sig stosownie do réwnania - ' '
0o + 9% __ Oz,

(1.8) wt e T ta

ktére odnosi sie do przypadku jednowymiarowzgo, a przy tym izoter-
micznego, jedli ®==const (O jest czasem relaksacji). Przy statosci @ wy-
godnie jest postugiwat sig czasem hemologicznym ty ==t/@. Wykorzy-
stujge to oznaczenie oraz wstawiajge wzory (L1.7) i (1.3) do wzoru (1.8)
olrzymamy réwnanie

Cs J (1 n 9N
(1.9) s 9 ()z__"_ £

6t1—;+8 N Ot 7 (r]zg dtg
Réwnanie to mozna scatkowaé w granicach od #==%; do n== 1/2 po po-
mnozeniu stron przez ndy; otrzymamy wéwezas

172

' s ! d??E(l 3)
-0 S Gt o= =g i\ =)

"g

W celu wyrugowania zmiennej s z réwnan (1.10) i (1.6) rézniczkujemy to
ostatnie wzgledem ty; znajdziemy, ze

12 12 -

0_ fsrd e _(dﬁﬁ__ 8‘3 d

Jty “ = 3 dity o aL‘HT} -
' g g

Dodajgc stronami to’ réwnanie oraz réwnanie (1.6) otrzymujemy

1,2 ‘
ds . ) 7 dng *
R J (2 o) = + G —se

Zestawienie prawych siron rownan (1.10) i -(1.11) prowadzi po uprbsz-»
czeniach do réwnania

drg 4 2
(1.12) ’m—l—‘lzngy"%‘ﬂgio,

ktére catkuje sie latwo przez rozdzielenie zmiennych:

dng . 1 7.
1. try == —— == .
19 = [ ey T
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- Calka ta zalezy od parametru x - charakteryzujacego obcigzenie. Cha-
rakterystyka ta jest nastepujgca. ‘Dla %=1 mamy do czynienia z na-
prezeniami hie przekracza]qcyml prawdiiwej' granicy. sprezystosci UJ'EE;
w szezegblnodel dla »==1 mamy o, ==0g. Dla 1>>%>>0 marmy prry-
padki, w ktérych stan naprezen w- matérlale zmierza ze wzrostem czasu
do elastoplastycznego rozkladu obcigzenia. Dla #=—0 mamy (pc nie-
ograniczonym uplywie czasu) osiggnicty noénosé graniczng. Wreszcie dla
% <2 { mamy nieustalone pelzame gietne (ruch plastyczny nlewstrzymany
wedtug - terminologii W, Olszaka i W. Urbanowsklego [61).

‘Zajmiemy sie przede wszystkim przypadklem 1=>x%>0 jako na]-
bardziej interesujagcym z technicznego punktu widzenia. Calka (1.13) wy—
posi wtym przypadku ‘

Ay, B,
018 —wtg—t o bop g2 2 T

Ne g, ]/% ]/%

Nie trudno zauwazy¢, ze w miare uplywu czasu ty —00 dazy g do war-
toscl 7, =1 %72. Na rysunku 2 przedstawiono zaleznogei neln) 1 9g_ (x)
dla rozpatrywanego zakresu x. Znajemo$t zaleznodel 7(tw) pozwala na
wyznaczenie zaleznofei s(n;) z réwnania (1.9); réwnanie to przeksztal-
cimy w sposob nastepujacy: .

P

a5 - . . . i‘?_+ dtH M—;__!'?f,
" ’ﬂjﬂ( :,f , 01 d"?f M
N ..»-"”I (7 Podstawiajac otrzymang z rownania (1.12) wartosé
N : O dty 1
“r/ : Y M eval
w ' otrzymamy réwnanie
0 0z 64 68 08 f.ﬂx (1.15) (J‘ s B i

— + 3 .
Rys. 2 Mg } ("'—4"%) 775

Rozwigzanie tego réwnania bedzie mialo zapis podwéjny, gdyz odmienne
sg warunki poczagtkowe dla dwu réznych obszaréw; mianowicie r-ozw1a—
zanie s(n,7n, ma spelniaé nastepujace warunki:
s\n,nE)Hf’gi_‘“l . dla - ’?>??E
nf., L 8
s{ng ) =0 o dla "713 <n<'r;F
Précz tego pochodna musi spelni¢ warunek

S [63] N
oy =1, Ne' oy




aby naprezenia o, hbyly funkcja ciagla i posiadajgeg ciggly: pochoadng
w calym przekroju. Poszuklwane rozw1gzame réwnania (1.15) jest naste-
pujace: 2 * -

fy . 'g
Ny g d¢
e "f 0| [ ie| %)
“E, E, . :
g
. dg
(L16)  s(n,ny) = n,_,a-' L

fe"plffswwetsﬁlé*e"pl ffﬂwmé j

("?E>?7>7?E )

A
3
2 =0 :
u=0425 - _
\ -0
‘ g Z050
é —0‘75
! S
P 1 o ? 7 2 f,

Rya. 3

Moina sprawdzié, ze istotnie podane rozwigzanie spetnia wymagane wa-
runki.

Zauwazmy, ze W obszarze N> g, ‘rozklad niaprezen jest hmowy, funk-
cje s mozna dla tego o'bszaru przedstaw1c W postac1 .

(1.17) - o= Ay—B, .
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. e o tH _L_f T 4f |ds
ww amenld [ o))

{1.19) B—e 'H.

Wykres funkeji A (tm, %) przedstawiono na rys. 3. Wzory (1.16) umozli-
wiaja wykonanie wykresu obrazujgcego zmiennosé rozkladu naprezen
w zaleznodci od czasu. Na rysunku 4 przedstawiony jest przyklad po-
wierzehni s (n,ty) dla »=0,125- - :
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‘2. Analiza odksztaleei plastyczuyeh i ustalenie chwili piel-wszégo qum@c]_a

Odksztalcenia plastyczne (frwale) epc = £, obliczymy gmniejszajac
wartoit odksztalcen calkowitych R

y

s—gﬁ f
=21
E g

o wartosé odksztalcen sprezystych ep,==e,, wynikajgcych z chwilowego
rozkladu naprezen o.:

Mamy zatem
o
(2.1) g,,m-—f(i 4_143)-

Inferestije nas przede wszystkim odksztaleenie plastyezone w najbar-
dziej obciazonych widknach skrajnych; w tym za$ obszarze mamy

&== A?"‘ — eth :

skad

¢ 1 ‘ —
2.2 EP*T"*E[(—_ - A)nw(lve H)l - (>>ng)-

E 1\ ng : v
W szezegolnosci dla n==1/2 mamy {ep = &pmax}

' opif 1 1 '

{2.3) Ep mx =“EE[(‘*_‘ A)E — (1 — e fH)].

B RE

 Okres Tu, po ktérym nastapi pierwsze pekniecie widkien skrajnych,
okredlony jest przez zwigzang z Twx wartodé odksztalcenia plastycznego,
réwng (zgodnie z uzywanym w poprzednich pracach kryterium zniszcze-
nia materialu) granicznej drodze poslizgu n.. Wynika stad warunek

24 El?fz.i[}__ A

}"H)
UE 2 . nE =Ty

—(l—em

Oznaczajac (zgodnie z [5]) wielkos¢ o /En. przez symbol (Ho) (liczba
Hooke a), ) o

{2.5) Hl' _

. : ) . { 0) - E"?2 H

mamy w danym przypadiu

_ " .

(2.6) (Ho)={1[i —al gyl
2 i df=¥p
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Na rysunku 5 przedstawiono zaleznost (Ho) =7 (#,Ty) dla omawianego
zakresu liczb =.

~iFunkcja A-ze wzrostem czasu maleje do zera, stad dla meogram(-yeme
d%ugo trwajacego obcigzenia TH—>oo otrzymamy

Jim (Ho)== = =g

o
14
43
12
4,-1

40

04

a8

og

5

4

43
G2

I} 5 : 19 7‘ - 'f.;i Ty
Ryst b

7 warunku tego okreglic mozna wartodé najwigkszg funkeji «, jalkg moi-
na przy]ac przy danym (Ho); wynosi ona.

| (Ho It
(2 7) Xmax = ll (HO) .
Maksymalny moment Munex mozha teraz obliczyé ze weoru
Mmsx ’ | (HO) 2
2.8 SRR e
@8 P e (HO)} - (14,

gdzie (T%) oznacza 11czbe; Timoszen ki -{por. {5])
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- Zauwarmy, -ze moement maksymalny  réwna sie. momentowi: dla nos-;
nosci granicznej tylko w takim przypadku, gdy (Ho) =0, tj. dla nicogra-.
niczenie ciggliwego materiatu (. — co}. Wynika to z przyjetej plaskodci
przekrojow (hipotezy sprawdzonej do$wiadczalnie), kiéra w przypadku
nosnosci granicznej (pelnego uplastycznienia przekrOJu) prowad21 do nie-
ograniczonego wzrostu odksztatcen. : , :

Dla materiatu idealnie sprezystego albo calkiem kruchego( . 00
albo #,->0) otrzymamy (Ho) =co oraz (Ti)=3.

L

3. Pelzanie gieine .

. Pelzanie gietne zostalo okreSlone poprzednio przez ujemny wartost
parametru ». Wlasciwie nalezy do pelzania gietnego zaliczyé réwniez
przypadek x=—=0, gdyZ rowniez wtedy odksztalcenia wzrastajg micogra-
niczenie, Wyodrebnilifmy jednak przypadek «<C0, gdyz w iym przy-
padku catka (1.13) wyraza sie jednyni ogblnym wzorem, Mianowicie

e, — ¥E

(3.1) —xt :*-ﬂﬁ——____ arc t (
" e Ne, ]/ — g —% l—i
N, Ve
oo ' L%
Dla duzych bezwzglednych wartosci » wypada male Mg, poniewaz zad
<1, wige z dobrym przyblizeniem mozna przyjaé tg x =x, tzn. otrzy-
mamy zamiast (3.1) wzdr

(3.2) | . th= 1 ( -nfa)“*ﬂzl"“-——,

%g

z ktérego wynika

L %9e ty ]/ 61}5 }
S [“ T |

Jak wida¢, podezas nieograniczonego wzrostu czasu granica strefy spre-
zystej dazy do zera, tj. zbliza sie do osi cbeojetnej.

Zaleinodé- (3.3) umozliwia wyznaczenie rozkladu naprezen za pomocyg
formut (1.16). W szczegblnosel mozna okreflié wielkoéé funkeji A [wzér
(1.18)] meteda calkowania graficznego po uprzednim wyznaczeniu po-
¢hodnej d(l/yp)/dty z réwnania (3.3). Sposéb ten jest latwiejszy, gdyz po-
chodnq te latwo s1e wyznacza. Otrzymamy wiedy

‘”[% +f T C(HH dtﬂ}.
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W siczegéinoel dla duzych wartosci tiy wyrazenie (3.3) mozna uproscic,
gdyz utamek ,
' lﬁnsﬁntﬁ

_ (1_”715017;{)2.
jest wtedy dostatecznie maly. W tych przypadkach wystarcza przyblize-

nie
) 165 ¢ 85t
...,_1_|__‘/ 1+ Ne, 'H - L
(1— %y ts) (1 —ung ty)

w zwigzku z czym

y ‘ PP S e tr).
(3.4) _ N p—— ‘ (duze ta)
Waobec
()
- ??E =
diy !
mamy tu
(3.5) A= -3  (duze ta),
przy czym wzieto pod uwage, ze
1
==

Naprezenia dla %>, wyrazg sie zatem wzorem

(3.6) ;’i= 1—uxp+e HBy—1) (duze tz),
E
odksztalcenia plastyczne

o 1—xnt et : | ’
(3.7 pp = l(_-——ﬁ’fﬂﬂ——:i;e "y %) p—(1—e” ‘H)} (duze tg),
E g, .
za$ kryterium zniszezenia skrajuych wlbkien jést nastepujace:
LA 9 :
(3.8 Ho) == e duze Ty).
) (Ho) == (duze Tp)

Zauwazmy, ze wraz z nieograniczonym wzrostem <(zasu holomogicznego
ty naprezenia w skrajnych widknach (n = 1/2) nie spadaja do granicy
sprezystosci oy jak w przypadku wstrzymanego ruchu plastycznego 1 nos-
nodci granicznej, lecz daza do wartosci

lim (_) —1Z,
Lo 05/ max




przekraczajgeej jednose, gdy »<<0. W granicy (ty ->oo) uzyskujemy li-
niowy rozklad naprezen

(3.9) lim 2% —1—xg.
. EH—)‘ec- UE

4. Zwiazek miedzy wytrzymatoécia na pelzanie gieine
a wytrzymaloécia na zwykle pelzanie

Oznaczmy naprezenia wywolujgce zniszczenie prébki po czasie Ty
podczas jednowymiarowego pelzania pod wplywem sily rozciggajgcej
(«zwyklego» pelzania) przez k, Oznaczmy nastepnie pozorne naprezenia
obliczone wedlug zasad wytrzymalofci materialéw, wywolujace pekniecia
skrajnych wiékien prébki obeigzonej czystym momentem gnacym po cza- -
sie Ty przez ky, W pierwszym przypadku dysponujemy wzorem {por. [2])

kr 1
(4.1) o= 1+ Ty (Ho)
W drugim zas mamy
ke 1 Mh 3—x
(42) : aEWZ ()'EI— 2 7
-skad
k
(4.3) e 2 ELL
Og

- Ograniczmy si¢ do przypadku duzych wartoéci Ty, przy ktérych moz-
na poshuzy¢ sie wzorem (3.8) pomijajac w dodatku wyrazenie e~7#; bie-
rzemy zalem pod uwage dla pelzania gietne-

, !éur
go wzor v
(4.4) (H0)='1-—_:2‘;“TT-“= - %——
" 1+T ( R 3)
Gg
Ze wzordw (4.1) i (4.4) wyrugujemy czas
zniszezenia Ty, Ofrzymamy zwigzek

45 Fe..3

w3 [y (H ] kr
;;_z—l—[l 2 ]("E 1)

Na podstawie tego rownania mozna wykresli¢
w ukladzie Kk¢/og, kr/op linie (Ho)= const,
przy czym wszystkie te linie przechodzg przez punkt o wspblrzednych
krfop=1, kg/oy==3/2. Dla materialu idealnie ciagliwego (Ho)==0 otrzy-
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malismy linie kyf¢p==1/2 + k;/0., natomiast dla materialu dosé kruchego
{Ho)== 2 mieliby$my k/o,= 3/2 niezaleznie od wartosci ky/o: Dla (Ho)>2,
tj. dla materiatow bardziej kruchych, byloby nawet kglop <<krfog. Stosunki
te obrazuje wykres na rys. 6.

5. Whioski

-

Podstawowym wnioskiem, jaki omdwimy, jest rola dynamicznej feorii
plastyczoéci jako pomoé’tu pomigdzy teorig sprezystosci a teorig pla-
stycznosei. Chodzi tu zwlaszcza o zagadnienie izotermiczne oraz przy-
padki obcigzenr przykladanych nagle bez wywolywania efektéw dyna-
micznych i utrzymujacych sie pézniej na stalym poziomie. Przyjete w dy~
namicznej teorii-plastycznoei réwnanie stanu, charakteryzujgce sposob
powstawania odksztaleen plastycznych, zawiera w socbie podstawows za-
sade teorii: powstawanie odksztalcen plastycznych wymaga uptywu czasu.
Jesli czas liczymy od chwili przylozenia opisanego poprzednio obcigze-
nia, to w chwili ¢t =0 nie moze byé mowy o odksztalceniach trwalych.
Jesli zatem material znajdowal sig w stanie neutralnym, to stan jego jest
sprezysty i zalezny od obciazenia zewnetrznego. W miare uplywu czasu
mozliwe jest powstawanie odksztalcen plastycznych i zmiana rozkiady
naprezen, jesli wytezenie w- ‘pewnych miejscach przekroczylo pewng ma-
ksymalng wartos¢. Po nicograniczonym uplywie czasu wytworzy sig
elastoplastyczny stan materiatu; ktéry moze byé przepow1ed21any Z gory
na podstawie teorii plastycznosel. .

W wielu przypadkach materialow bardme] kruchych [{(Ho) duze] kla—
syczna teoria plastycznodci nie zdaje egzaminu; prébuje sie- zatem innych
postac1 zaleznosm mlqdzy intensywnosciami naprezen i odksztalcm ani-
zell przyjeta przez Tresca’'e i Saint-Venanta. Z punktu WleE—
nia dynamicznej teorii plastyczn0501 fakt ten wynika z niemoznosei 0518;
gnigcia stanu réwnowagi, stanu elaustoplastycznego wskutek zniszozenia
elementu obcigzonego w czasie skoficzonym. Kryterium zniszezenia por
lega na ograniczeniu drogi poglizgéw quqcm sumg bezwzglednych war-
tosci odksztalcen. plastycznych
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PeswmMme

IMHAMHYIECKAS TEOPUA TIHTACTHUYIHOCTH KAK BAXYIOUN BAKTOP
MEKIY TEOPMEY VIPYTOCTM ¥ TEOPUEW TLIACTHYHOCTH

Ha mpumepe NMpU3MAaTHYecKOT0 CTEPXRHA IPAMOYIOABHOIO COHenMa, M3-
1Baeroro THCTHIM MOMEHTOM HOKA3ILIBAETCH, HTO UPM IIOMOLIM JHAMM-
weCKOHM TEOPUH ILIACTMYHOCTH MOKHO HPOCHEIUTh AeopMUPOBAHNKE M Ha-
NpAMKeHHOe COCTOAHME BO BpeMA Ipeodpa3oBaHMs HAIPAKEHHOIO COCTOA-
HMA B muacTHdeckoe. B ocofeHHOCTH, B [IePBOHAYANLHLIN MOMEHT IIPMIIO-
YKEHWsS HATPYSKM BCTPEUAEMCH ¢ YIEPYTMM COCTOAHWEM, & IOCIe MCTEUeHd
HEOTPAHMYEHHOTO JOJrOor0 BPeMeHM — ¢ TIIACTWIeCKuM (ynpyro-Iulacti-
YECKMM). DTOT TIOCJIeHMI cayuait BOZMOIKEH TOJLKO IPM JOCTATOHHO TiA-
IYUMX MATepHalaX; Py XPYHIKMX MATEePHManax BOZHHMKHOBCHHE TpeIMH
E BOJOKHAX HACTYIIMT PAHBLINE, & COOTBETCTBYIOIIee 9ToMY ABJICHHMID pac-
[IpefeIeHNe HATPAMKEHUIT MOKHO OIpPeIeTNTL IPH TOMOIIM JUHAMIIECKOMA
TECPMM MIACTHYHOCTH. DTOT BONDPOC TAKIKE TPOAHANHIUPOBAN B HACTOA-
e pabore. '

Summary

THE DYNAMICAL THREORY OF PLASTICITY AS A LINK BETWEEN
THE THEORY OF ELASTICITY AND THE THECRY OF PLASTICITY

It s shown on an example of prismatic rod with rectangular cross-
section loaded with a simple bending moment, that it is possible to
analyze the state of stress and strain by means of the dynamical theory
of plasticity proposed by the author, if the state changes from elastic to
plastic. .

In particular, at the initial moment of applying the load the state is
elastic, while affer an infinite period of time it becomes plastic (or
elasto-plastic). The latter case is possible for sufficiently ductile materials
only. For brittfle materials, fracture occurs after a finite time and the
corresponding stress distribution can be determined by means of the dy-
namical theory of plasticity. This problem is also treated in this paper.
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