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1. Analiza jakodciowa

2. Analiza ilodciowa réwnania (1.1)




W pracach {11, [2] 1 [5] przeprowadzona zostala analiza rozwigzan ukla-
‘0 silnie nieliniowej nieparzystej charakterystyce tlumienia. Otrzymane
oski wskazujg, Ze przy takiej charakterystyce ruch Jest Zawsze asympto-
seznie zanikajgey. :

W pracy niniejsze] przeprowadzona jest analiza jakosciowa i ilodciowa
ktadu o silnie nieliniowej charakterystyce parzystej. Badania jakodciowe prze-
rowadzono metoda hodografu predkosci, [4], za$ badania ilo$ciowe metods
pisang w pracy [5] na plaszczyinie & &.

Otrzymane dwiema metodami przebiegi trajektorii (rys. 3 i 5) pokrywajg
e. Okazuje si¢, Ze istnieja w otoczeniu punktu osobliwego rozwigzania okresowe.
oza tym otoczeniem rozwizzania sg nieograniczone,

W pracach [1]i [2] analizowane sg uklady o dysypacji dodatniej przy nie-
arzystych charakterystykach tlumienia. Ruch w tych przypadkach jest zawsze
anikajgcy asymptotycznie. Przy wprowadzeniu wyrazéw o potegach parzystych
o charakterystyk thumienia metody stosowane w wymicnionych pracach
omplikuja si¢ i z tego wzgledu zastosowana metoda w niniejszej pracy jest
ozyteczna,

1. Analiza jakesciowa

Rozwaz‘amy ruch ukfadu puni{téw materialnych o jednym stopnia swo-
ody opisany réwnaniem:

1) itoixtaxt=0, a>0,

nalize réwnania (1.1) przeprowadzimy metoda hodografu pr@dkosm, opi-

Przez podstawienie 7 = w! réwnanie (1.1} przechodzi w réwnanie:
5 2
2) d"§+x+a(@~) — 0.

W dalszym ciggu rozpatrywadé bedziemy réwnanie w postaci (1.2) i bedziemy
stosowad zapis: & = dx/dv, & = d%/d7®. :
Rownanie (1.2) mozna napisaé w postaci ukladu réwnaf:

' {a’clz— a—axt = fi{xy, #5),

Kk = ¥y = fa(%1, %,).

.3)
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Na plaszezyénie f,f; rozpatrujemy iloczyn s}{larny wektora g o wspél-
rzednych (fy, fo) 1 wektora & o wspdlrzednych (fy, f,) oraz moment wektora
2 wzgledem poczgtku uktadu (0,0) (rys. 1).

Tloczyn skalarny wektoréw p 1 T wyraza si¢ wzorem

(1-4) & :f1f1+fzf2-

Po obliczeniu pochodnych f, i f, i uwzglednieniu réwnan (1.3) otrzymamy

a a d )
(15) &b = f]_ fl +f]f2( f1 f2)+fz fz = ~2af2f§
~ Funkcja @ znika w punktach:
(1.6) fi=0, f, dowolne lub f,=0, f; dowolne;
. posiada znak nicujemny dla f, <0
o} . i znak niedodatni dla f, == 0 .
y 4 'Ze wzoru (1.4) wynika, ze funkcja @
jest pochodng wzgledem czasu funk-
AR g
! 1 1
VA “2"92 :“f(ﬁ"‘fg)»
2 e _
o —4-—'6—- S czyli
1 do?
(1.7) S 5
Res. 1 -Na piaszciyz’nie fife funkcja p
ys.

okresla odlegto$é punktu B od poczathu
uktadu (rys. 1). Z powyzszych wzoréw wynika, ze dla fy < 0 odleglodé punktu
B od poczatku ukladu roénie, za§ dla f, >0 odleglos¢ ta maleje.

Obliczymy moment wektora & wzgledem poczgtku ukladu. Moment ten
-okregla funkcja

(1-8) Sly:ﬁfl_flfz
i po obliczeniu pochodnych £ i f, z uwzglednieniem réwnan (1.3) otrzymamy
(1.9) ¥ = fi+2f1fia 3

~Tezeli a?f2—1 << 0, funkcja ¥ jest stale dodatnia poza punktem osobliwym
fi =1y =0, w ktérym znika.
Obszar, w ktérym funkcja ¥ jest dodatma, okre§la nieréwnosé:

(1.10) ~%<f2<~3? i 0.

Poza zbiorem (1.10), czyli dla f, 2> 1/a lub f, < —1/a funkcja ¥ moze przyj-
mowa¢ wartoéci dodatnie i ujemne. :
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biory punktow, W ktorych funkcja ¥ zeruje sig, jak wynika z (1.9), s3
lone Wwzorami:

fu= —Talafut Varfi=1),
fi= —fulafo— ]/aﬁfg—l),
gywa ¥ =0 posiada asymptot¢ o réwnaniu

= 1
1_2) f1 = —75.1

sie g jest katem obrotu wektora p, g, dtugoééia poczgtkowy wektora g dla
= g, Miedzy predkosdeis kgtows wektora g, ¢ a funkejg ¥ zachodzi zwigzek:

. v
14) (p:?.

adamy funkcje @/¥ i kat obrotu ¢ wektora ¢.
Korzystajac ze wzoréw (1.5) i (1.9) mozemy napisaé

15 3 . 2df2f1
) v T el AT

7¢ wzoru (1.15) wynika, ze jezeli f, zmienia znak, to @[¥ zmienia takze znak
howujgc bezwzgledng wartodd.
Wstawiajge (1.9) do (1.14) otrzymamy na predkodé kgtowa wzor:

f2anfS
i

Wzér (1.16) upraszcza sig, jezeli podstawimy f; = g cos @, f; = o sin¢:

16)

1.17) ¢ = 1+42pa cos @ sin? ¢

creli prawa strona jest dodatnia, wéwczas pochodna ¢ jest dodatnia i kat
rosnie Tmieograniczenie z czasem.

- Podstawimy f, = p cos ¢ i rozwigZemy nieréwnosé

1.18) 1+42af, sin® p >0,

Nieréwnoéé (1.18) jest stale spefniona, jezeli

- 1
L19) fiz =g

Stad wniosek, Ze na péliplaszezyZnie f; > —1/2a kat obrotu wektora g rosnie
ieograniczenie,
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(1.20) C = f 5 -

Ze wzoru (1.13) wynika, zZe

2
f %dqﬁ — In o (27)— In o (0).
0

Z ukladu (1.3) po zrézniczkowaniu wzgledem f i pod tawieniu f, = o cos ()1'),_':
Jf2 = ¢ sin ¢ otrzymamy

do sin o

decosg = ~-gsin ¢ (Zap cos g1}, —

dt
Jezeli pomnozymy w pierwszym réwnaniu lewy strong przez ¢ cos @, zas prawg
przez do sin p/dt, to pierwsze réwnanie moZna przeksztalcié do postaci:

— g COS .

do sin ¢

gcosp  docosg &
dp

2agcosp+-1  dyp —esne

Calkujac obustronnie otrzymamy zwigzek miedzy ¢ 1 ¢ W postaci

1 1 1
2 o1y 2 —_ —_— =
o* sin® o4 S0COSP— 5y 1n(gcos<p+ Za) D.
Staly D obliczymy z warunku ¢ =0, g == g, i otrzymamy

1 1 1
D:a%—ﬁm(@ﬁ‘ﬁ)'

Obliczymy ¢ dla ¢ = 2=. Otrzymamy réwnanie

1 1
Loem—famfe@nt o | = Lo patnlot o)
Réwnanie powyzsze ma jedno rozwigzanie o(27) = g, = ¢(0), 2 stad warto§é

catki C' = 0. :

Na podstawie przeprowadzonych obliczen otrzymujemy obszary punktéw
na plaszczy’nie f f,; podano je na rys. 2. W punktach okreslonych wzo-
“rem (1.6) funkcja @ = 0, zaé poza tymi punktami dla f; << 0 funkeja @ > 0,
dla f, >0 funkcja & << 0. W punktach okreslonych wzorami (1.11) funkcja
Y == (), za$ miedzy krzywymi (1.11) jak zaznaczono na rys. 2 funkcja ¥ < 0.
W obszarze, gdzie ¥ < 0, predkoéé katowa ¢ wektora g wedtug wzoru (1.14) jest
wjemna. Na pélplaszczyZnie f; > — 1/2a kgt obrotu wektora ¢ stale roénie
i predkoéé katowa ¢ jest dodatnia.

Z otrzymanych wynikéw otrzymamy nastepujacy przebieg trajektorii punk-
t B (rys. 3):
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&=0
P<0
Ead L}
[+
$=0 X h
NN i

a\\\
N g N
\ N\\\\\'\\\\ N

da do nieskoficzonosci. Kierunek ruchu punktu B po trajektoriach zaznaczo-
0 strzalkami na podstawie znaku predkosdci katowe;.
Z plaszczyzny fif, przechodzimy na plaszczyzng x, %, stosujac transfor-

—2ax, —1

: 1 0 .
 wige jest stale rézny od zera i transfor- e /
macja (1.3) jest odwracalna. 5//& é/////// /
Poprzez transformacje odwrotng asym- / \%K—,?\
“\ /

stota (1.12) przechodzi w parabole o réw-

1.21) J= J -1, x

X

a plaszezyinie x;p .
Proste (1.6) przechodzz w krzywe:

1.23) oy = —axi 1 x =0, 2, dowolne.

1.24) %y =mYaixi—1 1 xy= - a1,

Przebieg trajektorii na plyszezyZnie fazowej »;x, przedstawia rys. 4.
Obszar lezacy wewngtrz paraboli (1.22) jest obszarem rozwigzaf okresowych.
‘Poza tym obszarem rozwigzania sg nicograniczone.
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7 réwnania (1q17)" mozna okre§li¢ w przyblizeniu okres rozwigzan okreso- .
wych. Przyjmujemy @, = 0, 2, = 0 i po scatkowaniu wzgledem czasu ¢ dla.
matych o otrzymujemy wzér na okres: '

(1.25) T = 2x dla uktadu (L.2), T = %ﬂc dla ultadu (1.1).

Otrzymana warto§¢ okresu jest przyblizong wartoscig szeregu (2.30) okresla-
jacego okres rozwigzafi okresowych.

2. Analiza ilofciowa réwnania
Pruzez obustronne zrozniczkowanie réwnania (1.1) otrzymujemy:
2.1) ¥ +2aik-+w = 0.
Zastosujemy podstawienie: & = p 1 otrzymamy réwnanie:
(2.2) | bt 2app-totp = O.

Powvyzsze réwnanie przez kolejne podstawienie p = # doprowadzamy do téw-
nania rzedu pierwszego: :

(2.3) : “ —% +2aputo® = 0,

gdzie p uwazamy jako zmienng niezalezna, zas u jako funkcje poszukiwang.
Réwnanie (2.3) mozemy napisaé w postaci:
g\

(2.4) _j% — —p (2a+£; ) dla u +# 0,

Y.atwo wykazad, ze przez kazdy punkt réiny od poczatku ukladu przechodzi

doktadnie jedna krzywa catkowa réwnania (2.4), zas poczatek ukltadu jest punktem .

osobliwym, przez ktéry nie przechodzi zadna krzywa calkowa.
Jezeli

2
(2.5) - 2a-- 0,

© ~ to w réwnaniu (2.4) mozemy rozdzieli¢ zmienne i po scatkowaniu otrzymamy
calke ogbélng w postaci: '

u

2a

2 . 2
(2.6) Y Cawtady+ Lo =C.

Catka szczepdlng jest funkcja:

w?

2.7) g u=—
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3) t=1%, x=ux10 &= (.
Warunkl poczatkowe dla réwnania (2.4) s3 wéwezas nastgpujace:
:9) Pp=0, #=u = —wx +£0.
© Jezeli jest uy F —w2/2a:, to calka réwnania (2.4) jest postaci:
2au - ? P? :
10) 2 () — 2augfFo? | U2 0.
seli patomiast jest u, = —w2/2a, to wéwcezas funkcja
. 1 ‘
(@211) 8= 2ot 6y

- Pole elementéw liniowych réwnania (2.4) wykazuje symetrie wzgledem
i u, a stgd wynika, Ze catka u(p) jest funkcjg parzysts.

: Z warunku jednoznacznosdci wynika, ze zadna calka z rodziny (2.10) nie
a punktu wspélnego z krzywy catkowa u = —w?[2a i wobec tego jest

12) sgn (2au-Fo?) = sgn (2auy+w?)
calke (2.10) mozZna napisaé w postaci:
1 w2 2au-{-?
f—— — . _
13) P = " (to—u)4- e In Dttt

- Jezeli uy > —w?f2a, to latwo Wykazac’, Ze jest spelniona nierdwnosé:

14) -—%+ > 0.

wa
2512 B o ?
[ reyjmujac # = ( we: wzorze (2 13) otrzymamy na p dwie wartodci rézniace
znakiem, z ktérych dodatnig okre§la wzér:

S 1 wB CU2 ‘
15) Po= ]/7 L ol P
Jezeli podstawimy p — 0 we wzorze (2.13), otrzymamy réwnanie

1 w2 2au-t-o?
(2.16) a (o ——uH—W 2aut-w? ot-?

W celu przeprowadzema dyskusp €0 do ksztaltu krzywych (2 13) w zale:-

= 0.

Praypadek pierwszy. Zatozymy, e u, > 0 i wykazemy, ze réwnanie (2.16)
spelnia réwniez pewna liczba ujemna %, z przedziatu
V]

T 2a

<@, < 0.
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Oznaczymy w tym celu prawg strong (2.13) przez f{). Na podstawie (2.14
mamy f(0) > 0. Natomiast

(2.18) lim f(u) = —

gdy w>—w?2a oraz f'() < 0 dla —aw?2a <<u <0,
7, otrzymanych nieréwnoséci wynika istnienie liczby u, W przedzmie (2.17)
spelniajgcej réwnanie (2.10}).
Réiniczkujge réwnanie (2.4) otrzymamy:

diy w? du 2an-+w? PPoo?
)T )
Ze wzordw (2.4) 1 (2.19) wynika, z
jezeli p >0 oraz bgds u >0, badi.
o u << —?[2a, to tuki krzywych catkowych:
majg przebieg malejacy i sy wypukde,
natomiast dla —w?2a <u << 0 rosngce
i wkleste. Przebieg krzywych calkowych
=, oT n = réwnania (2.4) przedstawia rys. 5. :
\// Z (2.4) wynika, ze krzywe u(p) prze
- ~ cinajg osie uldadu pod katem prostym. :
-

Rys. 5 °

(2.19)

=g

Uy

S

‘%2 Poniewaz u= dp/dt, wigc jezeli u>0,
to p rosnie ze wzrostem I
Strzatka na rys. 5 oznacza, %e ze WZro
stem ? punkt przemieszcza si¢ zgodnie
7 tg strzalka.
Z réwnania (2.13) wynika nastepujaca zaleznodé:

1 . o 1 Zau-1-w?
(2.20) ¥ g bapt) = oy e e

Rézniczkujac (2.20) wzgledem # po prostych przeksztalceniach otrzymamy

dx 1

(2.21) G Zauwtat

" Ze wzoru (2.13) otrzymamy

1 w? 2au--w?
(2.22) P = SVHG— (uﬂ_u)‘i‘“mlnm N 82 = 1-
Podstawiajge (2.21) i (2.22) do wzoru
dt 1 dx
(2.23) . T
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trzymamy

1
dat _mez
224) W TGt
I/Ewrm+§¥niﬁﬂﬁf

Aby poda¢ rozwigzanie réwnania (2.1) dla ¢ >, pfzyjmujemy e=1,
o wowczas gdy ¢ roénie, to « maleje od wartodci u, do wartodcl #,.
Caltkujge (2.24) otrzymamy

2.25) 2 p—— f :
: cu2 2as5+w?
2 _ — .
(Zas+of) ]/ 2a2 = 1o 2auy+o®

ten sposdb okreélona jest funkcja #(u) w przedziale 4, < u <Cu, Wzory (2.20)
(2.25) okreslajg catke¢ réwnania (2.1). Parametrem w tych wzorach jest u = &.
- Oznaczymy przez t, kolejny po #, czas, w ktérym catka réwnania (2.1) osigga
kstremum lokalne i to maksimum okreslone wzorem

27 At =t—t; =

) f as o)}/ i) e I et

2au o-of

( .t 1 In 2an--w?
YT w2l Zauu-l-w‘z’

f—1, —
: f w? 2ax+cu
2as+m2) — (uﬂ ) 7

aa 2au o o?

_okreslaja w p17edZIale [ug, 1#,] catke réwnania (2.1), ktéra jest przedinzeniem

rozwigzania (2.20) i (2.25). Wstawiajgc do (2.28) t = ¢, otrzymamy At = £, —1,.

Jest to okres czasu migdzy dwoma kolejnymi ekstremami catki x(z).

Dla t == ¢, otrzymujemy u#—=1u, >0 1 p =0, czylia = x, = —uyfe? < 0

i&=20, a to s3 wartoéci, ktére przyjeliémy za warunki poczatkowe dla t = 1.
Wykazalidmy, ze w przypadku w, > 0 calka rownania (2.1) jest okresowa

i oscylacyjna i okres okredla wzbr:

(229) T— s

_ZAt_Zf" : - . 2&+ ]
01/ L ey Py 280
J (Zas+w)]/ T (o) g e
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- czyli gdy # rodnie, to p maleje.

Calke (2.29) mozna przedstawi¢ w postaci zbieznego szeregu nieskorficzonego,
zbudowanego z calek niewlasciwych, ale dajgcych sig obliczy¢ efektywnie
Szereg ten ma postac:

(2.30) T_n]/ ]/ _1(0+Za US (211 Hp),

gdzie

Mozemy okreéli¢ zaleznoéé pomiedzy xy 1 x,. Poniewaz liczby u, i %, sa.
pierwiastkami réwnania (2.16), moZemy napisaé :
1 _ ? 2aii,4- w?

2. 2, — R P L NIy
(2.31) a (o — 7o) + 2a? In Zany+w? 0

Z okreflenia u, i 7, wynika, Ze uy — —w%,;, uy = —@%;, 1 na podstawie.:
(2.31) mozemy napisaé:
(2.32) 2ax;-+- 1n (1 —2ax,) = 2ax,+ In (1—2ax,).

7 powyzszego wzoru wynika, Ze amplituda wychylenia x, zalezy od w;
i od @, za$ nie zalezy od o?, tj. od wspdlczynnika sprezystosci. Poniewaz a.i wspdi-.
czynniki D, nie zaleza od o, wige ze wzoru (2.20) wynika, Ze okres ruchu jest
odwrotnie proporcjonalny do w. '

Przypadek drugi. Zaléimy, ze —a?[2a < uy < 0. Jezeli liczbe u, bedziemy
pisali w postaci i, a odpowiadajace wartodcl x 1 £ oznaczymy przez &, i fay
to wéwezas przypadek ten sprowadza sie formalnie do przypadku pierwszego.
Catka réwnania (2.1) jest funkcja okresows.

Praypadek trzeci. Zalozmy, ze u, < —w?/Za. W tym przypadku jest stale

dp
(2.33) =<0,

Aby okreélié catke réwnania (2.1) dla t >#;, musimy przyjaé e = —1 we
wzorach (2.22) i (2.24). Wowezas p << 0 i # maleje, gdy ¢ roénie. Zaleznosc 3
od u okre$la obecnie wzor:

(2.34) t—it; — f T = et ot
® as+w
7 w, (2asta?) l/"a— (ug—5)-+ 2a2 In 2au+w?

za$ zalesnodé x od u wzor (2.20).
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'E._Ze wzordw (2.20), (2.22), (2.24) 1 (2.34) wynika, Ze przy £ — co mamy u—> oo,
Ly 00, X —> 00, czyli rozwigzanie réwnania (2.1) jest nieograniczone.

7 przeprowadzonej analizy wynika, ze przez kazdy punkt pélplaszezyzny
-, —@*/2a przechodzi krzywa catkowa odpowiadajgca rozwigzaniu okreso-
semu, za$ w potplaszezyinie u < —w?/2a lezg krzywe odpowiadajgce roz-
gzaniom nieograniczonym i nieoscylacyjnym. o

Xq

Rys. 6

 Obszary rozwigzan okresowych i nieograniczonych przedstawia rys. 6.
W obszarze zakreskowanym lezg rozwigzania okresowe. ~
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Peswome

CHCTEMA C OJHOM CTENEHLID CBOBOILI C CUJIBHO HEJIMHEANON
UETHOI XAPAKTEPHUCTUKON HEMIIOHPOBAHKA

TIpoBOHTCH HCCTIeoBaHTe HeTuHelnofi CHCTEMB, ONIMCAHHON YpaBHCHUECH
k-twn-fait =0
IBYMA METOJamH.
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JIA KaYeCTREHHOTO HCCTEHOBANAS [IPHMEHSETCS METOJ rogorpadra cro--
POCTH IIpM aHANMTHYECKOM WCCIEfOBaHHH peEIIeHHH Ha IUIOCKOCTH X X
Pesynrrare: MONyUeHHELIE 00eHMH MEeTONaMH COBIAFAT ¢ coboil. Oxaspibaer
Cf, 4TO PaccMATpPHBAEMOE YpaBHEHME HMECT ICPHONHUSCKOES PEIICHHE B CO
ceAcTBe ocoGolt TOUKHM, TOrZ[a KaK BHE 9TOIO COCEACTBI DPEIUCHHE CTPEMMTCS -
K Geckorewnocry, Tlonyueno ¢opmy Tpackropuu Ha Beelt dhaszonoil mnockocrn,:
4 TAXXKEe B cAyYac NEPHOHUCSCKHX DPEIIcHAH GOpMyIn ONpeAeilaiolue IepHoy -
H aMIUTHTYOBL OTHIIOHCHHI. '

Summary

THE NON-LINEAR SYSTEM DESCRIBED BY THE EQUATION X-to®xtai®=0
IS INVESTIGATED BY MEANS OF TWO METHODS

For qualitative investigation the method of the velocity hodograph is used.
Analytic investigation iz done by means of the method of analysis of the so-
hation in the gi-plane. The results obtained by the two methods are in
agreement. It is found that the equation under consideration has periodic
solutions in the neighbourhood of the singular points and the solutions outside
this region being unbounded. The form of the trajectory is determined in the
entire phase plane. Equations for the period of the periodic solutions and the
displacement amplitudes are obtained.

Praca zostala zlogona w Redakeji dnia 14 marca 1959 ».
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