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1. Wsiep

Wezmy pod uwage n punktéw oraz dany uklad 7 sil pozostajgcych w réwno-
wadze i zwigzanych z tymi punktami. Na rozwazanych punktach mozna roz-
pina¢ kratownice réznych ksztaltow, dla ktérych spetnione sa dwa warunki:

* (1) punkty przylozenia sit zewnetrznych s stalymi, obcigzonymi wezlami,

(2) oprécz statych obcigzonych wezféw mozna wprowadzal wezly nie-
obcigzone, zmieniajgce swe polozenie w plaszczyZnie kratownicy.

Zagadnieniami zwigzanymi z ksztaltowaniem kratownicy zajmujg si¢ waphl-
pracownicy i uczniowie Z. WASITTYNSKIEGO. ‘

Praca niniejsza oparta jest na nastepujgcych twierdzeniach uzyskanych
poprzednio, [11 1 [2]; : '

(1) na twierdzeniu o réwnowaznoéci ksztaltowania na minimum potencjatu
przy zachowaniu stalej objgtodci kratownicy z ksztaltowaniem na minimum
materialu przy danym potencjale;

(2) na twierdzeniu o réwnowaznosci ksztattowania na minimum potencjaiu
z ksztaltowaniem na wyréwnanie naprezen normalnych.

Autorzy rozwazajg zagadnienie przesuwania nieobeigzonego wezla Iaczacego
trzy prety w kratownicy czworokgtnej w sposob analityczny, umozliwiajacy
rozszerzénie rozwazan na kratownice wielowezlowe. Uzyskane w pracy wyniki
potwicrdzaja wnioski zawarte w pracy [2] dotyczace kratownicy czworokatnej,
spelniajace] warunek minimum na potencjal i rozszerzaja je przez podanie
kryteriéw celowodci wprowadzenia do ustroju o trzech wezlach obciazonych
czwartego wezla nieobcigzonego.

2. Sformulowanie zagadnienia

Niech dane beda trzy nieruchome wezly A, B i C (rys. 1), na ktére dzialajg
odpowiednio sily zewngtrzne R, S i T. Wezly te wyznaczajg bezpoérednio
kratownicg tréjkatng o pretach a, b i ¢. Na wezlach tych mozna zbudowad
réwniez kratownice czworokatng usuwajac jeden z pretéw np. (rys. 2) i wpro-
wadzajge czwarty nieobcigzony ruchomy wezet D polaczony z weztami 4, Bi C
odpowicdnio pretami d, e, f. o ' " :

Celem mnaszych rozwazafh jest zbadanie potencjalu wymienionych kra-
townic i ustalenie ksztattu kratownicy posiadajgcej najmniejszy  potencjal
przy danym ukladzie sit zewnetrznych. ‘
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Rozpatrywaé bedziemy jedynie kratownice izostatyczne réwnej wytrzy-
matoéei. Sily zewnetrzne R, S i T tworzg uktad bedgcy w réwnowadze, z czego
wynika; Ze proste dzialania tych sil przecinajy sic w jednym punkcie.

R

AA 3
\e

Rys. 1 Rys. 2

Wydluzenia pretéw kratownicy oznaczaé bedziemy liczbami dodatnimi,
skrécenia liczbami ujemnymi.
Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
ey  bezwzgledna wartod¢ odksztalcenia jednostkowego
rowne] wytrzymalosei,
A, B, C, D wezly kratownicy,
a,b,c,d e f dlugodé pretéw,
ABC DEF sily dzialajgce w odpowiednich pretach,
R, S, T sily zewngtrzne, _ i
R punkt przecigeia si¢ prostych dziatania sit zewnetrznych,
U®  potencjat kratownicy tréjkatne;, :
U®  potencjal kratownicy czworokatnej,

UWt+) potencjal kratownicy tréjkatnej, ktorej prety a, b i ¢
doznaja odksztalcet odpowiednio dodatniego, dodat-
niego I ujemnego, :

U#te+-—+) potengjat kratownicy czworokatnej, ktérej prety a, b, ¢,
d,ei f doznaja odksztalceni o znakach wystepujacych
w symbolu. '
Wartoéé potenicjalu kratownicy izostatycznej réwnej wytrzymatosci trojkat-
nej o pretach @, b 1 ¢ i silach 'w nich dziatajacych A, Bi C (rys. 1) okredla funkeja

21 U® = 2(al A +5/B| +¢/C]|)-

Potencjal kratownicy czworokgtnej, ktérej prety tworza dwa trojkaty przy-
legle (rys. 2) okresla wuzor

22) U@ = DB 4-iCl+d|D| +-e[E|+/F]).
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. Waory pa potencjal zapiszemy w dogodnym do rachunku ukladzie wspét-
- rzednych ukoénokatnych.
' Potencjal danej kratownicy tréjkatnej ma wartosé zalezng jedynie od para-
‘' metréw okreslajacych sily dzialajace na wezly. Wyznaczymy te wartosé i prze-
'.Z_'prowadzimy dyskusje przy zmianie polozenia punktu przeciecia sig prostych
- dzigtania sit zewngtrznych. ’
. Potencjat kratownicy czworokatnej, powstalej z kratownicy trojkatnej

preez usuniecie z niej jednego preta i wprowadzenie dodatkowego nieobcigio-
nego wezla jest funkejg polozenia wezta wprowadzonego. Funkcja ta jest za-
lesna réwniez od parametréw okreslajacych punkt przeciecia sig sit dzialajgeych
na podstawowe nieruchome wezly.
Obliczymy wartosci minimalne potencjalu. Bedziemy zatem mogli roz-
strzygaé czy w okreslonych warunkach nalezy stosowac kratownice tréjkatng
czy czworokgtng 1 w tym drugim przypadku ustali¢ najbardziej korzystny jej
ksztatt. c

W tekécie pracy pomijamy obliczenia rachunkowe dajac jedynie wskazéwki

pozwalajgce czytelnikowi odtworzy¢ ich przebieg. '

3. Wyprowadzenie wzoréw okreSlajacych potencjal

3.1, Warinki réwnowagi ukladu sit zewnetrznych. WeZmy pod uwage dowolny
nieodksztalcalny tréjkat ABC (rys. 3). Niech na wierzchotki 4, B i C tego
tréjkata dziataja odpowiednio sify R, S i T tworzgce ukdad sil bedgey w réwno-
wadze, o

Zaktadamy, Ze proste dziatania tych sit leza w plaszczyZnie trojkata ABC
i przecinajg si¢ w punkcie R. :

Przy okreslonym wzgledem tréjkgta ABC polozeniu punktu R ustalamy
graficznie wielko$¢ sity R przyjmujac jei T '
zwrot jak na rys. 3, a jednostk¢ miary
dla wielkoéci sit obieramy tak, aby

~
L

R

(3.1) R — RA.
Wprowadzamy oznaczenia X 8
(3.2) S=pBR, T=pgCR - \

gdzie B, i B, sq pewnymi stalymi. Rys. 3

Korzystajac z oznaczen (3.1) i‘(3.2) otrzymujemy warunek réwnowagi

(3.3) . BR-8,CR = AR.
" Rozwiazujac powyzsze réwnanie wektorowe otrzymujemy:
AR, CR BR, AR
(3‘4) 1= Lﬁl“ ) g == ii_‘g,—|
: |[BR, CR| |BR, CR]
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We wzorze tym przyjelismy nastgpujace oznaczenia dla wyznacznika:
a, a,
b, b,
gdzie a,ia, s3 wspblrzednymi wektora a oraz b, i b, wspotrzednymi wektora b
w dowolnym ukladzie wspélrzednych xy,

Zwigzki (3.2) i (3.4) okredlajg bedacy w réwnowadze uktad sit R, Si T,
dziatajacych odpowiédnio na wierzchotki 4, B i C tréjkgta ABC w zaleznodei
od polozenia punktu przecigcia sig prostych dzialania tych sil.

a

2, b] =

3.2. Potencjal kratownicy jednopolowej. Niech teraz tréjkgt ABC przedstawia .
kratownice jednopolows o pretach o diugodciach a, b i ¢ (rys. 1) i wezlach
A, B i C obcigzonych odpowiednio silami zewngtrznymi.

Zwigzki (3.4) i (3.2) dowodza, #e ustalenie jednej z tych sit okresla po-
zostale sily zewnetrzne, a tym samym i sily wewnetrzne dziatajace w pretach
kratownicy w zaleznodci od polozenia punktu R przeciecia sie prostych dzia-
tania sit zewnetrznych.

Oznaczmy przez B i C sily wewngtrzne dzialajace na wezel 4 za posre-
dnictwem pretéw odpowiednio b i ¢ i przez A sile dzialajaca na wezet B za
posrednictwem preta a. :

Poniewaz w kazdym precie kratownicy dziataja dwie znoszace sie sily we-
wnetrzne, przeto mozemy w nastepujgcy sposéb okredlié sily wewnetrzne
dzialajace na wszystkie trzy wezly: na wezel 4 dziatajg sily B i C, na wezet B
siy A i C oraz na wezet C sity —A i —B.

Suma sit wewnetrznych dziatajacych w kazdym wezle jest réwna sile ze-
wnetrznej, dziatajacej na ten wezel; otrzymujemy zatem nastgpujace réwnania:

(3.5 +C+B=R, —CH+A=S8S, —A-B=T.
WprowadZmy oznaczenia
(3.6) A=aCB B=oC4, C=aB4,

gdzie wspdlezynniki «ff = 1, 2, 3) sg parametrami wyrazajacymi stosunek
proporcjonalnodci poszezegélnych sit do odpowiednich wektoréw lezacych
na prostych dzialania tych sil. :

Zauwazmy, Ze jezeli a; > 0, to pret @ pod dziataniem sit A i —A zostaje
rozciggany, a jeshi ¢ << 0, to pret e ulega $ciskaniu, bowiem w pierwszym
przypadku sity A i —A dzialajg w kierunkach od weztéw, a w drugim w kie-
runku weztéw. Podobnie gdy @, > 01 @, > 0, prety b i ¢ sg rozciagane, a gdy
oy <0 1 @, < 0, prety te sg dciskane. ‘

Zmiana zwrotu wektora R spowoduje zmiang zwrotéw wektordw S i T,
a jak wynika 2z réwnan (3.6) — réwniez zmiane zwrotéw wektoréw AR i C,
co z kolei pocigga za sobg zmiang znakéw parametréw (t=1,2,3).

Ogélnie mozna wige powiedzied, ze réznym znakom parametrow a, od-
powiadajg odksztalcenia réznych znakéw w odpowiadajgcych im pretach.
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f:; Rownaﬂ'ia (3.6) po uwzglednieniu zalozenia (3.1) i podstawief (3.2) przyj-

') a BA+a2CA R4, agAB—l-alCB ﬁlBR alBC+a2AC ﬁzCR
Rozwigzujac te réwnania przy uwrglednieniu wartosci (3.4) ofcrzymujemy

;AR CR| |CR, AC| . \B, RA] o \RA, CA|
g = I— —s
" |BR, CR| |BC, AC| \BA, CA| . |BA, CA

Przyjmujemy oznaczenia:
W = |4
W — |BR, AR|, W = |CR, AB|.

1Cl! Wél);lB)Cls

l*;ul

 Jak latwo sprawdzié, mamy
(310) |AC, AR| — WP,  |AC, AB| = —W®, AR, AB| — —W.

‘Wyrazajac jeszeze dhugodei a, b i ¢ pretéw kratownicy przez bezwzgledne
wartoéci odpowiednich wektoréow

G a=|BC, b=|AC| i c= 4B

i podstawm_}qc do wzoru (2 1) wartodei (3.8) i (3.11) przy uwzglednieniu oz-
" naczefi (3.9) i zaleznosci (3.10) otrzymujemy ten wzér w postaci

e ﬂ we W |

BC [P ACH- | W) A‘ﬁﬂ] -

{
(312) U Y ZIW(l}i

1
4%

Riurw;o}

- w8500
Afo;0,0) ¢ \* X
3
. Rys. 4

Przyjmtgemy teraz dtugosé wektora AB 7a jednostke i wprowadzamy dla
rozpatrywanej kratownicy uklad wspotrzednych ukoénokatnych przedstawwny
na rys. 4 o osi z prostopadiej do plaszczyzny kratownicy.
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Podstawiajgc do wzoru (3.12) wspélrzedne Wystqumcych w_nim wektoréw
(zgodnie z oznaczeniami podanymi na rys. 4) i przyjmujac znak wspélezynnika o,
za dodatni oraz uwzgledniajgc wszystkie komblnaqe znakéw wspolezynnikéw
a1 g otrzymu_;emy

-

U@ ) %I"/__ (Ru — k-1 BPo— Ra® — 2uwk cos ¢),
g .

Uit = %;: 2oz — k- ko — k- k2w —2uwk cos @),
2

(3.13) J C
U=t = 2%4 (ZRuw-+ ki —ku* — P+ ha® — Zuwk cos ¢), .
2 .

UP =) = 2L (Qum-t Zuwk—ku— b Koo+ ka® —2um cos ).
2 . .

We wszystkich tych wzorach znaki wypisane w nawiasach u gory przy
symbolu U4 odnosza si¢ odpowiednio do odksztatcen pretéw a, b i c.

Potencjat kratownicy jednopolowe] wyraza si¢ za pomocy jednej z funkeji
(3.13) (lub funkeji o znakach przeciwnych) w zaleznoéei od poloZenia punktu R,

3.3, Potencial kratownicy czworokatnej. Jezell teraz do trzech wezlow
A, B i C obcigzonych sitami R, S i T dolaczymy nieobcigZony wezel D, po-
Taczony pretami z kazdym z weztéw 4, B i C (rys. 2), to otrzymujemy kra-
townice czworokatng, w ktérej rozklad sit wewnetrznych zalezy nie tylko od
polozenia punktu R, ale i od polozenia nieobcigzonego wezla D. Od polozenia
tego wezta zalezg rowniez dlugodci d, e 1 f pretow AD, BD i CD oraz ngturalnie
wartosci sit wewnetrznych we wszystkich pretach. '

Jezeli zaloiymy, 2e w wezle A dzialaja sily wewnetrzne B, C i D, w wezle
B sita E oraz w we#le C sita F, to w kazdym z wezléw dzialaé bedg nastepujgce
sily wewnetrzne: w wezle A sity B, Ci D, w weile Bsity —C i E, w wefle €
sity —B i F oraz w wezle D sity —D, —Ei F.

Poniewaz suma sit wewnetrznych w kazdym z wezlow 4, B, C musi byé
réwna sile zewnetrzne] dzialajacej na ten wezel, otrzymujemy uklad réwnan:

(314 B4+C+D=R, —C+E=8, —B+F=T, D}+E{+F=0.
Sity B, C, D, E i F wyrazamy nastgpujgco przez wektory okreslajgce
- prety kratowmcy
(3.15) B:ych, C:yzB—;‘l, D:yslfél, E:hlﬁ?,' F=y5D_E‘).
Wspélezynniki y, (2 : 1,2,3,4,5) zalezne sé od ksztaltu kratownicy i uktadu

sit zewnetrznych. Nalezy zwrécié uwage, ze tak jak w przypadku kratownicy
jednopolowej réznym znakom wspélczynnikéw 9, odpowiadaja odksztatcenia

réznych znakoéw odp0W1adancych im pretow, np. ¢, >01 R = RA oznacza,
ze pret b jest rozciggany. :

144




écych réwnowagi sit zewnf;trznych

1AR CR| |RC, DC]|

|AR, CR| |RB, DB

(3.16) 4 v2=

_ |BR, AR| |AC,RC]

\BR, CR| |4C, DC|

|BR, CR| |4B, DB|

"'Wartosm tych wspélezynnikow otrzymujemy rozwigzujae uklad rownan (3.14)
2y uwzglcdnlemu przedstawiei (3.15) oraz zwigzkéw (3.1), (3.2) i (3. 4-) doty-

\ IBR, CR| |4C, DC|
[ we = 4R, RCY,
W — |RB, 4B,
W = IA_C':: -D_C)'ls
W@ — |AB, DB,

(3.17)

|AR, CR| |AB, RB|
BR, CR| '|AD, DB|’
_IBR,4R| |AC, RC|
" |BR,CR| 14¢, DOI
\DC, DB
DA, DB|’

Wprowadzamy podobnie Jak poprzedmo oznaczenia:

W® — |RB, RC|,
Wi = |RC, DC,
W — |RB, DB,

W = |CD, DB.

Zauwazmy, ze zachodzy réwnodci

(3.18) |AC, RC| = W, |AB, BR| = — W, 14D, DB| = W.

Dlcyo)

Rys. 5

Wzér (2.2) na potenCJal kratowmcy czworokqtne_} mozemy teraz zapisaé
w nastepujgcy spostb:

. WO | — W W(z) —
(3.19) -Uz?zsvﬁ;m{ we (B g | AC
| WRWEWR WpwE| = | wepwe | -
L TEE \AD +\ P | B ‘52’3;-1 Dz]..
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Prbyjmmerﬁy ‘tetaz dlfugosc wektora AB za jednostke I wprowadzamy uklad
wspélrzednych ukoénokatnych, jak na rys 50 osi z prostopadlej do plasz-
czyzny kratownicy.

Przy oznaczeniach wprowadzonych na rys. 5 obhczamy wartosci wyznacz-
nikéw WS = 1,2, ..., 8) ofaz dhugodci pretéw kratownicy i podstawiamy je
do wzoru (3.19). Zakladajac, ze odksztalcenie preta AB ma znak dodatni
(e >0)dla poszczegolnych kombinacji znakéw odksztalcen pozostalych pretow
Otrzymujemy nastepujace wzory na potencjat kratownicy jako funkcje poloze-
nia nieobcigzonego wezla D

(

320 {
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U2Htitt) = 2W‘2’ (C +C,—C),
2 4k
U Pt = ZW”’ [Cﬁ-Cz—{—Cﬁ-C( o Ty_
—ggiﬂ‘iy cos (p)]
2k 4k
U@ttt = 2W‘2) [CH—CZ—I—CH— ( Zky—_r-w*i_fx
: 2kx? -
f—~—~#4kx cos )]
Ty Z
Ul(lz) H"H'_“_) = ZW(E} [Cl-l_ Cg*i“SCq“*‘C ( Zx—Zky#T—%—y +
dkx o 4ky  2kxE 27 L
+T + = Ty T w —4kx cos p—4y cos tp)]’
' 2kx 2k
Ug2=<++++)—.2.ﬁ,[2,[cl+c —3C +CO(2x+2k nyi‘ J+
—I—‘—%m——l— Zy +4kx cos p-F4y cos rp)]
‘ ' : 2kt 2kx | 2k
ups vyt fo O Oty - TRy 2
-+ gix—— +4kx cos 99)]
.. ks 2hy
U@t = fo ZW“M [C 1, cs+c (Zx.f_-{—_i_i+
——-—{—4y cos (p)]:
oo g 28 2k | 2kn | 2Ry
gt ’:ng [Cl+Cz+C +C (——x-——n--{-—w-i— )]



2k 2ky\]
Uga)(-—++++) ZW”)[ C‘1_|_C'2 C _|_C' ( Ty):l :
T2 (b ) %o — O Co+- O+ G ( 23+ 2_@;
i 2P : .
—%y- —4y.cos ‘p)]’
U(z)'(f++—+) — b —C-C +C +Col -2k —i— Zk
11 — ZW(ZZ) 1 2 a 0 1 —__"7+
2
4 — e _?_ky ka —4kx cos 99)]
s ¥y
gt =@ | o et 30,0 —2x—2ky— 2
1? — ZW(az) 1 21 ] X — y _+
4kx Zky 2kx? Zy
-{—T + — 7'y_ - —4kx cos g—4y cos 99)]:
U{g“-‘i'*“—z—%w [ C,+C,—3C,+C, (2x+2ky+*—— o
—%—f—ﬂ%— 2kt +%——I~4kx cos p+4y cos CP)—IS
- | kv kst
U+ = g [ﬁcl+ Co—Cy+Co (Zky— St
. —i—4kx cosrp)]a
: . 2R 2k
U= zp‘i}’(zz[—CﬁCfC +C, (2x+—w*ﬁ+
&
Zk 4k 2
—i-ix—i-“ y-'l— y +4‘_yCOa )]:
S 2k
| U= zwwi[ Oyt Co k- Cy+-C,y ( +~f)]

We wszystkich tych wzorach znaki wypisane u géry w nawiasie przy symbolu
U® odnoszg sie do odksztalcen wystepujacych kolejno w pretach b, ¢, d, e, I
Wystepujgce tu stale Co, €y, Cp i C; maja nast@pujqce wartosci:

Cy = uw, C, — wkd— kav?,
(3.21) {

C, = ——u9k+kig, Cy = 2kuw cos p.

Potencjal kratownicy dwupolowej opisany jest wige Za.pomocq szesnastu
funkeji (3.20) — lub funkcji o przeciwnych znakach. Opis ten nalezy rozumied
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w ten spostb, ze plaszczyzna kratownicy (obszar zmiennosei ruchomego wezta D)
podzielona jest na pewng ilo$¢ obszaréw i w kaidym z nich potencjal wyraza
_]edna z funkeji . (3.20). '

4. Ustalenie dzwdzzn poszczegolnych funkeji potencjalu

4.1. Podzial plaszezyzny kratownicy jednopolowej na dziedziny poszczegblnych funkeji.
Proste AB, AC i BC wyznaczone przez prety kratownicy dziely plaszezyzne
kratownicy na siedem obszaréw (1ys. 6).

Rys. 6

W zaleznosdci od polozenia punktu R przeciecia sif zewngtrznych w poszcze-
g6lnych obszarach 1,2, ..., 7 funkcja potencjatu wyrazaé si¢ bedzie jednym ze
wzoréw U (i = 1,2,3,4). Jezeli punkt R zmienia sic w obrebie jednego
z tych obszardw, to znaki wyznacznikéw W) (i = 1,2,3,4) okres'lonych wzorami
(3.9) s3 stale.

Podajemy dla przykladu spos6b okreslema znaku Wyznaczmka W, ady
punkt R znajduje si¢ w obszarze 1 (rys. 7). e

Ry_s. 7

-Widzimy, ze trdjka wektoréw: AB, CR i ich iloczyn wektorowy AR x CR
posiada orientacje zgodng z orientacjg ukladu 031 x, v, 2 tylko'w tym. przypadku,
jesli miara rzutu iloczynu wektorowego ARXCR ma of 3 jest — wobec zani-
kania dwdéch jego pierwszych. Wspolrzqdnych — u_]emna

Tak wige znak wyznaczmka Wektorowego fAR CR] dla polozenia punktu
R w obrebie obszaru 1 _]est yjemny;. a tym samym ujemn}r Jest znak WyzZnacz-
nika W :
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- podobny sposéb okredla sig znaki wszystkich wyznacznikéw W ko-
gjno: w obszarach-1,2, ..., 7. , _ o '

“Znaki te oraz odpowiadajgce im funkcje potencjatu zestawiamy 'w_tablicy 1.
W o tablicy tej podajemy ponadto znaki wspolczynnikow o,  (F = 1,2,3) oraz
sowiadajgce poszezegoinym kombinacjom tych znakéw zgodnie ze wzorami

p
3.13) funkcje potencjatu.

Tablica 1

Obszar Wil) ng) Wf;‘) Wil) @ oy Potencjal

+

i - + — 4+ + + Ugl)(+++)
2 - - - o+ -  + o+ —UPeEmw
e + - U§f>t++*>
4 + + — S+ — + — _U§13(+—+)
5+ o+ 4+ o+ 4+ = = uPEo
6 — 4+ o+ = = SUPEr
7 - - 4+ o+ o+ = TPETP

. Tak wigc tablica 1 ustala, ktéra z funkeji U ({ = 1,2,3,4) opisuje poten-
* cjat kratownicy w zaleznodci od polozenia punktu R w poszczegélnych obsza-
“rach 1, 2, ..., 7.
4.2. Podzial plaszczyzny kratownicy czworokatnej na dziedziny poszezegdlnyeh funkeji
. Zbadamy teraz, w jaki sposéb wzory (3.20) opisuja potencjal kratownicy
czworokatnej w zaleznoéci od potozenia punktu przecigeia sig sit zewnetrz-
nych R i zmieniajacego swe polozenie wezta D. Funkcje U@ (i = 1,2, ..., 16)
okredlone wzorami (3.20) r6znig si¢ migdzy sobg zpakami wspOtezynnikow
y, (i=12,..,5).

Wspotczynniki te w my$l wzoréw (3.16) wyraZajy sic za pomocg wyznacz-
nikéw W@ (i= 12, ..., 8) okredlonych wzorami (3.17).

Znaki wyznacznikéw W ustalamy podobnie, jak znaki wyznacznikéw
W kratownicy trojkatnej. Tak samo jak tam jest ustalony podzial plasz-
czyzny kratownicy na obszary, w ktorych znaki tych wspélezynnikéw sg stale.

Zauwazmy, %e obszary te ze wzglgdu na zmiennosé wezta D sy teraz ogra-
niczone nie tylko prostymi wyznaczonymi przez prety kratownicy, ale 1 przez
proste dzialania sit zewnetrznych.

Podziat plaszezyzny kratownicy na obszary o stalych znakach WYZDaczni-
kéw W ustalimy nastepujaco: :

1. Dzielimy najpierw plaszezyzng na 7 obszaréw prostyxﬁi: AB, AC i BC

jak na rys. 6.
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" 2. Ustalajge polozenie punktu R w kazdym 2 tych siedmiu obszaréw do-
konujemy kazdorazowo dalszego podziatu plaszezyzny prostymi RB i RC
dziatania sit zewnetrznych wystepujacych we wzorach (3.17).

Rys, 8

Bedziemy zatem mieli 7 przypadkéw (oznaczamy je kolejno: 4, b, ¢, d, ¢, f)
podziatu plaszezyzny kratownicy w zaleznosci od polozenia punktu R w obsza-
rach 1, 2, ..., 7..

Przedstawmy najpierw dokladnie przypadek a, w ktorym punkt R znajduje
si¢ w obszarze 1 (rys. 8).

Tablica 2
Obszar Wg”) W;“JlPV;;"')W?JW?)W’?)W(,”Wff) Y1 Vs ¥Ys Va Vs 7 Potencjat
la e e LY /S /o S
. + 4+ + + 4+ + — +1+ -+ + + 'Ugg,)_guwn—#——d
1e¢ + 4+ 4+ o+ = = |+ —i—'U(” U(z)(+++++)
1d + o+ o=+ = = = b U=t
2 + o+ + 4+ - = =t 4t ] UR=U@ oD
3a S Tl I S S S BB /0 21 S
3b I IR I S S A S B 7/ A ISR
4a + 4+ 4+ - - - - + '+ o= = UE:;):Ugﬂ)(J'r+—+f)
4b e T A [l it B/ - R e S
5 i i T S S B S B £/ Rt /) S Sy
ba FoE ot = b R | = = | U U@
&b S T S S S S S o B S U“)EU(”‘('*‘?‘”“
Ta T U“” @)
b S F o+ o+ =+ = |+ — | TG =)
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.ak widaé z rysunku plaszczyzna kra.towmcy zostala podZ1elona na 14 obsza-

[ kazdym z tych obszaréw wyznaczniki- W (i—= 1,2, . 8) majg. stale
ktére wyznaczamy w sposob identyczny z wyznaczeniem znakow Wyznacz-

.1_. Wi(l).

Rys, 10 ‘Rys. 11

Znaki te zestawiamy w tablicy 2, w ktérej ponadto podajemy znaki wspol-
czynnikéw y, (= 1,2, ..., 5) W odpowiednich obszarach - oraz odpowmda]ace
poszczegdlnym kombmaqom tych znakow funkeje potencjatu. :
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Dla polozenia punktu R w obszarach 2, 3, ..., 7 postepujemy analogicznie
i podajemy juz tylko dalsze podzialy plaszczyzny kratownicy w tych przypad-
kach kolejno na rysunkach 9-14 oraz zestawiamy w tablicy 3 funkcje potencjatu
dla okredlonych podobszaréw poszezegolnych podzialow. -

Jn
3
I b
2
4
1 8
A\ﬁb b 7
5a bd
6.-:
5h
Rys. 12 Rys. 13

Rys, 14

W przypadku & uwzgledniono trzy rézne podzialy (rys. 9a, 95 i Y¢) ze
wzgledu na to, ze prosta RB moze rozdzielaé obszary 2, 31 6 albo 2, 51 6,
a prosta RC moze rozdzielad obszary 2, 415 alho 2, 41 7. W pozostalych przy-
padkach podobne zréznicowanie podzialéw zostato w celu skrécenia rozwazat
pominicte, gdyZ nie ma ono istotnego wplywu na ostateczne wnioski.

5. Badania funkeji potencjalu

) 1. Z tablicy 2 i réwnati (3.20) wynika, Ze wartodé fulﬂ;cji potencjalu kra-
townicy czworokgtnej, gdy wezel D zmienia swe poloZenie w obrebic podob-
szaru le, jest stala:

U = UPektrt) = EV%OQS (Ci+C.—C,).

Wartosé Ci,, C;, A.C3 okreél;)ne wzorami (3.21) zalezg jedynie od ‘wspétrzednych
u i w punktu R, ktérego polozenie jest ustalone. ERINC RS
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Sta{q wartoé¢ funkeji U), poréwnujemy z wartosciami funkeji potencjalu
po\madajqcyml polozeniu wezta D) we wszystkich pozostatych podobszarach
korzystujqc zestawienia tych wartosci w tablicy 5. Znajdziemy w ten sposéb:

U, = — U@ th—)  [J{@ ) = ) wewnatrz obszaru la,

Uﬂ,!, = _U%)(~+W—) — @) = ) . . 18, |

@ - | .. U&Z’P“"H*’-U‘f“ﬁﬂﬁ 0 ., . 14,

UE —Ug, = ' U@ U@ > N )
-;.; U‘(?))"‘Ugﬁ) — U{g)(—+++f}__U(la)(+++++) e ) . " 3a’
U@, —Ull = . U@tr—s) @it >0 . y 35,
Ug,—-Ug, = U2 trk—t=) _ (D ) > () ., ., 4a,
UEE)}—‘U(lc) = — U@ D 5 0 ., ., 4b,

: U —UE = UPeH U@t >0 L s 5
UR,-UE, = U@ H U@t =0 ., ba,
Ui, U@ = TPt Uit >0 ., . 68,
UH)‘*UuE) — U§2”+++“+’~U‘12)(+*++f) -~ 0 . . " 7a,
UE%&)_ U(ll, [r— Uﬁ)(—ﬁL—hI-—) — U(21)(+++++) > 0 ‘ . . 7b.

Wszystkie wypisane tu réznice przedstawiajg wartosci dodatnie, co mozna
Iatwo sprawdzi¢ na podstawie wzoréow (3.17) 1 (3.19) i tablicy 2.

.~ Wobec tego z kratownic czworokginych w rozpatrywanym przypadku
kratownica o wezle D zmieniajacym swe polozenie dowolnie w podobszarze
1¢c posiada potencjat o najmniejszej wartosci. Na podstawie zad wzoréw (3.19),
(3.20) i (3.21) i tablicy 2 zachodzg réwnosci

' U@, = U(Z)(+++++) = Ut

stw1erdzajqce, ze potencjal tej kratownicy jest réwny potenqaiow1 kratownicy
tréjkatne;.
: 2. Jak wynika z pracy [4]' w rozpatrywanym przypadku kratownice czwo-
- rokatne o wezle D znajdujgcym sie w podobszarach obszarow 41 6 maja potencjat
: wigkszy od potecjatu kratownicy tréjkatnej.
Wystarczy wobec tego zbadad kratownice o weZle ruchomym w pozosta-
tych obszarach i poréwnaé ich potencjal z potencjalem kratownicy tréjkatne;.
- Wrykazemy.najpierw, ze wartodci funkeji U@+ 53 odpowiednio mniej-
sze w nastepujacych podobszarach: 1, 2b, 2¢, 24, 1, 2,, 2, 2, 1", 2./, 27,
i 2 od wartodci funkcji opisujzcych potencjat w tych podobszarach.
Podobnie wartodci funkeji — U§2++—) 53 odpowiednio mniejsze od wartoscl
funkeji opisujacych potencjal w podobszarach: 5a, 58, 5;, 5;; 5, 5," i 5.

t Strona 11, priypadek 2.2,
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Z tablicy 3 otrzymujemy: . _
Ul = UR, = UR), = UPs—),

U({g}ﬂ = Uy, = Uy = U@ ),
U((gg) - U(z by = Ulghy = — UgH—t—++)
Ulth = Uty = Ullhy = — U,
Uty = U((%-,dJ = U, = UL+
oraz | |

Uga, = U(tﬁ)m = U=,

Ui, = U{?’m = U, = — UPpt-+'—),
U= U@, =  Upt-++,

Oszacujmy zatem réznice postugujac sig tablica 2 1 wzorami (3.20) i (3.21).
Otrzymujemy nastgpujgce nieréwnosci:

U@ rt=—) — Uizl CrHt—) = (),

U ) TR ) S

— U@ ) @) s (),

Uig){_++__) — U£21(+++_—) = ()

oraz
— U{g) (-’-r+'-{~——}_|_ Ui2)(++j’:-——) > 0)

U@ =) L J@r-=) = (),

Oszacowania te przeprowadzono w identyczny sposdb, jak w przypadku
plerwszym. :

W ten sposdb wyzndczenie minimalnych wartodei potencjatu kratownie
o wezle 1D w obszarach 11 2 sprowadzitoby si¢ do znalezienia minimum inte-
gralnego funkcji U@+ ¢ ile to minimum znajdowaloby si¢ w obszarze,
w ktérym ta funkcja opisuje potencjal.

Podobnie wyglada sprawa dla funkeji —U(Z’H'Hﬁ" w obszarze 5. _

Wyznaczmy wiec minima tych funkcp. Przyréwnujge pochodne czgstkowe

STTRH4+—) £ _ 2ky  Zkx y
- i W= ( + + —— ___+ -—2 COs X
QU Pl+—=) & 2kx 2ky 2k 2y
= —y+ — — — = .2
5 e ( y-l— P + -t 'y 0Cs @

do zera otrzymujemy, jak latwo sprawdzi¢, wartodci ekstremalne w punkcie
P(YE[2 cos (@/2), VE(2 cos (p/2)) dla funkcji U@PG++—), a w punkcie
O(—1/k/2 cos (p[2), —VE[2 cos (¢f2)) dla funkeji — U@+, '
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Pozostala jeszeze sprawa poréwnania wartoéci potencjatu kratownicy czworo-
fej-w punktach Pi Oz potencjatem kratownicy tréjkatnej. Dla potencjalu
nkcie P mamy: i '

] (—UPH) =

=50 -Gy 3C, - C, __Vk kYR ijz s P
2w @ ? Yk °2
cos - cos -
2 2
r_ziééos%;|~8k~ EVE.  VE - 2kykcosg 2 ]/kcos<p
ko cos% :Zcos% cos% g cos% _

Wm[ C,—Cy—Cy -+ 2Cy 1 2k2Cy] =

2squw - @ ?
=_'_W07‘22’{_[2]/k cos —(H—k)] }< 0
przcksztalceniéch powyzszego wyraZenia skorzystano z réwnosci
WP = W

wynikajace] ze zw14zk0w (3 9) i (3.17).
Ostatnia nierdwnos¢ jest oczywista, gdyz dla punktu P:

g >0, u>0, w=>0
W(22) < Q.
. Stwierdzamy wige, Ze potencjal kratownicy czworokgtne] o wedle D
w punkcie P jest mniejszy od potencjalu kratownicy trojkgtnej.
. Podobne porbéwnanie potencjatu kratownicy czworokgtnej o weile D
‘w punkcie Q z potencjalem kratownicy czworokatnej o wezle D w punkcie P.
nie daje efektywnych wynikéw.
- Wobec tego mozna tylko twierdzi¢, ze w rozpatrywanym przypadku naj-
mniejszy potencjal posiada kratownica czworokatna o wezle D albo w punkcie P,
. albo w punkcie Q. Ktoéra z tych dwu kratownic ma potecjal mniejszy, nie daje
" sic ogdlnie ustali¢ (moze byé réznie w zaleznodci od parametréw ¢ i k) i mozna
~ to tylko w konkretnym przypadkn (ustalone ¢ i k) sprawdzi¢ bezposrednim
rachunkiem.

Zauwazmy jeszcze, Ze polozenie punktéw P i Q jest geometrycznie okreélone
przez nieruchome wezly 4, B i C kratownicy. Mianowicie przy kazdym usta-
wieniu tych weziéw tréjkaty ABD i ADC sz podobme, zachodzay bowiem
latwe do sprawdzenia-zwiazki miedzy bokami tych trojkgtow:

5 f d

d ¢ ¢
Jeieli- punkt D znajduje si¢ w obszarach 3 1 7, to ogélnie nie mozna roz-
strzygna¢, czy potencjal kratownicy czworokatnej jest mniejszy, czy wiekszy
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od potencjatu kratownicy tréjkgtnej. Réznica bowiem tych potencjalow zalezy
od ksztaltu kratownic, okreslonego stalymi weztami 4, B 1 C.

Identyczne wnioski otrzymujemy w przypadku e. Pominigte rachunki

s3 analogiczne z tg jedynie réinica, Ze w obszarze 2 potencjatkratownicy dwu-

* polowej opisany jest funkejg — U @ tH+——) a w obszarze 5 — funkcjg U@ ++—),

W pozostalych obszarach ¢, d, f1 g dochodzimy do nastepujgeych wynikéw.

1. Na podstawie wynikéw pracy Z. WastoryNskieco, [11, potencjal kra-

townicy trojkgtnej jest mniejszy od potencjalu kratownic czworckatnych o ru-

chomym wezle D, znajdujgcym sie dla poszezegolnych pI'ZYpB.dI\OW W naste-

pujacych obszarach:

preypadek obszary

e 1,2, 4
d 1,2,6
f 1,2, 4
g ' 1, 2, 6,

Dla przykladu podajemy poniZzej sposéb rozumowania prowadzqcy do
powyzszego wyniku w przypadku ¢ dla podobszaru 2a,

Potencjal kratownicy czworokatne] jest (tablica 3) w-tym przypadku opi-
sany funkcjg

U, == UR+—,

Zgodnie ze znakami kolejnych skiadnikéw tej funkcji znaki odksztaleedt
pretéw kratownicy czworokatnej beds takie, jak przedstawione na rys. 15,
na ktérym prety o odksztalceniach dodatnich wy-
kredlono. linig cienka, a prety o odksztalceniach
ujemnych — linig pogrubions.

Wskutek naprezef dzialajgeych w pretach krat
townicy odlegtosé weztéw B i C moze si¢ zmniejszad
lub zwickszad, usunigty zatem pret a pos1adalby
odksztalcenie dodatnie albo ujemne.

Obie te mozliwodci przedstawiajg jednak ukla-

Rys. 15 dy odksztalcen pretéw, ktére zgodnie z rozwaza-

niami przedstawionymi na s, 10-15 pracy [1]

~ (uklady 2,2 i 2,5) dajg kratownice czworokatne o potencjatach wiekszych od
potencjaléw kratownicy tréjkgtnej.

2, Dla poszczegdlnych przypadkéw w wymienionych niZej obszarach:

4

przypadek obszar
¢ : 3,67
d 34,7
f 3,6,7
g 3,4,7

158 -




éj'emne polozenie statych weztéw 4, B'i C, pordéwnanie -potencjatu kra-
‘nic czworokatnych z potencjatem kratownicy trojkatnej nie daje efektyw-
ch. wynikéw, gdyz réznice tych potencjatéw zaleza w sposob istotny od ¢ i k.
“7naki tych réznic mozna ustali¢ jedynie w konkretnie danych przypadkach,
pray ustalonym ksztalcie trojkgta ABC.

3. W ohszarze 5 we wszystkich przypadkach ¢, d, g 1 & potencjal kratownicy
sworokatnej opisywany jest funkcja U@ ) zZe znakiem -+ lub —.
Funkeje te przyjmujg minima w punkeie Q(—y/&/2 cos(p/2), — Y/ k[2 cos(p(2))
“wartoséciach zaleznych od parametréw ¢ i k, tzn, od ksztattu trojkata. W kaz-
ym konkretnym przypadku (ustalony ksztalt tego tréjkgta) minimalng wartos$c
otencjalu w punkcie O nalezy poréwnaé z wartodeiy potencjatu kratownicy
rojkgtnej.

W przypadku d i f obszar 5 dzieli si¢ na podobszary 54 i 5. W podobsza-
ach 5b potencjal jest opisany funkcjami U@+ lub U@+, w kto-
rych wartoéei s3 odpowiednio wicksze od wartosel funkcji U@+ 1 dlatego
‘wystarczylo zbadanie tej funkeji. _

. Podsumowujgc przeprowadzone rozwazania zapisujemy krétkie wynikajgce
'z nich wnioski: '

a. Punkt R w obszarze 1. o

: Potencjal kratownicy czworokgtne] przyjmuje warto$é minimalng przy
“dowolnym polozeniu wezla D w obszarze lc (rys. 7).

' Minimalna wartoéé¢ potencjalu kratownicy czworokatnej jest réwna po-
tencjalowi kratownicy jednopolowej.

W rozwazaniach naszych nowy wezel D wprowadziliémy po usunigciu
preta @ w kratownicy tréjkatnej. Poniewaz jednak w dyskusji nie ingeruja
parametry ¢ i k okreglajace ksutalt tréjkata ABC, usuniecie kazdego z pozo-
stalych pretéw 1 wprowadzenie niowego wezla do wnetrza tréjkata utworzonego
przez punkt R i usuniety pret bedzie mialo ten sam efekt, tzn. nie zmieni po-
tencjalu kratownicy o pretach 4, b i ¢ ‘

b. Punkt R w obszarze 2 (rys. 164).

Wykluczamy na razie z rozwazai przypadek, gdy punkt D znajduje sig
w obszarach 3 i 7, poniewai potencjal kratownic czteropretowych nie daje
si¢ wtedy ogélnie poréwnaé z potencjalem kratownicy tréjkatnej. W pozostatych
przypadkach potencjal kratownicy czworokginej przyjmuje wartodel minimalne
(minima lokalne) w punktach: ' -

o[ VE L VE\ ol VR YR\

H , —
P ¢

jeciu ogblnym, tzn. przy zmieniajacych si¢ parametrach ¢ i k, okredlajgcych

I3 P ¢’ 2
.2‘:‘.0s‘.2 Zcosz 2cors2 Zcos:,z

Kratownica o wegle D) w punkcie P posiada pofencjal mniejszy od poltencjalu
kratownicy jednopolowej. Natomiast kratownica 'dwupolowa o weile D
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w punkcie ) moze posiadad potencjal mniejszy od potencjalu kratownicy
jednopolowej, ale w pewnych przypadkach zaleznych od wartodci parametréw
@ 1 k moze tez byé na odwrét. Potencjal najmniejszy ma wige albo kratownica
o wezle D w punkcie P, albo takze kratownica o weZle D w punkcie Q) wzalez-

—— Prely Stiskang —_

. ' .
— Prefy rozciggene _____} suwany pret

Rys. 16

nosci od wartosci @ i k. Ustalenie, ktéra z tych dwu kratownic ma przy danych
wartosciach ¢ i k potencjal mmnicjszy prowadzi do dosy¢ skomplikowanych
obliczenr rachunkowych. Obliczest tych mozna unikngé postugujge sig graficzng
metods wyznaczania warto$ci- potencjatu kratownicy podang w p. 7.

Powyzsze rozwazania dotyczg rzecz prosta jedynie tych przypadkéw gdy
punkty P i Q lezg w podobszarach 2a 1 55, w ktorych potenqal oplsujq funkc;e
UPthet—) yb — [ @),

b
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Jak wymka z postaci. tych funkeji odksztalcenia pretéw &, ¢ i d maja znak
rzeciwny niz odksztalcenia pozostatych pretéw e i f. Wobec tego tylko
17y takich kombinacjach znakéw odksztalcen przy polozeniu wezta D w jed-
ym z punktéw £ albo O otrzymujemy. kratownicg o potencjale minimalnym.
Jak wynika z kombinacji znakéw przypisanych funkeji — U@ ) ktére
4 Jednoczes’nie znakami odksztalcen kolejno pretéw a, b 1 ¢ kratownicy jedno-
oiowe], przejécie od kratownicy trOqutncj do czworokatnej zostalo w tym
rzypadku zrealizowane przez usuniecie z kratownicy tréjkatnej preta @ o od-
sztalceniu przeciwnego znaku niZ znaki odksztatcent pozostalych pretéw b i e.
7 uwagi tej skorzystamy przy ogélnym podsumowaniu wynikéw naszych
.robwawan
¢ Punkt R znajduje si¢ w obszarze 3 (rys 16¢).
.. Tylko kratownice czworokgtne o wezle D w  obszarze 3,617, oraz
- punkcie O(— ]/ij cos {¢/2), —V'k[2 cos (¢/2)) obszaru 5 moga pomadac po-
ncjal. mmunalny muniejszy od potencjalu kratownicy tréjkatnej. W kazdym
konkretnie danym. przypadku potencjaly te nalezy poréwnaé, gdyz téznice
ch potencjaléw zalezz od ksztaltu tréjkata podstawowego ABC.

d. Jak wyzej dla obszaréw 3, 4, 7 i punktu Q obszaru 5.

e. Sytuacja jest identyczna z. sytuacja w przypadku . :

f. Jak w przypadku ¢ dla obszaréw 3, 6, 7 i punktu Q obszaru 5.
g. Jak w przypadku. ¢ dla obszaréw 3, 4, 7 i punktu Q obszaru 5.

6. Podsumowanie otrzymanych wynilcéw i ostateczne wnioski

Pod dzialaniem trzech znoszgcych si¢ sit zewnetrznych dzialajgeych na
1rzy wezly kratownicy tréjkatnej w pretach tej kratownicy powstad mogy na-
-pigcia powodujgce odksztatcenia:
e znakdw Jedna__kowych,

(2) w jednym precie znaku przeciwnego niz w dwu pozostalych.
. 1. W. pierwszym przypadku na podstawie rozwazat przedstawionych
w tej pracy, przypadek a, jedli usuniemy jeden, dowolny pret kratownicy .tréj-
katnej i wprowadzimy nieobcigzony wezel polaczony pretami z kazdym z da-
nych obcigzonych wezléw, to otrzymujemy kratownice czworokgtng o po-
tencjale nie mniejszym od potencjatu wyjsciowej kratownicy jednopolowej.
Mianowicie, w przypadku wprowadzenia nieobcigzonego wezlta do waetrza
trojkata, utworzonego przez punkt przeciecia sie sit zewngtrznych i usuniety
. pret, powstala w ten sposéb kratownica czworokgtna posiada potencjat réwny
. potencjalowi tréjkatnej kratownicy pierwotnej. W przypadku wprowadzenia
 nieobcigzonego wezla w kazdym innym punkcie lezgeym na zewnetrz tego
. tréjkata i nie lezgeym na prostych dzialania sit zewngtrznych powstaje kra-
© townica czworokatna o potencjale wickszym od potencjatu kratownicy pier-

wotne,
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2. W drugim przypadku usunigcia jednego (dowolnego) preta kratownicy
pierwotnej i wprowadzenie czwartego nieobcigzonego wezla do wnetrza troj-
kata kratownicy tréjkatnej, lub do obszaréw przylegajacych do pretéw o od-
ksztalceniach jednakowych znakow (rys. 16, obszary zakreskowane) daje kra-
townice czworokgtne o potencjatach wiekszych od potencjatu kratownicy pier-
wotnej.

Przypadek ten nalezy jeszeze podzielié na dwa szezegdlowsze:

(1) usunigty pret posiada odksztalcenie znaku przeciwnego niZ prety
pozostate,

(2) usunigty pret posiada odksztalcenie takiego samego znaku jak od-
ksztalcenie jednego z pozostalych pretéw. :

W przypadku 1 w obszarze przylegajacym do usunietego preta (rys. 16)
istnie¢ moze takie polozenie czwartego nicobcigzonego wezta, przy ktérym,
otrzymujemy kratownice czworokatng o potencjale mniejszym od potencjalu
kratownicy pierwotnej. W obszarze przeciwleglym (rzutowe dopelnienie
obszaru przyleglego) istnie¢ moze takie polozenie czwartego wezla, Ze po-
tencjal kratownicy czworokatnej moze byé mniejszy od potencjatu kratownicy
pierwotnej.

W przypadku 2 w obszarze przeciwleglym usunigtemu pretowi (rys. 16}
istnie¢ moze takie polozenic czwartego wezla, Ze potencjat kratownicy czworo-
katnej moze byé mniejszy od potencjatu kratownicy pierwotnej.

W rozwazaniach poprzednich wymienione byly obszary, w ktérych wpro-
wadzony wezel nieobcigzony dawat kratownice czworokatne o potencjatach
nie dajacych sie w ogélnych rozwazaniach poréwnaé z potencjalem kratownicy
tréjkatnej. Powolujae si¢ teraz na sformulowania przedstawione wyzej, stwierdzié
mozemy, ze w kazdym z tych obszaréw istnieé moze polozenie nieobcigzonego
wezta dajace kratownice czworokatng o potencjale minimalnym, a mianowicie
przy usunigciu preta przyleglego danemu obszarowi istnie¢ moze polozenie
wezla nicobciazonego dajgce kratownice czworokatng o potencjale mniejszym
od potencjalu kratownicy trojkainej, za$ przy usunieciu preta przeciwleglego
otrzymaé mozemy kratownicg czworokging o potencjale lokalnie minimaliym,
ktérego warto$é w zaleznosci od ksztattu tréjkgta kratownicy moze byc mniejsza
albo wicksza od potencjatu tej kratownicy. )

Rozwazmy kratownice tréjkatna izostatyczng réwnej wytrzymalodci, roz-
pieta na trzech wezlach obcigionych sitami zewnetrznymi tworzgeymi uklad
sit bedacy w réwnowadze. '

1. W przypadku, gdy wszystkie trzy prety kratownicy doznajg odksztalcent
jednakowych znakéw, nie istnicje kratownica czworokgtna izostatyczna wy-
znaczona przez te trzy obcigzone i dowelny czwarty wezel nicobeiazony o po-
tencjale nizszym od potencjalu danej kratownicy trojkgtnej.

2. W przypadku, gdy odksztalcenia pretow nie maja zgodnych znakéw
zbudowaé mozemy kratownice czworokgtng o potencjale minimalnym, mniej-
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..: od potencjatu kratownicy tréjkatnej w nastepujgcy sposéb: usuwamy
& odksztalceniu odmiennego znaku od odksztalcen pretéw pozostatych
ujemy kratownicg zlozong z dwéch tréjkatéw przez wprowadzenie wezla
cigzonego polgczonego pretami z danymi wezlami w ten sposéb, aby
orokat w obwodzie zewnetrznym kratownicy byl figurg wypukly oraz aby
e_] trojkaty byly tréjkgtami podobnymi, Konieczne jest przy tym, aby
4k zbudowanej kratownicy prety wychodzace z wezta przeciwleglego do
"éfego preta mialy odksztalcenie jednakowych znakéw.

Mozemy w tymze przypadku réwniez otrzymaé kratownice czworokgtng
potencjale minimalnym, ale nie zawsze mniejszym od potencjalu kratownicy
Gikatne] usuwajac dowolny pret i budujac kratownice o ksztalcie czworokgta
::'pﬁidego.

Kt

7. Graficzna metoda wyzmraczania potencjala kratownicy

W celu wyznaczenia potencjalu kratownicy kreflimy w dowolnej skali
ys. 17) kratownice oraz odpowiadajgey jej wielobok sil.
" Wzor na potencjal kratownicy dwupolowej ma postad

&

U® — 22 (AL} BBI-t-¢[CI-- d|D| |-¢[E))

Rys. 17

Mozemy go przcksztalcié w nastepujacy sposéb:

@ .. CodAlfy OBl cICl  dID], e B}
v 2 ) A\

Postaramy si¢ wyznaczy¢ wykredlnie warto$é wyrazenia zawartego w na-
wiasie

a Al * a A

BIBL ciC Dl e [E

M=1% A Al T AT T AT
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. Zauwazmy, ze M jest liczba niemianowang. Jezeli przyjmiemy |A[ = 1, to
M_: 1"_“?1'" !Bl_l_E,ICI+EiDi+E{E;'

Chcqc Wyznaczyc wykleslme wartoéé M, narysujemy, (rys. 18) dwie wza-
Jemme prostopadle osie x i y przecinajace si¢ w punkcie 0. Na prostej x od-
mierzmy kolejno odcinki 0’0 = a, OB" = b, B'C" = ¢, C'D" = d oraz D'E’ =e¢,
biorge wielkosdei ty_ch odcinkéw z rys. 1. .

‘ £,
B—:/
|
&
X
D.
E
g &
A"
o P o o A ¢ ¢ 4 0 e EX
Rvs, 18

Nastgpnie na osi y odmierzmy odcinki O4 = |A], OB = [B|, OC = ]C],

== |D| oraz OF = |E|.

Wlelkosm tych odcinkéw bierzemy 7z wieloboku ‘sit (rys 17). Z punktu O’
kreglimy proste O'B, O'C, O'D oraz O'E, 2 = punktow B, C', D" i E' proste
rownolegle do osi y.

7 punktu A kredlimy proste AB||OB’, B,C L10'C, CLDJOD, D ElhO E

Jak latwo sprawdzi¢ odcinek E'E; = M o ile za jednostkg miary tego od-
cinka wezmiemy odcinek 04 =|A] = 1. : O

Wartos¢ liczbowg potencjatu kratownicy ofrzymamy mno&qc liczbg M przez
wartodé wyrazenia sqa|Al /2.

Metoda powyzsza jest oparta na podanym juz przez ] MASSAU (1874 1.)
spnsobie obliczania wartodci wyraZzen postaci

§! 4
X = FCI-.
P

-
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Pezmwme

POEKTHPOBAHI/IE HA MHHMMYM IIOTEHITMATIA $EPMEI B BUIOE JBVYX
TPEVYTOJIBHUKOB

B pafore OpeCTaBieHa DONBITKA PENICHHA CHCTEMBL C TPEMH Harpy:RCHEBIME
3MAMH, IIPUBO/S YCIIOBHSA 1eNecO00PasHOCT BBeIEHHA YEeTBEPTOro yaia HyreMm
OEKTHPOBAHIA HA MUHHMYM [OTEHITHSIE HETHIPEXYIIOBOH CHCTEMEI.
'PaboTa OCHOBBIB2CTCA H2Z JIBYX TCOPEMAX:

-'(1) TeopemMa 06 SKBHBANCHTHOCTH TPOCKTHPOBAHU HA MIHHMYM IIOTEHI[HATA
NpH - COXpaHeHHH 00neMa (epMbl C IPOCKTHPOBAHHEM H4 MHHUMYM Beca TIpH
AAEHOM IIOTEHITHAIE,

(2) Teopema 00 SKBUBANEHTHOCTH MIPOCKTHPOBAHWA HA MEHHAMYM ITOTCHITHATA
TPOEKTAPOBAHHSA BBIPABHECHHA HOPMAMLHLIX HAIPAMKCHIH,

Summary

MINIMUM POTENTIAL DESIGN OF A LATTICE

The paper contains a tentative solution of the problem of design of a system
with three loaded models, giving the conditions of rationality of introducing
he fourth unloaded:.node and fixing the position of this node by designing
he four-node structure for minimum potential.

~ The paper is based on the following theorem previously established by
the Strength Design Groups of the ZMOC, IPPT, under the direction of
Prof. Zbigniew WAasSIuTYNsKr. '

(1) The theorem on the equivalence of the design for minimum potential
and the same volume of lattice with the minimum material design for a given
otential ; .

(2) The theorem on the equivalence of the minimum potential design
‘with the design for uniform normal stresses.

; ZAKRAD MECHANIKY OSRODKOW CIAGEYCH
: I'PT PAN
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