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1. Wstep

Wiele objektow inzynierskich o duzej rozpigtosci, takich jak mosty, zbiorniki,
zapory, dachy wiszace, wykonano w ostatnim czasie wedtog koncepcji konstrukcji
sprezonych. Decydowaly o tym zaréwno wzgledy techniczne, jak i ekonomiczne, [23].

Mozliwoéé lepszego wykorzystania wytrzymalodei materiatu, duza swoboda
przy ksztaltowaniu form konstrukecyjnych jak rowniez szybki rozwdj metod spre-
zania 1 niezwykla pomystowos¢ wykonawcéw doprowadzily do szeregu powainych
osiggnied prakiycznych. W zakresie teoretycznym wyniki prac sg skromnigjsze. Doty-
czy to szczeg6lnie analizy standw pozasprezystych, co jest tematem niniejszej pracy.

1.1. Prace zagraniczne. Stosowana w praktyce projektowej metoda odksztalcest
plastycznych i plastycznego wyréwnywania momentéw nie znajduje Scistego vza-
sadnienia i nie jest zgodna z wynikami dodwiadeczefi. Prace nad tymi metodami
skierowaly uwage badaczy na rozklad momentéw poza obszarem sprezystym.
Wzrost zainteresowania tymi zagadnieniami widzimy w szeregu prac radzieckich
gtownic u A. A. GWOZDIEWA, [15], [16], i S. M. KrRYLOWA, [14], [35], oraz w pracach
angielskich A. L. L. Bakera [1],[2}, [31i D. H. Leg, [4], [37}. W pracach tych zaklada
sie, z¢ poczatek plyniecia stali nie wyczerpuje noénosci ustroju i Ze mozliwe jest
tworzenie dalszych przegubdw plastycznych i czedciowe wyréwnywanie momentow.

Zagadnieniem rozkladu momentow zajal sie przed paru laty K. JAGER, [27], [28].
Wyprowadzil on w oparciu o klasyczne metody E. MORscua, [47], podobaie jak
LEE analityczne zaleiznosci pomigdzy dzialajacym w przekroju momentem a przy-
rostem kata, Podstawowe dla teorii konstrukeji sprezonych prace Y. Guyona, [17],
[18], [19], a szczegdinie praca [20], mimo szczegGlowej analizy wielu nowych dzie-
dzin w oparciu o obszerny material doéwiadczalny, nie wyczerpuja zagadnienia
w zakresic pozasprezystym. Istnieje ponadto kilka prac teoretycznych i doswiad-
czalnych poéwigconych temu zagadnieniu., Jedna z ostatnich jest praca CzEN-WEN-
$zAaN, [8], wykonana pod kierunkiem SACHNOWSKIEGO. Podano w niej wzory
i tablice na rozklad momentéw w sprezonej belce dwuprzegubowej, ktore pozwa-
laja przeéledzié¢ zmiany w rozkladzie naprezed przy rosngcych obeigZeniach od
momentu pojawienia sie rys do poczatku zniszezenia. Osiggnigte wyniki' poroéwnano
z podobnymi wzorami S. M. Krveowa, [35], oraz pracami T. Y. Lina, [40],
K, W. SacHNowsKIEGO, [64], i A. Kupzisa, [36].

1.2. Prace polskie. Z prac polskich w zakresie teoretycznym nalezy wynmemc prace
W. OLszaka, [49], [50], [51] oraz [52], w ktérych autor podat syntez¢ podstawowych
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poje€ i zaleinoéci oraz kiasyfikacje mozliwych standw elasto-plastycznych. Sfor-
mutowano tam réwniez zaleznoSci tgczace skladowe stanu naprezenia i stanu od-
ksztalcenia stosujace sie do zjawisk plastycznego plynigcia materialu nigjednorodnego,
powstrzymywanego przez ograniczajace obszary sprezyste. Zalezinoéci te, ktére moz-
na zastosowaé do konstrukcji sprezonej w stanie sprezysto-plastycznym, stanowia
nogolnienie zwigzkdw, stanowigeych podstawe teorii plastycznego plyniecia z udzia-
fem odksztalcen sprezystych wediug koncepcji L. PRANDTLA, [58], 1 E. REUSSA, [59].

Z innych prac polskich nalezy wymieni¢ prace S. KaurmaNa, [30], [31], [32],
i szeregu jego wspétpracownikow: J. MAmesA, [43], [44], T. Hora, [33], W. Staro-
SOLSKIEGO, [67], ktore wyjadnity szereg zagadnien praktycznych i teoretycznych
w zakresie liniowo i nieliniowo-sprezystym. RozwazZzania J. LBMPICKIEGO, [41],
doprowadzily do jednolitego unjecia teoretycznego zjiawisk towarzyszacych zginaniu
a7 do zniszczenia belki zelbetowe;.

Ukazalo sig ponadto kilka prac teoretycznych z zakresu konstrukeji sprezonych,
luzno zwigzanych z tematem ninieiszej pracy. Rzeczywista praca belki sprezonej
poza obszarem sprezystym jest nadal sprawa otwartg i wymaga pelniejszej analizy
teoretycznej. Przeprowadzenie takiej analizy pozwoli na wyciagniecie szeregu wnio-
skow praktycznych. W pierwszym rzedzie dotyczyé to bedzie wspolezynnika bez-
pieczenstwa, ktéry pokrywa obecnie rozbieinosci migdzy rzeczywistym a przyj-
mowanym do obliczeri rozkladem naprezefl, Pozwoli to rodwniez na szersze vjgcie
nosnofci ustroju oraz podanie wytycznych projektowania przekroju belki sprezonej
z nwzglednieniem rezerw standw pozasprezystych.

1.3. Cel pracy. Celem pracy jest analiza zjawisk, zachodzacych w przekroju belki
spreZonej, czgSciowo uplastycznionej przed pojawieniem sig rys. Podamy wzory
na podstawowe wielkosci, charakteryzujace rozklad napreZen w przekroju spre-
Zzonym po przekroczeniu granicy plastycznodcl betonu. Rozpatrzymy zakres wyste-
powania roznych standw sprezysto-plastycznych wedblug przeprowadzonej klasy-
fikacji, ktora obejmuje réwniez — jako przypadki szczegdlne — stany liniowo-
sprezyste, co pozwoli stwierdzié ich ograniczony zasicg.

Wyznaczymy stany graniczne przy zalozeniu ciagiosei odrodka, jako stanu pod-
stawowego w naszej teorii i zasadniczego w ustroju sprezonym. Przez naruszenie
cigglodci o$rodka rozumieé bedziemy badz zarysowanie, badz zniszczenie (zmiaz-
dzenie strefy Sciskanej) przed zarysowaniem.

Omoéwimy podstawowe wnioski dotyczace bezpieczenstwa .konstrukcji oraz
zagadniefi doboru trasy kabla w oparciu o sogdlniony rdzed przekroju rozszerzony
na stany pozasprezyste. Na podstawie tych rozwazan sformutujemy wzory pozwa-
lajace okreflaé strefy uplastycznienia wzdluz belki w zaleznodci od cech materia-
towych, trasy kabla i wielkosci sily sprezajacej. W zakoiiczeniu podamy zaleznoSei
wigzace katy obrotdéw przekrojéw koficowych belki z wielkodeia i przylozeniem
sity sprezajacej.

Latwo zauwazyé, ze po przekroczeniu granicy plastycznosci zasigg uplastycznie-
nia w przekroju zalezy od naprezed wywolanych zabiegiem spreZenia. Obszary
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uplastycznienia wzdhu belki oraz katy obrotéw wzajemnych przekrojow beda
zatem funkcja tych wielkosci.

Tak przeprowadzona analiza pozwala na uwzglednienie jakosciowe nowych
zZjawisk {czego nie daje teoria linjowo-sprezysta), jakkolwiek wyniki liczbowe moga
byé — z uwagi na przyjete zalozenia upraszczajace — muiej lub wigce] gciste.

1.4. Zakres pracy. Jak juz wspomnieliémy, zakres pracy ograniczymy do analizy
zjiawisk wystgpujacych przed zarysowaniem ustroju sprezonego.

Zarysowanie konstrukcji jest réwnoznaczne Zz naruszeniem. ciaglodci przekroju.
Zaréwno w sirefie rozcigganej jak i éciskanej zarysowanie wzglednie miazdzenie
poprzedzane jest uplastycznieniem i w obu przypadkach prowadzi ono do zerwania
ciaglosci ofrodka. ’

Odksztalcenia plastyczne sa pierwszym objawem nadmiernego obciazenia ma-
teriatu, Pojawienie sig rys w konstrukeji jest powainym zaburzeniem, naruszajacym
w sposéb nieodwracalny wspolpracg pomigdzy betonem i stalg. Zarysowaniu
towarzyszy skok naprezef,, zmieniajacy doéé zasadniczo obraz strefy uplastycz-
pienia. W. OLszZAK, [53], podat analize pola naprezed w ofrodkach jednorodnych
w sasiedztwie rys w oparciu o metody stosowane w teorii sprezystodci i plastycznosei.
W oparciu o obszerny material doswiadezalny B. Buxowski, {6}, omowit z inzy-
nierskiego punktu widzenia przyczyny i skutki powstawania rys w konstrukcjach
zelbetowych,

Jednym z gtéwnych celéw zabiegn sprezania jest podwyzszenie wytrzymatosci
na zarysowanie. Mimo §cierajacych sig opinii co do dopuszczenia, W ramach bez-
piecznego uzytkowania, konstrukcji zarysowanych, moment pojawienia sie rys
jest bardzo istotmy w pracy ustroju  sprezonego.

Stosowane powszechnie w konstrokcjach sprefonych materiaty kruche reaguja
rysami na nadmierne obcigzenia znacznie szybeiej niz materialy ciagliwe. Zjawisko
uplastycznienia zaréwno strefy $ciskane] jak i rozciaganej jest znaczhie trudniejsze
do uchwycenia priy badaniach laboratoryjnych, Mozemy jednak przyjaé, Ze po-
jawienie sig rys jest widocznym objawem zaawansowanego uplastycznienia.

2. Ogolue zalozenia teorii standw spreiysto-plastycznych belki sprezonej

2.1, Zatozenia materialowe. Analize standw elastoplastycznych przeprowadzimy przy
zalozeniu, ze material jest idealnie spreZysto-plastyczny i posiada staly modut
sprezystoéci przy rozeiaganiu i fciskanin E, = E, oraz odnoéne granice plastycz-
nosci @, 1 Q..

Ustalenie praw rzadzgcych praca materiatu, kidrego dotycza rozwaiZania teore-
tyczne, ma do§¢ istotne znaczenie. Nasza znajomo$é praw rzadzacych praca be-
tonu szezegblnie w zakresie pozaspreZystym jest niewystarczajgca. W zakresie
sprezystym istnieja réwniez sprzeczne poglady na istnienie i wielko$é obszaru pro-

“porcjonalnoéei (por. M. R. Ros, [60]), jak réwniez zaleznosei catkowitych odksztal-
cen od modutu sprezystosci i wytrzymaloSci betonu. Sprzecznoéci te tiumaczy
czefciowo fakt braku fcistych badaf doswiadezalnych, szczegolnie dla betonu
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wysokowartosciowego, stosowanego W konstrukcjach sprezonych. Znaczna ilogé
zmiennych parametréw, wystepujacych w technologii, utrudnia whasciwg interpre-
tacje zjawisk. :
W literaturze istnieje ‘caly szereg réwnan dia funkcji odksztatcen materiatu. Sto-
sowana dla betomu przez EMPA funkcja
2.1) ﬁ:Es(Ikﬁ—), G:Es(lm—ks )
i de * 7’ §

s 2ae,

ma ksztalt paraboli drugiego stopnia, przechodzacej przez §rodek ukladu, nic ma
Jednak stwierdzonego dos$wiadezalnie obszaru sprezystego. Szczegdlowe oméwienie
tego zaloZenia przeprowadzit B. Bukowskl. .

. Cytowane przez F. LeoNHARDTA, [38], réwnanie funkcji odksztalcen betonu,
podane przez M.R. Rofa, [61], w postaci hiperboli '

o
1000(»8,—0) ’
uwzglednia marke betonu i lepiej odzwierciedla zakres sprezysty. _
- Badacz fidski Arvo YLINEN, {70], sformulowal prawo wigZace napregenia z od-
ksztalceniami dla materiatéw o granicy plastycznosci o, ktore wyrazil wzorem;:

do o \"
(2.3) P E[l— (G—) ]

Fo

@.2) ¢ = %+0,1

Czynnik [1 — (ofo, )] stanowi tzw. poprawke YLINENA, uwzgledniajaca zakres
plastyczny w podstawowym wzorze Hooke's. '

Wykladnik » traktowany jest jako stala materialowa i waha sie w granicach 3
do 18. Wartoci # dla résnych materiatéw podali Ro3, YLINEN, GEHLER, KARMAN.
W oparciu o monogramy Ylinena wyliczona warto$¢ wykladnika » dla betonu
marki 400 wyniosla 4. W jednej z nastepujacych prac, [69], YLINEN doszedl do
funkeji odksztalcenia dla betonu w postaci :

: 1 o
2.4 o £ = E-[m-crgln(lﬁ—%)].

Wzory te wyprowadzone zostaly w oparciu o réine badania doswiadczalne i roz-
wazania teoretyczne. Przyjecie réwnania funkcji odksztalcen w tej czy innej postaci
ma stosunkowo niewielki wptyw na wyniki kofcowe. Chodzi o to, aby z jednej
strony przyja¢ funkcje zblizona do wykresu rzeczywistego, z drugiej za§ strony
aby mozna bylo w miare moznoéci latwo przeprowadzi¢ konieczne operatje ma-
tematyczne, : ' ’ :

- Zakladajae, Ze materia} jest idealnie sprezysto-plastyczny, swiadomie opieramy
cala analize na wykresie uproszczonym. W materiatach kruchych trudno jest do-
Kladnie okreflié warto$é naprezer, powodujaeych poczatek odksztalceri plastycz-
nych. Jedynie przy krétkotrwa%ydh obcigzeniach odksztalcenia cofaja sie w petni
sprezyscie. Juz przy obcigzeniach diugotrwalych Iub obecigzeniach powtarzajacych
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sig, nie przekraczajacych obcigzen krytyoznych, wystepuja trwale odksztalcenia
plastyczne. W naszych rozwazaniach teoretycznych pominiemy te zjawiska upla-
stycznienia. Traktujemy wysokowartoéciowy beton jako material sprezysto-pla-
styczny o wyraznej granicy plastycznoéci. Doswiadczenia g
wykazuja, e w przypadku elementow zelbetowych przy i)
odksztalceniach charakteryzujacych wyczerpanie noénosci
przyjecie zalezno$ci przedstawionej na rys. 1 znajduje swe
fizykalne uzasadnienie. Takim zaloZeniem poslugnjemy
sie tez w praktyce przy obliczaniu momentu rysujacego.

O i D

- W pracach A. PHILLIPSA, [55}, oraz B. G. NEALA, [48], . (A
analizujacych stany plastyczne konstrukeji oparto sig na AV . E
wykresach materiafu idealnie sprezysto-plastycznego. 5__ 2

L. STABILINI, [68], w pracy na temat plastycznoéei w kon- :

strokcjach inzynierskich stosuje rowniez wykresy mate- Rye. 1

rialowe zloZone z dwu prostych,

2.2. Zalozenia ogélne. Przedmiotem analizy bedzie belka o stalym przekroju po-
przecznym i prostoliniowej osi, ktorej wymiary poprzeczne s3 niewielkie w stosunku
do dhugoéci. Zakladamy punktowe podparcie oraz powolny wzrost obcigzenia
przy czym pomijamy istnienie ewentualnych naprezeni powstatych wskutek wezed-
nieiszego obcigzenia poza obszar sprezysty, tj. samonaprezef. Przyjmujemy, Ze
belka sprezona jest kablem ciaglym o niezmiennej wartoéci sily sprezajacej § =
== const, niezaleznej od odksztalcei doraznych i reologiczoych betonu. Pomijamy

4

Ly
=

=
=
3__

L

dzialanie sil tngcych oraz zakladamy, ze w przekroju nie wystgpuje skrecanie. Po-
mijamy réwniez zmiany wielkosci sity § wskutek tarcia na diugosei belki i przyj-
mujemy; ze skladowa pozioma réwna jest wprost sile sprezajacej. Stosujemy tech-
niczna teori¢ zginania pozostawiajac w mocy zalozenie plaskich przekrojéw.

Zalozenie plaskich przekrojéw przy uwzglednieniu materialu. sprezysto-plastycz-
nego zapiszemy ogoluie (rys. 2): '

2.5 e = dgy,

Rys. 2
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skad
(2.6) &g = Agyy, &= dgy,.
Z rysunku 1 i 2 znajdziemy

dia U'g‘,:Qc 3:%:%—1“}0@3 ypg)
@7 ‘
dla o, — Q. £ =z, = % AP(ya—2,a),

gdzie A oznacza wzajemny obrét 2 przekrojow oddalonych o jednostke diugosei.
Zrownania (2.7) przy zalozeniu E, = E, otrzymamy

Yo—¥ Ya—Vpa
(2.8 4 rg _ pd
) QC Ql'
Zgodnie 7z zatozeniami Y. GUyoNa, [20], rozrézniamy dwa stany pracy ustrojn
SPIEZONEgo .

a) stan bezuzytkowy, w ktérym dziala efektywna sita sprezajaca i cigzar wlasny,
obcigZajacy ustréj w chwili sprezenia,

b) stan uzytkowy, w ktérym poza stanem poprzednim dzislaja obcigZenia uzyt-
kowe,

Rozpatrywaé bedziemy zjawiska zachodzace w stanie drugim w réznych fazach
wywolanych zmiana obciazef uzytkowych przed zarysowaniem ustro;u Z pominig-
ciem czynnika czasu,

2.3. Klasyfikacja przypadkéw uplastycznienia przekrvejow sprezonyeh. Analizujac roz-
klady naprezed w poszczegélnych przekrojach belki spreZonej w stanie spre-
Zzystym i spreZysto-plastyczaym wyodrebnié moina 16 teoretycznie mozliwych
przypadkéw. Zestawiono je na rys. 3.

A ] ¢ ] £ F 6 H J K

<d; 6eQc o<l a Q 4 & 0<Q- @<l op=0:
%<l og<l, 0g<dl; oy~ 04<l; Gg<ly Lar 4 a 4 )
L ] N 0 P R
69(0." 09‘05 ngar Ug*ar ar 0;
07<4, Q Q. arQ; ay<l; og<8-
Rys. 3
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Cztery pierwsze (A, B, C, L obejmuja stany sprezyste, dziesieé (E, F, G, H, I,
M, N, O, P, R) stany sprezysto-plastyczne i dwa (D, K) stany plastyczne. Szcze-
gotowym wyprowadzeniem wzoréw, charakteryzujacych rozklad naprezen dla
przypadkéw typowych (F, G, H), zajmiemy si¢ w p. 3. Pominiemy przypadki pel-
nego uplastycznienia (D, K) pochodzace od naprezen jednoimiennych, ktére nie
wystepuja w praktyce. Przypadki 71 R stanu sprezysto-plastycznego, wywolanego
naprezeniami rozciggajacymi, w clemencie sprezystym wystgpuja bardzo rzadko.
Przypadek ten moze wystapic np. w konstrukeji $ciggu sprezonego.

Dla pozostatych przypadkéw interesujace nas wzory, okreélajace polozenic osi
obojetnej, wielkosé stref uplastycznienia i paprezen skrajnych zestawimy w tablicy 2.
Zostana one wyliczone z réwnai réwnowagi i zaleinodci geometrycznych, analo-
gicznie do przypadkéw F, G i H W koncowej kolumnie zestawimy wartosci
katéw obrotéw wzajemnych przekrojow dla poszezegdlnych przypadkow rozkladu
naprezefi, o ktérych mowa bedzie w p. 5.3.

3. Podstawowe zaleinofci dla przekroju prostokainego

Zajmiemy si¢ obecnie wyprowadzeniem podstawowych  zaleznosci, ktore po-
zwolg nam podaé wzory na rozklad naprezenw przekroju sprezonym w fazie odksztal-
cefi pozasprezystych w zaleznosci od wielkosci 1 przytozenia sity spreZajacej oraz
momentéw pochodzacych od obcigzen zewngtrznych i cigzaru wlasnego. W tym
celu zapiszemy réwnania réwnowagi w stanie elastoplastycznym osobno dla 3 mo-
zliwych standéw uplastycznienia przekroju, oznaczonych w klasyfikacji symbolami
F,GiH

Bedziemy przy tym oznaczali: §= S/b wiclkosci sity sprezajacej na jednostke
szerokoéci belki (b), oraz M = M/b warto§¢ momentu zginajacego od obcigZen
statych i uzytkowych na jednostke szerokosei przekroju belki (b), e mimoéréd przy-
tozenia wypadkowej sil spreZajacych.

3.1, Uplastycznienie w strefie sciskanej (przypadek F). W stanie tym napr¢zenia $ciska-
jace osiagaja warto§é (., polozenie osi obojetnej okresla wielkosé y,, zas wielkos¢
uplastycznienia strefy §ciskanej charakteryzuje warto§é y,,. NapreZenia w strefie
rozciagane] sa mniejsze od granicy plastycznodei na roz- o~y

ciaganie (o, < Q,). Warunki réwnowagi sit 1 momentdw
(z rys. 4) zapiszemy w postaci : )
0, ' o
(31) Qcypg+ 'f(ygﬁgypg)—gdlgdﬁ: 3 = ] .
(32) Qcypg (_“‘2—22')4_"2* (yg""ypg) (5‘ _ypy_ Zo 3ym)+ T 1—
| kv
ouYa (b Va
+ (m — _—) = M—Se. og<lr
2 \2 3 Rys. 4




Warunek plaskich przekrojéow (2.8) dla przypadku F zapiszemy w postaci

Ya _ Vo—¥

(3.3) R
Oy . Qc

Ponadto z rys. 4 zauwazymy, 7e

(3.4) = yg+yd"

Z powyzszego ukladu réwnat, w ktorych Jjako wielko$ci znane przyjmujemy S,
e, M, Q. i h, wyznaczymy interesujace nas wielkogci Yas Yi» Fpy 1 04.
Przyréwnujac wartoéé o, z réwnat (3.1) i (3.3),

(3.5) o = Qc (y.q+ypﬂ)_2S - _ Qcyd
Fa Yo Vog ’
otrzymamy
28 28
y.gﬂ_?ypg+h2_2hyg+g_yg = 0!

skad

5 52 RV EE
. =g x| "”Z”J’“(”” C. )] '

We wzorze tym nieznang wielkoécia okreslajaca polozenie osi obojetnej jest Vg
Przeksztalcajac réwnanie (3.2) do postaci

0.h—8 Sh | hyy  yi, | Se—M
(2" i+ B o. ~°

i podstawiajac wartosci 0y 1 y,, wedlug réwnan (3.5) i (3.6) otrzymamy ostatecznie:

_ SQH-EASh | 90, (Se—MY | (3Q,h-+6S)(Se—M)
O v = 3G T oSy T a0

Jezeli wstawimy wartogé ¥, 2Zgodnie z (3.7) do wzoru (3.6), to dostanigmy:

25\
(S h)2 +9(Se— MY “Se_M)(“E)
+3) + 24

Znajz'ic wartosci yr i y,,p mozemy znalesé pozostate wartodci i tym samym wyzna-
czy¢ rozkiad naprezed w przekroju. '

(8) = ot

[

3.2, Uplastycznienie (obustronne) w strefie $eiskanej i rozceigganej (przypadek ). Przy
oznaczeniach popizednich warunki réwnowagi zgodnic z rys. 5 zapiszemy w po-

staci nastepujace;:

69 QI g, QU g
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h— h -
(3.10) . QCyPH(TyM) + %(y.q"‘ypy) (2 Vg 2 3ym) +

h— —¥
"l"erpd_—Typ'd_%—'_'"*(yd ypd')(2 —Vpa— “J)‘j—3'£) = M —Se.
Waruanek plaskich przekrojow przyjmie postad:
. .o
yg_'ypg ydﬁyptl
Z rysunku 5 wynika ponadto

(3 12) yq_l_yd = h

Rozwigzujac uklad tych rownan wprowadzimy
oznaczenie:

(3.11)

Q.0 = =

Przyrownujgc wartoéci y,, i ¥, Z réwnan (3.9)
i (3.11) otrzymamy kolejno

'ﬂ:+1 23
Yoo = Ve T T e (M
‘skad
' 205+ Q8 040,
e Yne = o0 0—0,

_ 2%(hQ.—S) %Il
TR R

Na tej podstawie mamy

- 20850 0.+0,
(3 14) .:ypdG _ QZ Qg £ Q,.
W celu wyznaczenia poszukiwanej wartodei y, przeksztalcmly réwnanie (3 10).
Po rozwinigciu i uporzadkowaniu wyrazen otrzymamy

h h 2 h
(3.15) y,,g(--i}w%-)+xyp,,(—+”")—91"” T M et3)

-~ (h—y ga)

6 3 3

2

2 _
o :;1(%_14) _ UM —Se)

Q.
Jeieli podstawimy wartosci p,, 1 ¥, okreflone wzorami (3.13) i (3.14), to otrzy-
mamy rownanie drugiego stopnia z uwagi na poszukiwana warto$¢ y, w postaci:

(3.16) [ (D) 1 (1P w(et]l)  w %(x—l—l)z] N

3e—1) 3 3(—1F " 3(x—1) 3 3(x—1)
+[(x~|~1)h n 2(nh—+5)

ho Alxh4s)
A=) Ty

3(2—1) 2 7 (1)

hu(se1-1)
6(2—1)

2u2(h—s)
3(2—1)

e +-

_I_
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wh(x+1) | hx  dE(h—s) 2!1%(%—}—1}“] h(sh-+-5)  4(eh=5)
T 3(ke—1) 6 31 ' 3(—1F |77 G2—1) 30213

232(ht—hs) hP(x+-1) x (52 wh(x--1)%

66—  6(x—1) T T 3E—12  3(x—1)? +
dth(h—s)
e =

Rozwigzanie tego réwnania zapiszemy w postaci ogdlnej

S 52 Se— M) M
] I

{3.17) Votrs = athﬁ_i e [yh2+6h

w ktérym oznaczylismy

L 1 S _
T s R
_ ettt —Sud 11— 9x43
D B (1 ’
—3(e—1)  6(3—n2 1)

BN CES) R 2 u Vi
Wartoéei wspélezynnikéw a, 8, p, 0, ¢ 1 o zalezg od wielkosci #, ktora jest sto-
sunkiem. dwu wielkoéci fizycznych: granicy plastycznoéci na rozciaganie @, do
granicy plastycznosci na éciskanie Q. danego materiatu.

W oparciu o przeprowadzone badania wlasne, [56], [54], oraz zebrane matetiaty
z badaft zagranicznych mozna ustali¢ wartosci » dla rdznych marek betonu. War-
tosci wspdtezynnikdw @, 3, y, ... dla typowych wartosci podaje tablica I.

Tablica 1
# a B ¥ g £ @
0,1250 0,1207 0,8880 0,1889 1,2717 —1,4339 3,2263
0,1000 0,0976 0,90%0 0,1728 1,5060 —1,6597 3,6541
0,0833 0,0819 0,9231 0,1575 1,6869 —1,8302 3,9654
0,0667 0,0659 0,9375 0,1382 1,8900 —2301 87 4,3066

Uwzgledniajac wartosé (3.17) we wzorach (3.13) i (3.14) otrzymamy poszuki-
wane wartodci dla stref uplastycznienia, co pozwala wyznaczy¢ rozktad naprezen
w przekroju. '

3.3. Uplastycznienie w strefie rozciaganej (przypadek ), Przy oznaczeniach podanych
na rysunku 6 warunki rownowagi przybiora postaé:

o (v
(3.18) "Zy” - (ydz Vo) —QYps = S,
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h (yi— h —
(3.19) "g;’ﬂ' (_2__15.)+_Q_9%ﬁ=4_)(§_ypd_ya SJ”pa) -

+er pd‘(
Warunek plaskich przekrojéw ma postac:
(3.20) % . &
Yo Ya—Vpa

Rozwigzujac powyzszy uklad réwnan analogicznie jak
w punkcie 3.1 otrzymamy

. 5 52 5 1z
@3.21) yp,,=—ai[m+zyd(h+@7)-—hz] :

oz
_ 5Q.h*—45h | 9 (Se—M)*Q,
(G2)  ym =130 48 T 2O
: (Se—M)(6S—30,) wt
OISy . Rys. 6

Jezeli podstawimy (3.22) do wzoru na wielkosé strefy uplastycznionej przy roz-
cigganiu, to otrzymamy ostatecznie

i,'2

2,
2 (Se—M)h— 7
8 S h 9(Se—M)? ( Qr)
O you = g, * (Q‘ _‘2") tonrsE T 0,k 1S

Zestawienie wzoréw dla przypadkéw A-J naszej klasyfikacji, wyprowadzonych
w sposéb analogiczny do przedstawionego dla przypadkéw F, G i H podaje
tablica 2 (5.324-325), Oméwienie wzorow kolumny ostatniej podamy w punkcie 3.3.

4. Podstawy teorii standw spreiysto-plastyczaych

Dotychczasowe rozwazania doprowadzily nas przy poczynionych zaloZeniach
do kompletu wzoréw, ktére pozwalaja na zobrazowanie stanu naprezen w prosto-
katnym pizekroju sprezonym dla konkretnych przypadkéw sprezysto-plastycznych.
Nie potrafimy jednak na razie okreflié, ktory przypadek naszej Klasyfikacji
wystapi w rozwazanym przekroju. Innymi stowy — nie sprecyzowalidmy zakresu
wystgpowania poszezegdlnych form rozkladu naprezen w przekroju.

4.1, Zakres wystepowania przypadkéw uplastycznienia. Czynnikiem istotnym dla okres-
lenia zakresu wystgpowania réznych przypadkow rozkladu naprezed w prze-
kroju jest ustalenic wielkodci sily osiowej i momentu, ktdre powoduja w danym
przekroju poczatek uplastycznienia lub przejécie z jednego przypadku uplastycz-
nienia w drugi, '

Abstrahujac od dotychczasowych rozwazafit nad przekrojem sprezonym weZmy
pod uwage przypadek ogdlny obciazenia przekroju sila osiowa N dzialajaca na
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mimosrodzie £ tub, ¢co na jedno wychodzi , sila osiowa N i momentem zgmajqcym
M. Zaleznofci te mozemy zapisa¢ w postaci:

(4.1) : M =N,
(4.2) ' N = S+P,
(4.3) M = M, —Se+Pe.

We wzorach tych P oznacza sile podiuzng zewnetrzng dzialajgca na mimodrodzie
c. S 1 e odpowiednio silg sprezajaca i jej mimoéréd, M, moment zginajacy, pocho-
dzacy od obeiazedt zewngtrznych poprzecznych.

Obszary wystgpowania poszczegéluych przypadkéw rozkladu naprezen przed-
stawimy na wykresach w ukladzie wspéhrzednych N, ¢ oraz &, M. Krzywe granicz-
ne, oddzielajace poszczegdlne obszary wyznaczymy na drodze graficzng] 1 anali-
tycznegj, co umozliwi latwa kontrolg wynikow.

Poszukujemy krzywej granicznej na wykresie N, £, ktorej wspolrzedne reprezen—
tuja wielkodé i mimosrod sily osiowej, powodujacej w danym przekroju poczatek
odksztalcern plastycznych, np. przy $ciskaniu we wiéknach gérnych.

Odidimy w tym celu na osi odcietych w przyjetej skali wartosé @, po stronie
dodatniej i Q, po ujemnej oraz oznaczmy na osi rzednych w gér¢ i w dél po po-
lowie wysokodci rozpatrywanego przekroju. Dla uproszezenia sprowadimy wyso-
koé¢ h oraz wielkos¢ @, do jednodci. Na osiach tych budujemy figure
ABCC'B'A" (rys. 7).

-My 4/
AHiB
Nis vl
e ] ) x 0 1 n=Nfl
a7
A
L3
Alg 2

Rys. 7

Niech powierzchnia BCC'B’' reprezentuje wykres napreZef Sciskajacych przy
pelnym uplastyczoieniv przekroju (przypadek D Kklasyfikacji), zas ABB'A’ pelne
uplastycznienie pochodzace od naprezen rozciagajacych (przypadek XK).

Pragnac analizowa¢ graniczne rozkiady naprezen, powodujace poczatek uplastycz-
nienia, na gorne} krawedzi przekroju wyznaczymy sily podiuine i mimosrody dla
kolejnych wykreséw naprezef, przechodzacych stale przez punkt C, pamigtajac
ie BC = Q.. Jezeli prosta CC’ przesuwaé bedziemy po prostej C’'A’ zachowujac
stale punkt C, to wykreslaé ona bedzie kolejne powierzchnic BC1B'B, BC2B'B
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a7 do BCRB'B, reprezentujace jednoimienne uaprfgzenla Sciskajace w calej wysokoscl
przekroju. B

Przechodzgc dalej po prostej C'A’" az do A' otrzymamy obrazy rozkladu na-
prezen dwuimiennych, przy czym w przypadku wykresu BC3A'B'B na obu
krawedziach wystapi poczatek uplastycznienia (@, na gérnej i @, na dolnej).
Przyjmujac dalsze polozenie prostej CC’ wzdhuz krawedzi A'-A otrzymamy kolejne
stany BC544'B'B i BC16A4'B’B, w ktdrych w strefie rozciaganej powigksza sig stre-
fa uplastycznienia, za$§ pérna krawedZ strefy $ciskanej znajduje si¢ stale na granicy
:plastycznodci Q,. Powierzchnie zakreflane przez obracajaca si¢ wokét punktu C
prosta CC’ reprezentujg warto§¢ osiowej sity N, dzialajacej na powierzchni jedno-
stkowej. Warto$é te dzielimy przez Q, i jako wiclko§é niemianowana N/Q, odkia-
.damy ona osi odcigtych n. ‘ ‘

Gdy prosta CC’ zajmie takie polozenie na prostej 4A4’, przy kibrym pola repre-
zentujace naprezenie $ciskajace i rozciagajace beda sobie réwne, to wartosé odcigtej
n= 0, Przy dalszej wedréwce prostej CC’ naprezenia rozciggajace beda wigksze
od fciskajacych; wielko§é N przybieraé bedzie wartodei ujemne. Niemianowang
wielko$é NyQ, odkladamy na osi odcigtych # po stronie ujemne;.

Na osi rzednych odkladaé bedziemy odlegtoSci $rodka cigzkosci figur zakre-
§lanych obracajaca si¢ prostg CC'. '

741

(I

M, ﬂ,,}'ﬂﬂﬁ'.w_-u ...... _

. ﬂch 1 NG,
G

a’ _ ’

Rys. 8

Reprezentuje on warto$¢ mimosrodu £, ktéry, dzielony przez A, nanosimy jako
1z¢dng wykresu dla odpowiedniej wartosei n. Tak sporzadzona krzywa graniczna
(oznaczymy ja litera ¢) pozwala od razu wyznaczy¢ zakres wystgpowania przy-
padku, w kfdrym na gornej krawqdm naprezenia Sciskajace beda na granicy pla-
stycznosei Q..

W analogiczny sposéb sporzadzony wykres dla punktu A" i prostej 4’4, porusza-
jacej si¢ po bokach ABC i CC’ pozwala wyznaczyé zakres wysigpowania przypadku
0 granicznym stanie naprezen Q, na dolnej krawedzi (oznaczymy go litera a’). Jesli
obie te krzywe ¢ 1 4’ naniestemy na wspdlnym wykresie (rys. 8), to mozemy wy-
odrebnié obszary ‘wystepowania poszczegdlnych przypadkdw uplastyczinienia
w zaleznoscl od dzialajacej sily osiowej i mimo$rodu.
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Obszar'l (na rys. 8 zakreskowany ukosnie) reprezentuje stany sprezyste w calym
przekroju (przypadek 4, B i C). Punkty polozone wewnatrz tego obszaru i na obu
osiach o wspbhzednych (/A1 N/Q, = n reprezentuja wzicte we wlasciwej skali war-
toéci silty osiowej i mimo$rodu, ktére nie powoduja w Zadnym punkcie przekroju
uplastycznienia. Krzywe ograniczajace ten obszar s miejscem geometryczaym
punktow, ktore reprezentujg (w skali) wartosci N i J, wywolujace stan graniczny
poczatke uplastycznienia przekroju na jedme] lub obu krawgdziach. JeZzel punkt
taki lezy na krzywej ¢, to naprefenia na gornej krawedzi osizgaja granicg pla-
stycznosci (o, = Q,), jezeli na kizywej o', to dolna krawedz ulega uplastycznieniv
{og= Q).

Obie krzywe ograniczajace nie naleza do obszaru 1. Zauwazmy jeszcze, Ze omd-
wione graniczne stany uplastycznienia spowodowane zostang osiowa sila Sciska-
jaca, jezeli wybrany punkt lezy na krzywych ¢ lub ¢’ w éwiartce T wykresu lub tez
osiowa sila rozeiggajgaca, gdy punkt lezy na krzywej ograniczajgcej obszar 1 w ¢wiart-
ce II1,

. Punktem charakterystycznym n,, danego wykresu nazwiemy przecigcie obu krzy-
wych ograniczaigeych ¢ 1 ¢'. Wspdlrzedne tego punktu reprezentuja site podiuzna
1 mimosrdd, ktére powodujg poczatek uplastycznienia na obu krawedziach jedno-
czesnie, ,

Punkt charakterystyczny rozgranicza kolejno$é przypadkéw uplastycznienia
przekroju. Dla wartoéci n <C s, stan sprezysty przej$é moze tylko w stan sprezy-
sto-plastyczny typu H(o, = Q,). Dla n = n,,, jak juz méwiliSmy, nastapi uplastycz-
nienic obustronne typu G, o ile tylko { = {[k,,. Dla n > n, moziliwe jest tylko
uplastycznienie typu Flo, = @,). Jest to zrozumiale, jesli uzmystowimy sobie,
e n > ny (przy braku innych sit osiowych N = S) oznacza belki silnie zbrojone,
w ktorych uplastycznienie wystapi w strefie Sciskane] prowadzae do zmiazdzenia
betonu, Nie oznacza to, jak za chwile zobaczymy,.ze przy dalszym wzroicie
mimodrodu £ przy tej samej wartofei n stan uplastycznienia ¥ czy H nie moie
. przejic do stanu G, ti. obustronnego uplastycznienia.

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla TT dwiartki wykresu. Jest
rzecza oczywista, ze w |konstrukecji sprezonej sila rozciagajaca jest rzadkoscia
i moze wystapi¢ tylko w przypadkach specjaluych komstrukcji (np. $ciagdw spre-
zonych), w ktorych wystgpia znaczne osiowe sily rozciagajace. Zauwazymy z rys. 8,
Ze stan sprezysty przy rozeiaganiu moze przej$é tylko w stan sprezysto-plastyczny
typu H, a wykres w tej czeSci nie posiada punktéw charakterystycznych ana-
logicznych do n, w ¢éwiartce L.

- Punkty charakterystyczne majq te wlasnosé, e stykaja sie w nich wszystkie czie-
ry obszary rozkladu naprezen w przekrojach.

Moment graniczny powodujacy poczatek uplastycznienia przy przejsciu z obszaru
1 do obszardw II, III tub IV stanéw spreZysto-plastycznych reprezentowany
bedzie przez powierzchnie prostokatow, ktorych dwa boki leza na osiach,
a przeciwlegly do poczatku ukladu wierzcholek znajdzie sic na krzywej granicznej
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¢ lub & (rys. 9). W istocie M — NE, zatem pole powierzehni prostokatow
(w szczegblnym wypadku kwadratu, gdy NJQ.=E&[h) tak zbudowanych bedzie
przedstawia¢ we wiasciwej skali wartos¢ momentu granicznego.

Wynika stad, Ze warto§¢ granicznego momentu nie okreéla jednoznacznie przejs-
cia do nastepnych obszar6w uplastycznienia. Zdarzyé sig moze istnienie takich
dwu punktéw (jednego na krzywej granicznej ¢, drugiego ma krzywej granicznej
a'), ktérych wspolrzedne dadza jednakowe pola powierzchni (rowne iloczyny),
tzn. reprezentujacych te same wartosci momentéw granicznych.

oh
M,=n,.--£,
My=np "G bi4
s,
£ o RERGESEEN gy ]
St teteletelesi a
.o.o.o.o.o.o,o.o\
.o?-?o?t!o?ofo?t?;\\ s,
fly My New =N,

Rys. 9
Wyktes momentéw granicznych powodujacych poczatek uplastycznienia W prze-
kroju [przejécie od przypadku 4, B i C (stanoéw sprezystych) do przypadkéw spre-
zysto-plastycznych] podaje rys. 10.

m=Mbh*]

1

—of 8 045 05

Rys. 10

Zostal on sporzadzony w ukladzie n, m dla przekroju o stosunku naprezen gra-
nicznych x = Q,/Q, = 0,10 w oparciu o rozumowanie, jakie przeprowadzilismy
przy sporzadzamiu krzywych granicznych w vkladzie n, &fh. Wykres zawiera ana-
logiczne cztery obszary wartofci momentdw w éwiartce I 1 IV ukladu, wywoluja-
cych w przekroju naprezenie w zakresie sprezystym (D) lub jeden z 3 stanow spre-
zysto-plastycznych. Punkt charakterystyczny przecigeia  krzywych —momentow
.. granicznych wypada przy tej samej wartoSci odcietej co do krzywych granicznych

-na rys. 9 (n = 0,445).
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Tablica 2

Zestawienie wzoréw dla okreslenia rozkladu napreied

Symbol Przﬁrpadek PoloZenie osi obojetnej
4 h g Fam SH h
P m AZ Y04 T 12(Se—tty 2
A Sht
C 3 T3 =
o<y oty ° Yay == 12(Se—M) *3
i Sh?
B A %< Yop = Y, T T T 0 (Se i)
o Y & - (Se—M)
* — - —_—
I E é:m = e . h Sh?
ER Yew=%or =3 ¥ a5
& L ASRESQE | (65430.k)(Se—M)
Yor =¥0r T 5(0 h—8) 2(Q —S¥
- N 90, (Se—M)?
2(Q - SP
g s Sh
Voo =1 +ﬁ970;-_- PR 0, -+
G v (Se—n1) |t
Te_—c+o
¢ Q.
‘ wartoict o, 8 ¥, §, & w wg tablicy 1
7 B 50,8 —4Sh  (30,h—635)(Se—M)
Yo Ve T TR 0,0 8) 2(Q,h 8y -
' 90, (Se—I 2
F 2(Q 74 SP
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Tablica 2

w przekroju sprezonym w stanie spreiysto-plastycznym

Wielkosé strefy

Wielkos¢ naprgzen

Kyt wzajemnego obrotu przekrojéw koficowych

uplastycznienia skrajnych
o - —
o'gA = ?._.
6 (Se—M
G'dA = w}—l——}—
6
o+ (Se—D)
’ Oy = Oqy =
—6
= (Se—M)+ s i e
ke 3 1 o, dx
5. — . Apdyx = —
dB dL 1] E [+]
- —6(3 M) ad
- T
S
3 s
S R\ Oay = Cap
+ ( +A»-) + E ¥ J Aepa'x_ﬁ dx =
Q 2 _QeUytyy)- 28 B Y,
o Se—M)? vk -
©j—sy _ L f | d
¢ y o E,) Ax'4Bxt1.C| Dy [EA F(Axt B +O)
25 k) T agF _ Qa 0
(Se—M) Bt —— B
Q.
(Qf—5)
2005408 | :
P.‘JG’ _ Q a_Q ) - .)'-
Qc+ Qr o g tfa T
o8 Q Tg == Mo J'A p ch D odx
y — — = B ——
B 2Q,.(S—-Qck) o, = 0, ? E, at-blex® gt
me = gipp ° "
.,
Q.+0,
5 s
R Ry
iy iy Qi"
iz 1]
(m.__,w) Tog — Coy = f/iq;dx _ o ] -
O, (g typp28 | 5 =
_M + Yy Ha
Q,h+5) o - 0 j dx
: '[ _ — —_ ——
3 (Se—) (k_ %S) dg Ay T E,J A BCyD+ [E-{--F(Ax‘-i—B.xE—t‘C)]%
(0,h+5)
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Oznacza to, ze przy warto§ciach N/Q, = n > 0,445 najpierw wystapi oplastycz-
nienie typu F, co juz stwierdzilismy przy rozpatrywaniu krzywych granicznych
(rys. 8).

Dla osiowych sit rozciagajacych otrzymujemy obraz obszaréw w Cwiartce IV,
Momenty te sa dodatnie. Podobny przebieg bgda mialy krzywe graniczne momen-
téw njemnych sporzadzonych dla punktéw 4 i €’ w éwiatce IT i TIT. W ten sposdb
wykres obejmic wszystkie 16 mozliwych przypadkow rozkladu naprezen ujetych
nasza klasyfikacjy. Zbiorczy wykres wszystkich obszaréw podaje na koficu roz-
dziatu rys. 16.

Obszar II (na rys. 8 zakreskowany poziomo) reprezentuje stany sprezysto-pla-
styczne odpowiadajace przypadkowi H klasyfikacji, tzn. uplastycznienia w dolngj
rozciaganegj strefie przekroju. Obszar ten ograniczajg krzywe graniczne ¢ 1 @’ o war-
toéciach odcigtych n << i, z tym zastrzeZzeniem, Ze krzywa a’ nalezy do obszaru IT,
natomiast kyzywa. graniczna ¢ nalezy do sasiadujacego obszarn IV (przypadek G
obustronnego uplastycznienia), Punkty lezace wewnatrz tego obszaru i na krzywej
ograniczajacej @’ wyznaczaja réwniez wierzcholki prostokatéw, ktorych powierzehnie
© reprezentuja momenty powodujace stan sprezysto-plastyczny typu H.

Obszar Il (na rys. 8 zakreskowany pionowo) reprezentuje stany sprezysto-
plastyczne dla przypadku F. Ograniczaja go krzywe graniczne 4’ i ¢ o wartosciach
odcigtych 1 >n > n,,, z ktorych ¢ nalezy do obszaru III. )

Obszar IV (na rys. 8 niezakreskowany) reprezentuje stany obustronnego upla-
stycznienia (przypadek G). :

Ograniczony jest on od dotu krzywymi granicznymi &' i ¢, ktdre naleza do tego.
~ obszaru. Obszar ten jest micjscem geometrycznym punktéw, ktorych wspotrzedne
" reprezentuje w skali wartosci N 1 & wywolujace w przekroju sprezonym obustronne,
réznoimienne uplastycznienia,

Punkty fe wyznaczajg réwniez powierzchnic reprezentujace moment powodumcy
w przekroju stan uplastycznienia dla przypadku G.

W kazdym z omdwionych wyzej obszaréw wazne sy whasciwe dla danego przy-
padku wzory zestawione w tablicy 2.

Sporzadzajac wedtug tych samych zasad krzywe graniczne dla punktéw A i C”
(figury na rys. 7), otrzymamy symetryczne do rys. 8 obszary od I do IV usytuowane
w Il i IV éwiartkach (rys. 11). Wykresy te reprezentuja rozklady naprezen wyste-
pujace np. w przekroju belki wspornikowej. Krzywe odnoénych momentow gra-
_ njcznych przebiegaé beda w ukladzie m, n w 111 I1I éwiartce (por. rys. 10). Dyskusja
zakresow poszezegdinych obszardw bedzie analogiczna jak dla krzywych punktdw
C i A, nie bedziemy jej wige powtarzali.

Pozostajg jeszcze przypadki uplastycznienia przekroju p1zy jednoimiennych
naprgzeniach (przypadek F, I klasyfikacji). Wykresy krzywych granicznych tych
przypadkéw przedstawia rys. 12, Sa to wykresy sporzadzone dla punktéw B i B
figury na rys. 7. Stan sprezysty reprezentujg proste poziome rdéwnolegle do osi
~ odcigtych. '
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Punkty charakterystyczne wystgpuja przy naprezeniu granicznym wywolujacym
poczatek uplastyczaienia (o, = @, 6, = 0, dla punktu B’ lub ¢, = Q,., 6, =0,
dla punktu B) na przecigein z odpowiednimi wykresami dla punktéw 4, C, C'i 4".

Wykresy dla punktu B przebiegaja w éwiartce 11 i IIT dla punkta B’ w 1 i IV,
Nie sa to jednak krzywe graniczne uplastycznienia, a jedynic punkty charak-
terystyczne sg [granicznymi dia poczatku uplastycznienia przy naprezeniach jedno-
imiennych.

Stany plastyczne wystapia dla n>>n,,.

thy

)

Rys. 11

~ Dla zilustrowania sposobu odozytania naszych wykreséw wezmy przykladowo
- warto$¢ stata n — 0./4 = 0,25 dla stosunku % = 0,1 (rys. 13) i przefledzmy stany
rozkladu naprezeti w przekroju przy zmianie wielkodci mimoérodu /A,
Dia wartoéci £fh w przedziale 0<([h<C0,23 wystapia w przekroju stany wylacz-
nie sprezyste o naprezeniach jedno i dwuimiennych. Gdy wielkos¢ [/h przybieraé
bedzie wastodei 0,23<(/h<C0,41, w przekroju wystapi jednostronne uplastycznienie

C/f:4 :
Pl i Q’ -------- O—
a1} Ky e
ofih et e ’ n=N/G,
‘\‘CF_-__W--__V__—"“o‘d" -
Rys. 12

(przypadek H). Wielko§¢ tego uplastycznienia i polozenie osi obojetnej (y,; oraz
y4). odczytamy stosujac wzory tego przypadku z tablicy 2. Dla {/h=>0,41 wystapi
obustronne uplastycznienie, ktérego wartosel (Ppas Yoy 1 ) odozytamy stosujac
wzory przypadku G. Mozemy jeszcze wyznaczyé warto$¢ momentu granicznego.
Wyniesie on (W skali wykresu) na granicy uplastycznienia strefy rozciggane] M =
=Q,/4 &[h = 0,25:0,23 = 0,0575. Moment graniczny obustronnego uplastycznie-
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nia (przy wartoéci sily osiowej jak poprzednio n = 0,25 wyhiesie M = (,25-0,41 —
— 0,1025).

W ten sposOb majac sporzadzone krzywe graniczae przy danym stosunku x =
= Q./0, mozemy znajac warto§¢ osiowej sity 1 momentu od razy podaé stan roz:
ktadu naprezefd i wyliczyé ich konkretne wartosci.

Majae gotowe wykresy dochodzi sig szybke do konkretnych wartofei rozkladu
naprezefh w stanie sprezysto-plastycznynt. Jedyna trudnoéé moze stanowié ustalenie
dla danego materiatu wartosci O, i @,, kiére wyznaczyé nalezy do§wiadczalnie.

Wryznaczenle krzywych granicznych metoda graficzna wymaga do$é znacznego
nakladu pracy, a krzywe te musza byé wyznaczone dla kazdego stosunku x% =
= 0,/Q. osobno, Nie trudno zauwazyé, Ze sa to krzywe pierwszego. i drugiego
stopnia. Réwnania tych krzywych wyprowadzimy obecnie analitycznie, przy czym
ograniczymy sig tylko do wykresu w ukladzie sifa osiowa, moment, sprowadzonym
do wielkogel

=i Y
Ze wzoru (4.1) mamy
(4 4) = mfn = {[h.

Rozwazmy krzywq graniczng (I (por. rys. 10) dla punktu C (rys. 14). Dla odkszta}cen
sprezystych (na prawo od CA") warunek granicznego rozktadu naprezefi ma postaé

N  6M
%= Q=g T 48 4 ]

Wprowadzajac oznaczenia (4.4) napiszemy

(4.5) : —-—(Qc ),
(4.6) £= 6(%‘_1).

T
i
1
'
i
1
1
I
'
I
)
1
1
I
i
1
\
i
3
i
1

W ukladzie wspélrzednych s, m réwnanie
(4.5) przedstawia prosta, ktéra przecina of
odeigtych w punkcie 1 = Q, (co odpowiada polu
CC'B'B), of rzednych w punkcie m = Q,/6.
Zakres jej ograniczony jest odcinkiem CA’' wytyczajacym pole BCA'B’, dla
ktorego n = (Q,—0,)/2. Bedzie to zatem odcinek «krzywej gramicznej» ¢ w za-
kresie sprezystym

Rys. 14

AQc;Qr<n<Qc.
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Dla zakresu pozasprezystego

0 <n<c Tl Qc— Qr
warunki rownowagi sit i momentéw (dla figury CDA'B'B wzgledem osi przekroju)
napiszemy w sposdb nastepujacy:

N— 313'1&' (0. +0)-bh0,,

b, h DA

Podstawiajac (4.4) i eliminujgc AD’ z powyiszych réwnad otrzymamy

2 (nt0)"
3 0.+0, ,
OtrzymaliSmy réwnanie paraboli przecinajacej of odcigtych w punkcie n = —@,,
ktéra osiaga swoje maximum dla n = (3Q,—50.)/8.

Krzywa graniczna ¢ sklada si¢ zatem z odcinka parabolicznego i prostoliniowego,
ktorych réwnania wyznaczylismy, (4.7) i (4.5). Jej zakres przy zalozenin odpowied-
niego » pokrywa si¢ z krzywa graniczna dla punktu C, wyznaczong graficznie na
rys. 10.

Analogicznie dochodzimy do réwnah krzywej granicznej o’ dla punktu 4’, ogra-
niczajacej obszar uplastycznienia przy rozqugamu

odcinek prostohmowy

@1 m= 2 (+-0) —

4y m=g@tn da -0 <n<@il
odcinek i)araboliczny

4.9) m= —%(n —0)— § (Zc +Qér dla ﬁchQ,.
Krzywe graniczne dla punktéw C'i 4 (rys. 14) wyznaczone analitycznie na tej
samej drodze maja réwnania:
krzywa graniczna ¢'(punkt C)

<n<Q,.

4.10) m= —~~£(Qc—n),
- _ L 2 (1+0)°
@.11) m= - ro)+2 oo
krzywa graniczna a (punkt A):
412 m= —%(HQ,),
‘ 1 2 (n—0)
“.13) m=5@=0)+3 55 +Q,.
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Zakres stosowalnodei réwnan odcinkéw prostoliniowych ograniczony jest kazdo-
razowo poczatkiem uplastycznienia strefy $ciskanej lub rozeiaganej (Q. — Q,)/2.
Dla naprezen jednoimiennych, odpowiadajacych wykresom sporzadzonym dla
punktu B (rys. 12), zakres sprezysty strefy sciskanej i tozcigganej (obejmujacy
figure BA'C’, rys. 14) napiszemy

skad
(4.14) m=—— dla —Qi<n<Q°

Dla zakresu pozasprezystego strefy Sciskanej (figura BEC'B’) przy wartosciach
n>Q.2 réwnania réwnowagi mamy

N = bhQ, 0.CE

b (h CE

skad otrzymamy

2 (@ —nf Q.
3 g dla 7<-n<Qc.

Dla zakresu pozasprezystego strefy rozciaganej (figura BFA’B’) otrzymamy
analogicznie

(4.15) = ——(Qr n)+3

2 @ tny
370

Rownanie (4 15) przedstavvla pa,ra,bolq w éwiartce 11 przecinajaca o$ odcigtych
w punkcie (Q,,0) i przechodzaca w punkcie Q.2 w prosta (4.14), przecinajaca
poczatek ukladu i laczaca si¢ w éwiartce IV w punkcie —@,{2 z parabola (4.16),
ktéra z kolei przecina of odcigtych w punkcie (—Q,;0). Przebieg tej kezywej b
ZazZnaczono na rys. 16 linig kreska-kropka.

Analogiczne réwnania dla krzywej 5" odpowiadajacej wykresom dla punktu B’
przyjma postac:

o,

(4.16) (Q,+ ) dla —Q,<n<—=r.

dla zakresu spreZystego

' R
(4.17) me=-r
dla zakresn pozaspreZystego strefy Sciskanej
1 B
(418) . m = ?(Qc_ ?“ Qcﬂi, .]eéh Qc < n< Qc H
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*_'dla zakresu pozaspr@iystego strefy rozcigganej

2 (@Any
2.

W oparciu o wprowadzone réwnania podano na rys. 16 zakres wartosei n, m od-
powiadajgcych okre$lonym formom wykresu naprezen. Dla lepszej czytelnodci ry-
sunku skalg rzednej m zwigkszono dwukrotnie. Obszar czysto sprezysty (zacie-
niowana na obwodzie figura rombowa) ma, jak widaé, do$é ograniczony zasieg.

Wykres na rys. 16 zawiera lacznie 16 obszaréw odpowiadajacych naszej klasy-
fikacji, podanej w p. 2.3, co wyczerpuje wszystkie mozliwe postacie rozkladu
naprezen,

@19  m= w——(Q,—i— Mty dla Q< n<—Q,2.

=1

V.

Rys. 15

Jedli rozpatrywaé bedziemy np. widkna gérne przekroju, to zauwazymy naste-
pujace 4 stany (rys. 15): .
“a) uplastycznienic przy Sciskaniu (obszar powyiej krzywej ¢) odpowiada przy-
padkom D, E, F i G (rys. 3} oraz prostej CC" (rys. 14);

b) stan sprezysty przy sciskanin (obszar pomigdzy krzywa ¢, b) odpowiada przy-
padkom A, B, H i M oraz prostej BC:
"¢) stan sprezysty przy rozciaganiu (obszar pomlqdzy krzywa a, b) odp0w1ada
przypadkom C, I, L, N oraz proste_] AB:

d) stan uplastycznienia przy rozmagamu (obszar nizej krzywej a) odpowiada
przypadkom K, O, P i R oraz prostej AA’.

Dla witkna dolnego uzyskamy podobny zakres obszaru, a poniewaz kazdemu
z obszaréw wibkna dolnego moze odpowiadaé kazdy z 4 obszaréw dla wiékna
gbrnego, dochodzimy znowu do cyfry 16 mozliwych postaci rozkladu naprezen.

Zauwazymy jeszcze, ze obszar lezgcy jednoczesnie poza krzywymi ¢ i ¢’ (rys. 16),
reprezentujacy przypadek D, zredukuje sie do punktu (Q,, 0) (odpowiada to figurze
BCC'B’ z tys. 14) oraz analogicznie dla przypadku K (figura ABB'A") do punktu
(_Qr: O)'

Na rys. 13 podaliémy wykres krzywych granicznych wyznaczonych na drodze
graficznej w ukladzie n, {/h. Réwnanie tych krzywych mozemy z latwoscia otrzy-
maé dzielac obie strony odpowiednich réwnan dla krzywych momentéw granicznych
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przez #. Pamigtamy bowiem, ze zgodnie z (4.1) M = NC. Rownania tych krzywych
podano na rys. 13, przy czym oznaczono je tymi samymi literami co na rysunku.

Krzywe a, b, a', b’ w ukladzie », {/h staja sie dwugaleziowe z uwagi na zmiennos¢
znaku rzednych przy przejéciu od dodatnich do ujemnych wartoSci n. Przy
n+ 0,0 przy n — — 0, > — o0. Qdpowiada te dziataniu czystego mo-
mentu zginajacego.

Zakres sprezysty naprefen jednoimiennych w tym ukladzie przedstawia proste
réwnolegle do osi odcietych, kidre wyznaczaja obszar rdzenia przekroju w ujgciu
klasycznym.

Rzodne punktéw charakterystycznych w ukladzie »n, m znajdziemy z latwosciy
na drodze analitycznej przyréwnujac wartoéci # i nastepnie m z rownan (4.5) i (4.8)
lub (4.7y i (4.9); stad otrzymamy

o Qc“ QI‘ _ Qc+ Qr
(A A |

W ukladzie », {/h rzedna punktu charakterystycznego otrzymamy dzielac przez
siebic wartoéci m/n zgodnie z (4.4), skad dostanicmy '

fmgp=lLte
2.~ 0.

Jak pamigtamy, wspélrzedne te spelniaja warunek réwnoczesnego poczatku
uplastycznienia w garmym i dolnym widknie i w tym sensie beda to wspélrzedne
punktu osobliwego, W analogiczny sposob dojdziemy do wartodci wspdlrzednych
drugiego punktn osobliwego, lezgcego na przecigeiv krzywych granicznych ¢, a
w ¢wiartce II wykresu.

4.2, Nosnoft gramiczna przekroju. Zakres stosowalnofei feorii. W omowionej teorii
stan6w sprezysto-plastycznych wyodrgbnili$my zakresy poszezegdlnych przypadkow,
nie analizujac jednak mozliwosci wystepowania w praktyce wszystkich form wykresu
naprezen. Zalezy to w duzym stopniu od cech fizycznych uZytego matetialu oraz
czynnikéw zewngtrznych, wywolujacych stany naprezenia w przekroju. Wywody
teoretyczne moga byé w zasadzie stosowane do dowolnego materiatu o odpowied-
nich granicach plastycznoécei @, 1 9, ; w dalszych jednak rozwazaniach ograniczymy
sig do ri)rzakroju betonowego. Podkreslmy od razu, ze analizujemy stany naprezen
w samym betonie nie uwzgledniajac armatury. Wynika to z podstawowego zalo-
Zenia rozwazania standéw przed zarysowaniem.

Z praktyki wiadomo, 7e wyczerpanie nosnoéci betonu nastgpuje przy okreslo-
nym stopniu uplastycznienia powodujac zerwanie ciagloéci ofrodka (naruszenie
sp6jnoéci materiatu) przez zarysowanie lub zmiazdzenie. Teoria dotyczaca stanéw
przed zarysowaniem nie zajmuje sig péZniejszym rozkladem napregen, w ktérym
wkracza do akeji armatura (ustalajac nowy stan réwnowagi naprezen). Stad zary-
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sowanie przekroju réwnoznaczne bedzie w naszym przypadku z wyczerpaniem
noénosei. '

" W praktyce rozwazania nasze beda mialy zastosowanie bezpoSrednie do okre$-
lania noénodci ustroju sprezonego bez pomocy armatury lub stabo zbrojonego,
w ktérym zerwanic armatury nast¢puje jednoczesnie z zarysowaniem. Dla innych
przypadkéw teoria nasza pozwala wyznacza¢ tylko moment rysujacy lub moment
niszezacy przez zmiazdzenie strefy Sciskanej, nastgpujgce przed zarysowaniem. Dla
ustrojéw pelno-sprezonych (fj. takich, w ktérych nie dopuszezamy do zarysowa-
nia) stanami granicznymi sa wiadnie stany objgte bezpoérednio teoria.

Okreélenie stopnia uplastycznienia, ktére spowoduje zniszczenie przekroju, zwia-
zane jest z przyjeciem odpowiedniej hipotezy zniszczenia. Doswiadczenia wykazaly,
e osiagniecie przez skrajne widkna granicy plastycznodci nie wyczerpuje nosnosci
przekroju. Analogicznic do hipotez wytgZenia, stosowanych przy wyznaczaniu
wytrzymatoici materiaty, musimy przyjaé dla naszych rozwazan odpowiednia hi-
potezg zniszezenia, Badania laboratoryjne pouczaja, e zniszczenie nastgpuje, gdy
uplastycznienic osiagnie dostateczny zakres strefy Sciskanej lub rozcigganej.
Wielko$¢ te przyjeto okreslaé wspdiczynnikiem wypelnienia bryly naprezen «.
Wyznaczenie tego wspdlezynnika mozliwe jest na drodze do$wiadczalnej lub teore-
tycznej przy przyjecin, jak juz wspomnieliémy, odpowiedniej hipotezy nosnosci
granicznej.

Omoéwimy najpierw podejicie teoretyczne (na drodze analitycznejii graficznej),
a nastepnie zobaczymy, jak wiclko$é t¢ moina wyznaczyé do$wiadczalnie.

Najogdlniejsza hipoteza zmiszezenia przyjmuje pelne upla-

stycznienie strefy $ciskanej 1 rozcigganel. Warunki granicznej Q
rownowagi mozemy hapisa¢ (rys. 17) w sposéb nastepuiacy: )
7 n= Qeypg erpd (QC+Q )ypﬂ Qr’ :i'\
skad T

poo— ”*Qr o
o §2c4W£2r =
™
oraz
&

- @) o

Po podstawieniu odpowiedniej wartoci na y,, otrzymamy

I (+0)

. 1

oraz

: 0 1(”%)"
A
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. Jest to réwnanie paraboli, ktéra w ukladzie wspolrzeduych », m naniesiona jest
na rys. 16. Przechodzi ona przez punkty (Q,, 0)i (Q,, O) oraz osiaga maksimum dla
m= (0,108 i n=(Q.— 0)f2. Analogiczny wykres uzyskamy graficznie
przesuwajac prosta pozioma 4'C’ (rys. 7) ku gérze az do polozenia AC. Zakredlane
pola dadza kolejne wartoScl n, {fh, ktére naniesiono na rys. 13 jako obwiednig
wszystkich mozliwych warto§ci. W uktadzie n, m pokrywa sig ona z wykresem
ujetym analitycznie wzorem (4.20). Symetryczne gatezie wykresow uzyskamy przy
zamianie znakdw naprezen (Sciskanie we widknach dolnych, rozcigganie w gor-
nych). Hipoteza ia zaklada réwnoczesne osiagniccic pelnego uplastycznienia strefy
fciskanej 1 rozciaganej. '

Blizsza rzeczywistoSci bedzie hipoteza przyjmujaca zgodnie z dos$wiadezeniami
pewien stopied wypelnienia bryly naprezed (rys. 18), okre$lany wspdlczynnikiem e,
Wartoé¢ tego wspdlczynnika okreSla stosunek powierzchni pdl BCDO/BCEO.

Stosunek ten moZe byé rézny dla naprezen Sciskajacych i rozeiagajacych, powo-
dujacych uplastycznienie, zawsze jednak bedzie sig wahat w granicach 1/2<a-<1.

8 & ¢

b
[
i
i
|
|
!
|

Rys. 18

Przyjmujac hipotezg zniszczenia opartg na wyzej zdefiniowanym wspdlczynniku e,
okreslimy teraz zakres stosowalnoscl teorii dla réznych standéw uplastycznienia.

Dla obustronnego uplastycznienia przekroju (przypadek G) przy zalozeniu jed-
nakowej wartodci o na Sciskanie i rozciaganie otrzymamy (por. rys. 18)

p
ypg+ _Q_ﬂig?i
421 = o,
( ) ypy —I_ Qc tg ¥
skad
(4.22)" tgp = Znld=®)

"o

Réwnanie réwnowagi sit przyjmic w tym ukiadzie postaé:
1.
= ypy(Qc+Qr)_Qr+ E(Qc +Qr)2 tg P.

Podstawiajac (4.22) dojdziemy do postaci
Iy ‘ < + ¥ I—
(4.23) 7= P Qe C) *%ﬁ) —0,.
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Otrzymamy stad interesujaca nas wielko$é granicznego uplastycznienia powodn-
jacego zniszezenie:

n+0,  Q,(a—1)
4,24 = P )
( ) . ypy Q0+Qr an+QJ'(I—a)
Warunek réwnowagi momentéw w przekroju (rys. I8) napiszemy w postaci
nastepujgeei:

m= yp(Q.+0,) (I"Ty"i) + % (@40 )P tgy [% ~Vpg— é (Q,4+0)tg f.v]-

Podstawiajgc wartosci y,, (4.24) i tg ¢ (4.22) dojdziemy po przeksztalceniach
do wzoru

1 £ (nt+0.2
(4.25) m=50tQ)-5 2010

w ktérym oznaczono

ﬁ — (20‘.—1) Qc[Qc +2(1_Q)Qr] _|__4(1 Lﬁa)g (Q0+Qr)2
[Qcat-(1-a)Q,F Qo+ (1—a)Q,

Wprowadzajac jak poprzednio oznaczenie » = Q,/Q,, otrzymamy po podziclenia
licznika 1 mianownika przez Q2 postaé ostateczna

(4.26) B — Qo—D 14221 —a)} 4(1—|—pc)ﬁ(1_¢:c)¥2

’ [ot% (1—a))? fa+x(l—-a) *

Dla wartpsci % = 0,1 (jak na rys. 16) oraz ¢ = 0,7 otrzymamy § = 1,7076/1,5987 =
= 1,067 = 1,07

- Réwnanie (4.25) przedstawia parabol¢ polozong wewngtrz paraboli okreflonej
wzorem (4.20), Jej maksimum wynosi m = (Q,+Q,)88 przy wartosci n = (Q,+
+0Q)26—Q,, przecina ona of n w punktach n = —Q, oraz n = 1 180 .+ 0,)—
—@,. Naniesiono jg na rys. 16 oznaczajac litera p,.

Dla uplastycznienia -obustronnego przy Sciskaniu w dolnym widknie (przypadek
O Xklasyfikacji) otrzymamy parabole symetryczng oznaczona p' o

Dla danego stosunku wypelnienia bryly naprezen (np. o = 0,7) istnicje takd
osobliwy stan obustronnego uplastycznienia, ktéry wywoluje zniszczenie jedno-
cze$nie w strefie dciskanej i rozciaganej (wyjasnimy to lepiej przy omawianiu
graficznej metody wyznaczania zakresu stosowalno$ci teorii).

Podane wzory (4.24) i (4.25) dotyczylty waronku zniszeznia (zmiazdienia) gornef
strefy Sciskanej. Wzory na warunck zniszczenia (zarysowania) dolnej strefy roz-
cigganej otrzymamy na tej samej drodze zamieniajac wartosci —0, na @, i —Q,
na Q.. Otrzymamy w ten onséb'

+

_ f (n—Q.F
4.27) : f( Q)+ 2040,

Warto$¢ §’ obliczymy ze wzoru (4.26) podstawiajac zamiast % wielkosé ' = 1 [ =
= 0./Q,. Dochodzimy stad do wykresu paraboli, ktéra oznaczyliémy na rys. 16
przez p, i parabolg symetryczng p..

22 {3) Rozprawy Inzynierslkie 337




- Wielko$é f przy powyzszych wartosciach liczbowych wyniesie §° = 51,96/41,07 =
= 1,265. ' '

Obie te krzywe stosowaé mosna tylko dla stanéw obustronnego uplastycznienia,
a wige powyzej krzywych &' i ¢ (na rys. 16). Zauwazymy przy tym, ze prawie na ca-
tym odcinku obustronnego uplastycznienia najpierw wystapi zhiszczenie spowodo-
wane zarysowaniem (krzywa p, i p.), a jedynie na niewielkim odcinku przy du-
zych wartoéciach # najpierw wystapi zmiaZzdZenie. Punkt przecigeia kreywych p,,
i p. (reprezentujacy jednoczesne obustronne zniszczenie) zalezny jest od wartosci
wspblczynnika o, ktéry przyjelismy jednakowo dla Sciskania i rozciqgania. Przy-
jecic wiekszej wartodci ¢ dla rozciagania uzasadnialaby obecnodé armatury. Przy
rosngcej wartosci wspdlezynnika « parabola p, podnosi si¢ i dla wartosci a =1
réwaiez § = 1, a wzdér (4.25) przyjmuje posta¢ wzorn (4.20). ‘

B =0 C ‘ %<l
1 :
p= )
- =
4 L
X
4 : L
oy o=l
Rys. 19 Rys. 20

W strefie jednostronnego uplastycznienia (typu F, H, N i P) warunki réwnowagj
okre§limy z rys. 19 i 20.
Dla przypadku F (rys. 19) otrzymamy

1
(4.28) n= 0~ 5 (1=7y)" clg 9,
oraz

11—y
(4.29) m = (Q,—n) (5 — #—3&"4)
przy czym
(4.30) (2010,

ctgy = .
89 =2y,,0—0)
Podstawiajac (4.30) otrzymamy po obliczeniach

0, (1—2a) 1 (1—2a)
(4.31) o= 1o lTypg+E +'_4j}pg J:

a stad wiclko§é granicznej strefy uplastycznienia da si¢ wyrazié wzorem

_ 2n(l—a)—Q, 2m(1—a)—0, 2~ ]1.'2
T = {1—20)Q, :l:[( (I—20)3, ) 1 .

(4.32)
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Jedli teraz podstawimy warto$é (4.32) do réwnania réwnowagi momentow (4.29),
to otrzymamy réownanic krzywej granicznej stosowalnosci teorii dla przypadku F.
Postepuige podobnie dla przypadku uplastycznienia H (rys. 20) otrzymamy réwna-
nie krzywej granicznej dla zarysowania w postaci

(4.33) m= (n+Q.-)( lgy”d —%)',

gdzie znown

_ 2n(l—a)+Q, 2n{l—a)+0Q, 2_ ]”2
4.34) Yt = 00 10, i[( (2e—1)Q, ) o

Réwnania (4.29) i (4.33) okreslaja krzywe ograniczajace stosowalnos$é naszej
teorii przy « = 0,7 w zakresie przypadkéw Fi H oraz NiP. Pozostaje jeszcze
okreflenie stosowalnodci teorii przy jednostromnym uplastycznieniu typu E i 7
lub M i R, tzn, wewnairz obszaru ograniczonego krzywymi b 1 b’

Dla naprezent jednego znaku przy wypelnieniu bryly naprezen poza wartoécia
a = 0,7 musimy przyjaé pewna hipoteze wyczerpania nosnosci przekroju. Wydaje
sie rzecza uzasadniong przyjecie hipotezy zilustrowancj
na rys. 21, N— o O

Z chwila osiagnigcia uplastycznienia granicznego (od- |-
powiadajacego stosunkowi a) na calej wysokodci prze-
kroju (figura BCKB' rys. 21} dalszy wzrost uplastyczaie-
nia ilustrowad bedzie prosta KB' obracajaca sig wokot
punktu K az do polozenia KC'. W ten sposob wartodé
Vpy mie bedzie nadmiernic wzrastaé przy malejacym
obszarze sprezystym, co jest zgodne z praktyka. Gra-
niczng wartos¢ y,, (odcinek CK) okreslimy

?p& = I“Qc tg?’,
skad po podstawicnin tgg ze wzoru (4.22) otrzymamy
(4.35) Vpy = 20— L.

[

Réwnania réwnowagi dla tego stanu (np. dla figury BCKLB’) pozwidla nam
wyznaczy¢ réwnania krzywych stosowalno$¢ teorii dla tego przypadku w postaci

1 —
n= QC_E(I _ypg)2 tg'lj),
— — 1 I '_J_”pg
m=(Q, ”)('“2“—_3—" ,
skad po podstawicnin (4.35) otrzymamy

(4.36) m=@.-n| ;2072
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oraz dia rozciagania

(437) m = (Q,n) [2—“{&)—%]

Sa to réwnania prostych przechodzacych przez punkty cdpowiednio (O, 0)
i(—Q, 0).

OtrzymaliSmy zatem krzywa ograniczajaca zakres stosowalnodci teorii przy za-
fozeniu wartodci %, Q. i 0,. Okresla ja 6 réwnan: dwa w stanic obustronnego
uplastycznienia, (4.25) i (4.27), po jednym przy jednostronnym uplastycznieniu,
(4.29) 1 (4.33), oraz po jednym dla uplastycznienia przy naprgzeniach jednoimiens
nych, (4.36) i (4.37). Symetryczng krzywa w ukladzie n, m otrzymamy w ¢wiartce
11 i IIT (rys. 16) oraz w ukladzie », {/h w éwiartce 11 i IV (rys. 13).

Znacznie proéciej dochodzi sie do krzywych ograniczajacych zakres stosowal-
nodci teoril przy danym wspdiczynniko « na drodze graficzne.

Wartosé wspélczynnika o z rys. 18 mozemy okredlié w sposdb nasigpujacy:

. erydeerr(yd Zypd) | .
. — B
(+.38) “ b0, vs 2 t 2y’
skad przy ustalongj wartodci a (np. a = 0,7) otrzymamy y,; = 0,4 y,.
Pozwala to na wyznaczenie punktdéw T1i U’ (rys. 22a i 22b), z ktérych poprowa-
dzony pgk prostych wyznacza kolejne rozklady naprezef w przekroju o danym
stosunku a.

a b
- T
A B ¢ r Hﬁ _£
/D U"@c /
yg[ }y"ﬂ
’ og<-Gr
0'g<ac ’ 3

U'Jhé 3 ym‘ﬁ 1 iy = i\

A g ) L A g c
Rys. 22

Pek prostych przechodzacych przez punkt U’ zawartych migdzy prostymi U'T
i U'A okreila graniczne rozklady naprezen, powodujace zniszczenie przez zaryso-
wanie strefy rozciaganej. Na wycinka U'T do U’'C wystepuja obustronne uplastycz-
nienia [obszar powyzej krzywych & i ¢ (rys. 16) oraz ponizej kizywej a = 0,7.},
wycinek U'C do U’B reprezentuje uplastycznienie jednostromne typu H (obszar
powyiej krzywej @ oraz ponizej krzywej & = 0,7 i krzywej ¢); wycinek U’'B do U'A4
ilustruje jednoimienne uplastycznienia od rozcmgama (przypadek 1) przy hlpotczw
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zniszezenia nieco odmiennej od opisanej przy rys. 21, co jednak wplynie tylko
nieznaczmnie na przebieg krzywej. Dla powyzszych 3 zakreséw (odpowiadajacych
3 réwnaniom przy wyznaczaniu krzywej granicznej waznosci teorii na drodze anali-
tycznej) obliczymy wspdtrzedne krzywej stosowalnosci teoril analogicznie do spo-
sobu podanego wyzej.

Proste przechodzace przez punkt U, lezgce poniZej U7, okredlaja rozklad naprg-
7ef, w ktorych juz nastapifo zniszczenie przez zmiazdzenie strefy §ciskanej i stad
stany graniczne tego obszaru wyznacza pek prostych, przechodzacych przez punkt
T (rys. 22b). Kolgjne wycinki peku (TU'-TA', TA-TB', TB'-TC") odpowiadaja
analogicznie 3 typom rdwnan przy zniszezeniu przez zmiazdzenie strefy dciskanej.
Prosta TU’ charakteryzuje punkt osobliwy przeciecia krzywych p. i p, 1 okresla
rozklad naprezed wywolujacych jednoczesne zniszczenie strefy smskanej i roz-
‘ciaganej.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla przypadkow M,N, O, P i R
otrzymamy biorac pod uwage rys. 23a i 23b krzywa zakresu stosowalnodci teorii
dla tych przypadkdw, przedstawiona na rys. 13 w éwiartce 11 i 1V,

a i)
¢ AB 54 ¢ U AB ¢
‘M s 0\_(@‘ ]
. y@{ ]yg ) \
Gr<l;
69("01'
\ , Udnm}ypd
> © ‘}l—{‘l o'd‘al: i i
A B I ‘ AR ¢ T
Rys. 23

Analiza wykreséw podanych na rys. 16 pozwala na wyciagnigeie szeregu wnio-
skéw. Dla ustalonych warto$ci # i « zauwazmy, 7e przy matych wartosciach n, znisz-
czenie nastepuje przez zarysowanie bez wystapienia oplastycznienia strefy sciskanej
(w obszarze ograniczonym krzywa ¢, rys. 16). Przy wigkszych wartosciach n znisz-
czenin przez zarysowanie towarzyszy juz uplastycznienie strefy $ciskanej, za$ dla
duzych » zniszczenie nastepuje od sit $ciskajacych (zmiazdzenie) nawet bez upla-
stycznicnia strefy rozciaganej. Zakves wartoéci n, powodujacych zmiazdzenie strefy
Sciskanej przy sprezystym rozciaganiu, jest niewielki, za§ zakres n powodujacych
uplastycznienie strefy rozciaganej zupelnie znikomy. Zwraca réwniez uwage fakt,
ze przyrost momentu powodujacego przejfcie od poczatku uplastycznienia do za-
rysowania strefy rozcigganej (czyli réznica rzgdnych krzywych o i p) jest rzqdu kil-
ku do kilkunaste procent.

Whnioski te dolycza przyjetej wartosei o = 0,7. Dla wickszych wartosci wspol-
czynnika wypehnienia strefy rozciaganej warto$¢ rzgdnej momentu rysujacego
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bedzie wyZsza. Rozszerzy si¢ réwniez zakres wartodcl n, przy ktérym zarysowaniu
towarzyszyé bedzie obustronne uplastycznienie.

Na zakoficzenie analizy wykresow (sporzadzonych przy zaloZeniu wspdlezynnika
wypelnienia. « = 0,7) warto zauwazyé, Ze warto§¢ analogicznego wspdlezynnika
u LEONHARDTA, [38], oscyluje w granicach 0,5 (dla tréjkatnego rozkiadu naprezen)
do 0,8. H, Rijscy, [63], proponuje (w oparciu o material doSwiadczalny) zr67ni-
cowanic warfo$ci a w zaleimodei od jakoéei betonu:

a = 0,72 dla betonu B 225,
o= 0,61 dla betonun B 600.
Wedlug E. MorscHa, [47], nalezy przyjmowac wartofci nieco mniejsze.

4.3. Bezpieczenstwo przekroju. Na podstawie dotychczasowych rozwazan i przyjg-

tych zaloZen potrafimy wyznaczyé granice obszaru, w ktérym wielkosci n, m przy
obcigZeniu prostym nie spowodujg zniszczenia przekroju. :
. Zakres tego obszaru, ograniczonego krzywymi p,, p,, p. i p. wykreslonymi
dla przyjetego wspolezynnika wypelnienia bryty naprezen a = 0,7 (co jak widzie-
lismy ma swéj odpowiednik w wynikach badai doéwiadczalnych), przedstawiono
na oddzielnyni rys, 24.

Rys. 24

Dla lepszej czytelnoéei sporzadzono go w nieco przesadnych proporgjach, jako
odpowiednia poszczegéinych krzywych skladowych, uwzglgdniajac tylko zakres
stosowalno$ci kazdego odeinka. Nie oznacza to jednak, ze mamy prawo dyspono-
waé calym obszarem ograniczonym tg obwiednia. Pomigdzy obliczong teore-
tycznie nosnofcia przekroju a jego rzeczywisty wytrzymalodcia isinieja zawsze
nieuniknione rozbieznodci, wynikajace z zalozen upraszczajacych i nieuwzglednio-
nych wplywéw ubocznych. Wielko$é tych rozbieznosci zalezy zaréwno od scistosel
samej teorii jak i od warunkéw realizacji. Dla pokrycia tych rozbieznofci zasto-
sowaé musimy odpowiednie wspélczynniki bezpieczetistwa.

Istnieje kilka sposobéw wyznaczania wspdlczynnikow bezpieczenstwa, [71].
W przypadku ogélnym, obciazenia clementu zar6wno momentem zginajacym jak
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i zewnetrzna sita podtuing, gdy obie te wielkodci moga réwnoczesnie ulegaé zmia-
nom, wygodnie jest przyjmowac obszar bezpieczny ograniczony krzywa réwoolegla
do krzywej p, = 0,7 (obszar zacieniowany na rys. 24), Takie przyjecie rezerwy bez-
pieczefistwa jest niezalezne od sposobu wzrostu wiclkodci # i m oraz gwarantuje
dla kazdej pary wielkosci wspolrzednych tego obszaru stala, minimalng warto§é
bezpieczefistwa. Ta stala warto§é, ktora mozemy kazdorazowo ustalad, wyraia sig
w tym, ze dowolny punkt odpowiedni g jest réwno oddalony od krzywej gra-
nicznej p,.

Ksztalt obszaru bezpiccznego (rys. 24) oraz sposdb wyznaczania obwiedni,
zlozonej z kilka odcinkéw, nasuwaja pastgpujace spostrzezenia, dotyczace «pro-
stego» wzrosiu obciaZenia, tzn. wzrostu nastepujacego po wspdinej normalnej do
obu krzywych p, i g (przy dodatnich momentach):

a) przy duzych wartodciach n (n > 0./2) wzrostowi sily podluznej towarzyszy
wzrost momentu; ' '

b) przy malym n wzrostowl obcigzenia prostego towarzyszy wzrost momentu
przy zmniejszeniu sity podiuinej; ‘

c) przy wartosci n w otoczeniu Q,f2 wzrost obcigzenia nastepuje przy rosnacym
momencie i prawie niezmiennej wartodci sity podiuznej. _ ‘
 Z uwagi na niemal prostoliniowy przebieg skrajnych odcinkéw krzywej p (a za-
tem i g) wzrostowi obciaZenia prostego w tych zakresach towarzyszyé bedzie pro-
porcjonainy wzrost (lub zmniejszenie) wiclkosci N w stosunku do M. -Stosunck
przyrostow M[N w tym zakresie jest niemal niezalezny od warto§ci n, co odpo-
wiada np. obciazeniu wstepnie sprgzonego elementu podiuzng sita zewngtrzng
o stalym mimogrodzie.

Drugi sposob wyznaczania obszarow gwarantujqéych bezpicczenstwo prze-
kroju charakieryzuje si¢ przyjeciem stalego wspdlezynnika bezpieczefistwa v, Mno-
zac rzedne krzywej p,, przez ten staly czynnik otrzymamy krzywq oznaczona narys. 24
przez w, ktdra ogranicza obszar bezpieczny w tym drugim przypadku. Ten sposab
podejécia bedzie racjonalny w przypadku. obciazenia zewnetrznego samym tylko
momentem przy niezmiennej (lub wahajacej si¢ W niewielkich granicach) wartoéci
sity osiowej. Przypadek taki wystypi, gdy jedyna sita podiuing bgdzie sita spre-
sajaca N = S, ktdra mozemy uwazaé za stala.

Naszkicowane sposoby wyznaczania «obszarow bezpiecznych» na wykresach # 1
m nie méwily na razie o samej wartosci wspbtezynnikéw bezpieczenstwa, a doty-
czyly jedynie ogdlnej zasady ich wyznaczania, stusznej dla calej teorii.

Pamigtamy, 7e Krzywa graniczna p, skladala si¢ z 4 gtéwnych galezi (nie liczac
dalszych 2 skrajnych przy jednoimiennych odksztalceniach plastycznych) wyz-
naczanych analitycznie lub graficznie dla roznych przypadkéw uplastycznienia
Do Po» Pc 1 Dee -

Dla kazdej z tych 4 galezi, ktérych odpowiedniki funkcjonalne bgda sktadowymi
obwiedni obszaru bezpiccznego g lub o musimy dobraé wspoblczynniki bezpie-
czefistwa kierujac sig nastepujacymi wytycznymi:
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1. W zakresie p, i p, (tzn. przy rozcigganiu) wspolezynniki bezpicczensiwa w ele-
mentach zbrojonych moga odpowiadaé¢ normalnym wspélczynnikom na ZAryso-
wanie. Obecno$¢ armatury zabezpiccza przekrdj przed zniszezeniem z chwilg zary-
sowania. Dotyczy to przypadkéw G, HiJ oraz O, Pi R, przy czym dla przypadkéw
G i O musza by¢ jednoczesnie dobrane wspdlezynniki na $ciskanie,

2. W zakresie p, i p, (tzn. przy Sciskanin) wspdlezynniki bezpieczenistwa musza
odpowiada¢ normalnym wspélczynnikom pewnosei na znjszozenie, a zalem beda
wyisze niZ przy 1, Dotyezy to przypadkéw E, Fi G oraz M, N i O.

3. Dla stanéw bezuzytkowych (gdy dziata jedynie sprezenie i cigzar whasny),
w ktorych wigksze naprezenia wystepuja na ogdl w strefie dolnej, wspélezynniki
bezpieczefistwa moga byé mmiejsze niz dla standw unzytkowych,

Zastandwmy si¢ jeszcze, w jaki sposéb mozemy zagwarantowaé bezpieczenstwo
clementu z punktu widzenia naruszenia cigglosci ofrodka, inaczej méwige, jak
nalezy dobieraé przekrcu i parametry sprezenia, aby nie naruszyé spéjnosci prze-
kroju.

Przejéciu do stanu bezuzytkowego do uzytkowego towarzyszy odcigZenic pewngj
cze$ci przekroju, wywolane zmiana znaku momentu zginajacego. Warost ob-
ciazef nie przebiega na ogél monotonicznie tym nie mniej pomigdzy maksymalnym
obcigZeniem poczatkowym (bezuzytkowym) a catkowitym obcigZzeniem uzyt-
kowym isinicje zazwyczaj do§é znaczny odstep czasu. Pozwala to na pominiecie
przy rozpatrywaniu stanéw uzytkowych ewentualnych samonapreeft wywolanych
stanem poczatkowym, ktére ulegna relaksacji. Ponadto zakladamy, 7e obcigzenia
wywolujace odksztateenia plastyczne wystepuja jedynie jako stany krétkotrwale.

RozwaiaC bedziemy oba stany niezaleinie od sicbie przyjmujac, ze obcigzenia
wzrastajg monotonicznie. Ograniczymy sig do przypadku zginanej belki sprezongj
przy zloteniu N = §, P — Q.

Zgodnie z punktem 4.2 dla kazdej wielkoéci n = Sfbh istnieja dwie miarodajne
wartosci graniczne m, okreslane odpowiednimi wzorami zalesnie od zakresu wy-
stgpowania #.

Dla wproszezenia wywod6éw zastapmy krzywa graniczng 2, na odcinkach
skrajnych przez proste. Przez odcinki skrajne bedziemy rozumieli krzywe p, i p),
od przecigeia z krzywymi ¢ i ¢’ do punktu (— Q,, 0). Analogicznio wykresy p, i p.,
od przecigeia z krzywymi a i o’ do punktu (Q,, 0) zastapimy rowniei przez proste.
Réwnania_ tych prostych zastgpezych zapiszemy w postaci

mEtQ) _ W(r—Q)
nro, 0 M T E g,

(4.39) m= -3

gdzie przez 7i i i oznaczono wspdlrzedne punktow przeciecia odp0w1edmch krzy-
wych (p,id’, p,ia oraz p.' i ¢).

Na odcinku $§rodkowym, obustronnego uplastycznienia pozostawiamy wykresy
paraboliczne bez zmian zgodnie ze wzorami (4.25) i (4. 27).
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. Wartoé¢ odcigtej 7 punktn przecigcia sig np. krzywych p, i @ wyznaczymy z wy-
kresu naprezen na rys. 25, skad otrzymamy:
— 1 “
n= QL_E(QC+ Qr)2 tg()?, ’ ypg = 1'"(Qc"+ Qr) tg‘P
Podstawiajac wartodé tg ¢ wedtug (4.22) obliczymy dla danego «a:
Qc (2{1_-' ]-) _ %-Qc

" 0,420,(1—0)
oraz &
2(1—a) =
RSN TRET X (e L
Po prostych podstawieniach ofrzymamy ostatecznie ¢
warto$¢ odcigtej punktn przecigeia krzywych p, i @' g<i.
w postaci Rys. 25
2 f1__ 2 . X B
(4-40) ;1- — aQr: (1 a‘)Qr _ Q L—x (l (',I)

Qc+2Qr (l_a) - 01+2x(f:'a"5.
Wartos¢ rzednej punktu przeciecta m otrzymamy wstawiajgc wartodei (4.40) do
odpowiedniego wzoru, w tym przypadku do (4.9); otrzymamy stad
- Q. (e+I1y 20, (et1p
2 1 3 1 )‘3 ’
2t e Dt ——
1o ( I—a )
Wspdlrzedne przecigeia pozostatych krzywych wyliczymy analogicznie, a wstawia-
jac te wartodci do wzoru (4.39) otrzymamy odpowiednie 4 réwnania prostych za-
stepezych.

m] : .

ﬁz

Ir

Rys. 26

Majac do dyspozycii w ten sposodb okreslona krzywzi graniczna {rys. 26}, mo-
Zemy zauwaiyé, ze projektowanie przekroju spreZonego bedzie sie sprowadzalo
na odcinkach skrajnych do rozwigzania pewnego ukladu réwnan ’]iniowych, ana
odcinkach $rodkowych (zlozonych réwniez z 2 krzywych) do réwnan drugiego
-stopnia.
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Nie wdajac sic w szczegdly projektowania (co mie jest termatem pracy) podanty
tylko najog6lniej droge postepowania przy projektowanin przekroju z uwzgléd-
nieniem standw sprezysto-plastycznych. I tak np. dla lewej czgéei wykresu na rys. 26
wykorzystamy pierwszy ze wzoréw (4.39), zamieniajac uktad 2 nieréwnosci przez
rownania (stosownie do znakdw plas i minus). Przechodzac od wartoéci » i m do
S i M napiszemy dla najprostszego ujgeia projektowania: M — —Set Mg dla
stanu poczatkowego, M = —Se+Mg+Mp dla stanu uzytkowego.

Jesli oznaczymy ponadto dla dodatniej czgsci wykresu

% = Sibh, W = M[bh*

i analogicznie dla momentéw ujemnych 5 bh i M ‘Ibh* oraz wprowadzimy zroini-
cowane wspolczynniki bezpieczenistwa », i v, to otrzymamy nastgpujacy uklad
rownan liniowych: :

MSHBH0) oo\ are
v (ST+BhQ,) ’
M/(S+bhQ,)

(4.41) e Y = —Set-Mg|-Mp.
v (S+0h Q)

Rozwiazujac ten ukiad (np. odejmujac stronami przy zaloZeniu, Ze cigzar staly
kompensuje si¢ przy sprezaniu) moZemy wyznaczy¢ dwie wielkoéci znajac po-
zostale. Mozemy np. zakladajac b i h obliczyé S 1 e albo zakladajac znajomosé sto-
sunku S/bh (naprezenia §redniego) oraz stosunku bfh obliczyé e i h.

Mozna réwniez bez trudnosci ustawia¢ warunki ekstremalne dla wyznaczenia
optymalnych wymiaréw przekroju i parametréw sprezania przy uwzglednieniu
standw sprezysto-plastycznych. Mozna wreszcie opierajac si¢ na podanej teorii rozwi-
jaé réine metody projektowania znane dla zakreséw spreZystych.

Dla odeinkéw $rodkowych rachunki bgda nieco bardziej skomplikowane, ale
tok postepowania bedzie podobny. Np. przecigcie obwiedni p, i p, otrzymamy
z réownan (4.25) i (4.27), skad otrzymamy wartoéé odcigtej

=__ ﬁ’chﬁQr Qc’l'Q;- __pp "2
(4.42) =T %Eﬁ+ﬁ,(ﬁ BB+ B,
okredlajacej stosowalno$é wzoréw do napisania réwnan typu (4.41). Ograniczenie
odcinka §rodkowego, wyznaczonego dwoma krzywymi drugiego stopnia od lewej
strony otrzymamy wyznaczajac odeigta przecigeia krzywych py i ¢. Wartosé tej
odcietej i wyznaczonej stad rzednej postuza nam z kolei do okreslenia stosowal-
‘nofci wzordw (4.33) i (4.27)

#il—a)—a
12 (l—a)
W ten sposGb otrzymujemy cztery zakresy projektowania, w ktorych stosowad
bedziemy wlasciwe wzory wyjéciowe. Zakresy te ilustruje rys. 26. Idac od lewej

(4.43) =0
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otrzymamy zakres pierwszy dopuszczajacy uplastycznienic w strefie rozciaganej,
nastepnie dwa zakresy obustronnego uplastycznienia i zakres czwarty, w ktérym
dopuszczamy uplastycznienie tylko w strefie Sciskane.

Na zakoficzenie rozdziatu dotyczacego bezpieczenstwa przekroju oméwimy po-
jecie uogdlnionego rdzenia przekroju, rozszerzonego na stany sprezysto-plastyczne.

Pojecic rdzenia whadciwego jako pojgeie geometryczne, zwigzane z wymiarami
przekroju i niezalezne od naprezen nie ulegnie zmianie przy prze]scxu do standéw
sprezysto-plastycznych.

Natomiast pojecie rdzenia nogdlnionego, ktore jest zaleine od stosunku napre-
vefi, wystgpujacych na obu krawedziach w ramach naprezefi dopuszezalnych nie
da sie transponowaé do standéw pozasprezystych.

GuyoN, [20], okresla rdzefi uogdlniony jako t¢ czgsé przekroju, w ktdrej przyto-
zony $rodek ci$nied wywoluje napreienic w danych granicach. Prace polskie,
[30] i [31], defininja wogélniony rdzen przekroju dla danej sity podhuinej S jako
miejsce geometryczne punktow, w ktérych przylozona sita S wywoluje naprezenia
w granicach naprezefi dopuszczalnych.

Promien rdzenia uogélnionego r,, r,, W granicach ktérego powinien si¢ znalezc
srodek ci$nien okreslony ]est w pracy [30] w sposéb nastf;pu]acy '

. 09— Oy . Gg1—
¥g = min (rw,, 4 ) lub  r;, = min (rwy—ga ,
T, Oy

r, = min (rwg E"_GOG"E) fub 1, = min (rwd 692; 6‘?.),
w kidrym o, i o, oznacza odpowiednie naprezenia na krawedzi gornej tub dolnej
w stanie bezuzytkowym, o, i 6,, odpowiednie napreZenia na krawedzi dolnej tub
gornej w stanie uzytkowym, o, naprezenic $rednie oraz r,,, r,, gorny i dolny rdzen
wlasciwy przekroju. -

Rozszerzenie pojecia rdzenia uwogdlnionego na stany sprezysto-plastyczne natra-
fia na trudnosci formalne. Pojecie tego rdzenia oddawato nam wiclkie ushugi przy
projektowaniu trasy kabla i wykre§laniu obwiedni granicznej. Zabiegi te mialy na
celu uchronienie konstrukeji od napreZen niebezpiecznych w ramach tzw. naprezen
dopuszezalnych. W stanie sprezysto-plastycznym te maprezenia sa z reguly prze-
kraczane.

Zadaniem naszym jest zanalizowanie pojecia takiego rdzenia, w ktérym przy-
lozony érodek ciénien nie wywola naprezen wigkszych od jednego z danych standéw
sprezysto-plastycznych. Formulujgc to inaczej zapytajmy, jak zmienia si¢ warunki
dla wartodci promienia rdzenia uogdlnionego w przypadku dopuszezenia naprezen
pozasprezystych,

Wesmy dla przyktadu warto$é r,. Definicja dla stanu sprezystego podaje, Ze
nalezy wzia¢é mniejszg z dwn wartosei: ﬂ

To— Uy, r Gga— 0y

wg N . wid o,

r
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Wielkosci r,, i.rwd jako niezalezne od naprezen nie ulegng zmianie rowniez w stanie
pozasprezystym i dla przekroju prostokatnego wyniosa 1/6 (por. wykresy b i '
na rys. 13 i 16). Stad

. 1 T

}ﬂ' = g (]. Tﬂ) .

Jedli zalozymy, Zze g, — NfA, zad A = bh = 1, to oy = N i stad

h =é(1—%‘{?—} = fV),

Promiefi rdzenia vogélnionego mozemy przedstawi¢ jako pewng warto$¢ polo-
Zenia §rodka ciSnieft i przyjmujac o, == Q,, otrzymamy -

ry=t = rw,,(l—%) =/ (N).

Zalezno$¢ tej postaci { = f(N) znamy z rozwazan nad krzywymi granicznymi przy
stosunku (£/A) : (N]Q,). W istocie, jeéli zrobimy wykresy dla r, przyjmujac jako war-

N |30 20 40 5 N L4000 300 200 00 S 2
L | 0 0083 933 9% Z | 0 60 g7 05 177 516
z, | 0 -008-033 085 ¢ | 0 Q0550167 05 417 346
v &
E W Ao 200 i N
&y [<]
I I

Rys. 27

tos¢ naprezen frednich o, == N oraz podstawiajac o, = Q,, za$ Oy = Q. (tys. 27
dla Q, =400, Q,= 30), zauwazymy pelng odpowiednio§¢ do naszej kizywej
granicznej ¢ (por. rys. 8 i 11):

1
r!I:Cl erd(%—l :—6'(%_1)5

348




W analogiczny sposdb sporzadzone wykresy dla r, wykazuja lustrzane odbicie
obu galezi w éwiartce 111 IV
1, Q.
rg=1{03= 'g(lﬂ W) s

"d:&;ﬁ%(%* )

(4.45)

Wykres dla promienia rdzenia vogdnionego r, wykazuje podobiefistwe do na-
szej krzywej granicznej ¢’ _

Wobec stwierdzenia przydatnosci naszych wykreséw granicznych do okreslania
polozenia rdzenia vogdlnionego dla dowolnych naprezen, a wige i pozasprezystych,
wezmy pod uwage wykres krzywej granicznej ¢ craz @' dla obszarn I przy danym
stosunku %’ = Q./Q, (rys. 28) i dowolny punkt K na osi odcigtych n = K. Odcigta

L

451

M

Ty

Rys. 28

K" reprezentuje pewng warto$¢ uogdlnionej sily; odnoszac rzedng do krzywej a-
w punkeie K i rzutujge ja na wysoko$é belki, otrzymamy punkt K. Odnoszac
odcieta n = K" do krzywej ¢ (punkt K7), otrzymamy rzut jej na wysokoéci belki
w punkcie K. Punkt K, i K; wyznaczaja dwa promienie rdzeni, ktére wywoluja
w przekroju stany sprezysto-plastyczne. Promiefi ry rozumiany jako odcinek od
$rodka belki do punktu K jest rdzeniem granicznego uplastycznienia jednostron-
nego o; — (,. Promien r¢ jest rdzeniem, w ktorym wystapi pewne uplastycznien'ie
w strefie rozeigganej a tylko graniczne w strefie $ciskaneg. _

Te stany napreiefn wywolane beda przyloZeniem sily uogélniajacej o wartosci
n = K. Przy wartosciach n>n,,, np. o odcigte] P”, otrzymamy warto§¢ rdzenia
na krzywej ¢ w punkcie P,, ktéra odniesiona do osi przekroju belki, wyznaczy punkt
P.. Promiefi tak znalezionego rdzenia uogdlnioncgo rp oznaczd, ze sila N rowna
w skali odcigtej P”, umieszczona w granicach rp, wywola co najwyzej poczatek
uplastyczaienia. strefy $ciskanej w przypadku sprezysto-plastyczaym F.
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Mamy zatem doié¢ ogdlng metode, ktora pozwala na wyznaczanie rdzenia upla-
stycznienia dla dowolnie danych granicznych standéw naprgzen przy zmiennych
warto$ciach sily nogolnionej. Wartoéé r, dla stanéw sprezystych podano w pracy
[30] jako mmiejsza = dwu wartosci £y i {,. Jak widzieliSmy na rys. 27, daje to dwie
galezie wykreséw w 11 111 éwiartce, co odpowiada naszemu obszarowi I krzywych
granicznych ¢ i a'. Wartoéé r; obliczana jest dla naprezen w stanie bezuzytkowym
dla naprezen przeciwnych znakdéw (rozciaganie u gory). Odpowiednie galgzie wy-
kresow dla r; znajda si¢ w I1 i IV ¢éwiartce, wewnatrz obszaru I naszych krzywych
granicznych a i ¢’ (por. na rys. 13 promienie v}, vy i r,).

Wrykres obszaréw wystepowania réznych standw spreZysto-plastycznych i spre-
Zystych (na rys. 13) pozwala na dobranie najwlasciwszego rdzenia uogolmonego
7 uwzglednieniem dopuoszezalnych standw pozasprezystych. :

5. Rozklad naprezen i stany wplastycznienia wzdluz belki

Opierajac sig na przeprowadzonych wywodach teoretycznych, podanych wykre-
sach standw granicznych i wyprowadzonych wzorach na wislkosdci stref nplastycznie-
nia przekroju podamy obecnie réwnapia pozwalajace wyznaczaé rozklad naprezen
wzdtuz belki, bedgcej w stanie sprezysto-plastycznym.

Rozwaiymy przypadek proste] belki sprezonej, do ktérej stosujg si¢ wszystkie
zatozenia przyjete w punkcie 2.1 i 2.2.

5.1. Réwnanie osi cobojeinej w fazie spreiysto-plastyeznej. PoloZenie osi obojetnej
w przekroju dla réinych standw uplastycznienia okresla wielkodé y,. Ogblnie row-
nanie osi obojetnej mozemy przedstawié W postaci:

(5'1) yd(x) M(x) e(x)’ S Qr! Qc! h b]

Jedynie wielkofcei M i e s funkcjami x, pozostale wielkosci przyjmujemy za stale.
We wzorach tablicy 2 okrelajacych wielko$¢ y, powtarza sie wyrazenie Se-M,
ktore okresla warto$¢ momentu zmiennege na dtugos$ei belki, Przy zaloZeniu ob-
clazenia rownomlernego i parabolicznej trasy kabla otrzymamy przy oznaczeniach
podanych na rys 29 nastgpujace zalez-

noset: : I

(32) e=ex)= 4(901—:‘31} X 91: _q?C ::ﬁ-__;__q____;_,ﬂ- .
L A |
(53) M= M) = L (P—4». ]
: : . Y
Stad wyrazenic Se-M przybiera postaé | Rys. 29
12
(5.4) Se—M = [‘4??4 (eg'*el)—J— %] xE— % +SE'1-

Podstawiajac warioéé (5.4) do odpowiednich wzorow otrzymamy rdéwnania osi
obojetnej dla kazdego obszara belki w stanie sprezysto-plastycznym. Np. dla przy-
padku H jednostromnego uplastycznienia strefy rozciaganej otrzymamy
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5 48 2
I thz——Sh (3th*~6'S) {[12 (eﬁ_el)_'_ %] x2+ 28{" +Sel}

(5.5 yi¥)g = RS + 200, h--5) +
7

920, {[%S’ {eo—e)+ %] xE— %2‘ +Se1}
+ 20,45 '

Réwnanie osi obojeinej dla pozostalych przypadkéw uplastycznienia otrzymémy
na podobnej drodze podstawiajac warto$¢ (5.4) do odpowiednich wzoréw tablicy 2.
5,2, Réwnanie linii uplastyczaienia, Ogolne réwnanie linii uplastycznienia ma posta¢

(5.6) Vg (%) = FIM(x), e(x), A,

gdzic przez A oznaczono wielko§ci niezmienne geometryczne i technologiczne
danej komstrukcji. Dla poszezeglloych stanéw otrzymamy réine réwnania linii
uplastycznienia podstawiajac warto$é (5.4) do wzoréw tablicy 2 wilasciwych dla
danege stanu np. dla stanu

S8 A A 28\ a2+ (a2 tu\*T"
(5.7) y,,ddﬂ(x)w-wgi[(@:—f) —I—(k_Qr) - +( - )] ,

w ktérym przyjeto nast¢pujgce oznaczenia:

_ 4S(gy—ey) q1* e 3
R T g’ T QR+S T
Przy okrelaniu rozkladu naprezen wzdluz belki istotnym jest wyznaczenie od-
cietej poczatku uplastycznienia gérnego i dolnego wibkna. Warto$¢ tej odcigtej
Wyznaczymy pryréwnujac réwnania na y,, i y,, do zera i wyznaczajac stad wartos§é
x. 1 tak np. dla przypadku H przyréwnujae réwnania (5.7) do zera i wykonujac
szereg przeksztalcert otrzymamy wzor
1/2y1/8
Qh—D+-h— ] } s
g, &V

S h b 1
b ias
w ktérym symbole a, b i ¢ posiadaja oznaczenia podane przy wzorze (5.7).
Podobnie dla przypadku uplastycznienia F otrzymamy

—I—'gj: (b = Sel_

5.8) hﬁmﬁ{

acQ, 2ac

KN 1 1/2y1/2
(5.9)  xalF)= {—-—de—'b-:lz Zad[Q (2h— 1)wh'°‘+h] } ,

gdzie d = 3/(Q.h — S); inne oznaczenia podano poprzednio.

Mozemy réwnieZ wyliczyé analitycznie wartofci momentéw od sit osiowych
i obciazen zewngtrznych, powodujacych przejécie do poszczegéinych standéw upla-
stycznienia oraz wywolujacych poczatek uplastycznienia w érodku belki. Wystarczy
odpowicdnie wzory przy obliczonej wartosci x pordwnaé z soba lub preyrownac
do zera, co tutaj pomijamy. ko
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Latwa kontrolg obliczent analitycznych moZemy przeprowadzié na wykresach
krzywych granicznych. Np. warto§¢é momentéw obliczona analitycznie nalezy
podzieli¢ przez bA® 1 pordéwnaé z wartofcia momentu dla tej samej wielkosci sity
osiowej odniesionej do skali wykresu Njbh przy wlasciwej wartoéci . Z wykresow
tych mozZemy sig réwniez zorientowaé w rozkladzie standw granicznego uplastycz-
nienia wzdhuz belki przy matej wartosci sily poziomej, Wystarczy na danym wykre-
sic 0 danym » poprowadzié rzedna pionowa o wartosci odcigtej n = NJbh. Okreslajac
wartofei M Tub [ w poszezegdlnych przekrojach odezytujemy na rzednej » pa-
nujgcy tam stan i otrzymujemy stad obszary stanéw uplastycznienia wzdhuz belki.

Rysunek 30 podaje podobna metodg graficznego wyznaczania granic obszarow
uplastycznienia wediuz belki za pomoca wykrest momentéw zginajacych wzigtych
w skali M/bh* obliczonych od obciazen i sily sprezajace;.

; m
Y a [
L L
4 1

{

e e g
&\ M/bhz / . M n
Rys. 30 |

Dla wilasciwej sity osiowej (wzigtej znowu w skali wykresu] Njbk) zaznaczamy
przecigcia z krzywymi granicznymi wykresu (rys. 30) i odnosimy je poziomo
do przecigeia z wykresem momentéw. Odniesione do krawedzi belki przecigcia te
wyznaczaja poczatek uplastycznienia dla danego na wykresie m,n stanu spreZysto-
plastycznego. .

5.3. Katy obroin przekrojow kodcowych belki spreionej w stanie sprezysto-plasiycznym.
Katy wzajemnych obrotdw przekroi Agp, mierzone na jednostke dlugosei,
obliczymy dla kazdego ze standw sprezysto-plastycznych osobno. Katy obrotéw
przekrojéw koncowych beda suma obrotéw w poszezegdlnych stanach, Do tego
celu wykorzystamy wzory zestawione dla poszczegdlnych przypadkéw uplastycz-
nienia w tablicy 2. Wzory te wyprowadzono z warunku plaskich przekroi w na-
stepujacej postaci;

dla zakresu sprezystego
&= Agy = %, o
dla przypadkn sprezysto-plastycznego F

Q. o, I
& = A(p(y_q*ypg) = ?’ .d(]‘) =

dla przypadku sprezysto-plastycznego H

b= gy =2, Ap=Sr
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Dla obustronnego uplastycznienia (typu G) moina wziaé wzdr typu F lub H,

Majac obliczone zakresy uplastycznienia wzdiuz belki wystarczy scalkowad
funkcje wystgpujace w tych wzorach w odpowiednich przedziatach odnoszacych sie
do danego przypadku i dodaé je do sicbie, pamigtajac ze sq to wartoéci obrotow
wzajemnych, liczonych od $rodka belki, fub traktujac je jako obrdt przekroju koii-
cowego belki jednostronnie utwierdzonej dla kazdego przypadku. Qznacza to,
ze obliczajac np. obrot wzajemny dla jednostronnego uplastycznienia (typ H),
przedzial catkowania otrzymamy miedzy poczatkiem uplastycznienia obu-
stronnego (typu @), a koricem uplastycznienia jednostronnego (izn. poczatkiem
stanu sprezystego). Dla wyznaczenia obrotu wzajemnego w tym przedziale przyj-
mujemy jako stan poczatkowy obrdt na granicy stanu G, a kat obrotn obliczony
bedzie jako rdznica miedzy obrotem poczatkowym i koncowym uplastycznienia
typu H (rys. 31).

Nalezy zaznaczy€, Ze obrét ten lczony jest wzgledem osi obojetnej kazdego
przedziatu. Of cigzkodci przekroju koncowego dozna précz obrotu odksztalcenia
osiowego

(5.10) & = gg-+Apyy,

; Rys. 31
Apye = Apg+Apg+Ap,

. Calkowanie katéw obrotdw mna poszczegdlnych odcinkach przeprowadzimy
zgodnie z rys. 31 podstawiajac wartosci y,, Vs ¥, 1 ¥,o obliczone ze wzoréw
tablicy 2. Wzdér ogdlny bedzie mial postad

A Q. [~ dx Q. & dx I [ogdx
5.11 ()_ 0 =~~Lf; _;f_ﬁ — .
G o 2 7O E, Va6 Vpgs + E, Yaa—Vpan + E YeB
. Xe X1 % Xz

F dx . . L.
f —————— po podstawieniu wartosci prowadza do wyraZenia
Yan—Ypan

0,
E,

Calki typu

X

Qr 3 dx
E—f Ax* 4By C4+-DH[E4F(Ax - Bx*4-C)V2 °

(5.12)
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gdzie symbole 4, B, C, D, E i F oznaczaja wartodci stale i znane dla kazdego
typu konstrukeji. Mamy ap.

%, 168%(e,—e)f | 4S(eq—edd] | 4
A—_Z(Qch~.533 [ I4 u'—i_ gg ]+T,
o 9 85%, (ey—e)  4*P ] 6530,k [43 (er—en) | q]
— 2(Qc]’1*S)a l4= - 8 " I(QchH'i—S)Z le — -2— ‘e

Rozwigzanie tej catki prowadzi do calek typu eliptycznego, ktére trudno jest wy-
razié w postaci kanonicznej i ktére maja skomplikowang postaé. Pokazemy droge
rozwigzania tego typu calek metoda numeryczng Runge-Kutta (por. np. [7]).
Oznaczajac .
dp _ 1
G13) dx  Axt BE CH+D[E--F(Ax*+ Bx*- O]~ =/t

oraz przyjmujac x, =0, @(0) =0, podzielimy przedziat catkowania, w ktérym
panuje jednakowy stan uplastycznienia na kilka réwnych czgfei. Zgodnie ze sche-
matem typn I rozwigzania numerycznego Runge-Kutta obliczamy wartosci wspol-
czynnika:

ky = uf(x,), ky = xf(x0+;-)a

ks = %f(xo+ ;) ko = #f(%a+7)

oraz wyznaczamy ogélng postaé rozwigzania:

(5.14) g t+2) = (o) + % [f (xg)-+doef (xo+ %) 20 f (Xt %)] .

Dla wykonanej do badan laboratoryjnych belki sprezonej o nastepujacych danych:
[=345cm, h=24cm, b=28cm, §=18600kG, g¢=9,5kGfembs
e = 2,6 cm = const, Q, = 30 kGfem®*, Q,= 250 kG/om? obliczono przykladowo
wartosé: '

przy zalozeniu prostej trasy kabla i stanie H ‘uplastycznienia na calej dhigosci
belki. Mamy nastepujace wartoéci pomocnicze: S = Sfb = 186008 = 2325 kG/em,
gfb = 9,5/8 = = 1,1875 kGjemfbfem, Se — M = 0,594x* — 11650, skad

dy 1
X)) =—m=—— = =
7 dx Ya—Ypa

- : ‘ R ‘
0,25-10—%41-0,162- 10~ 2x2-} 76,976 —[50,75 . 10-3x*—32,9-10~3x2 4 5323 8]/% .
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Dzielimy obszar catkowania /2 na 5 réwnych czeéci % = 34 cm i ukladamy nastg-
pujacy schemat rozwigzania numerycznego dla x, =0 oraz ¢(0) =0.

) =% [f(0)+4f (;) +f(%)],

v = gt 2 s tas( 3 o) @0

-

P (3%) = ¢(2%)+%[f(2x) +4f(§ ) +/(3%)

P40 = p(3) + [f[3%)+4f(;%) +f(4%)

[

5 -
#(5%) = ¢ (4)+- %[f(4%)+4f(2-x) +159) |-
Obliczone wartosci f(») oraz ¢(x) zestawiono w tablicy 3.

Tablica 3

%2 % 3 2% % ® 3 T 4z 2 Su

fe 0246 | 02445 | 02394 | 0,232 | 0,223 | 6211 | 0,202 | 0,1897 | 0,1774 | 0,165
el | — | 8371 — | 165 — 24,065 — 30915 — | 3694

Warto$¢ ¢(3x) przedstawia w skali warto¢ tg¢ na korcu belki. W podobny sposéb
wyznaczymy warto§éi katow obrotéw dla innych przypadkéw uplastycznienia z
tym zastrzezeniem, Ze je§li x,-% 0, to musimy uwzglednié wartosé x, wedlug
wzoru (5.14). Warto$é x, wyznaczymy z sasiedniego przedziatu, w ktérym
panowal inmy stan wuplastycznienia, rozpoczynajac zawsze od przypadku, w kto-
rym x,= 0 i posuwajac si¢ w-.kierunku rosngcych wartosci katéw. Zaleino$¢
f(p) przedstawiona jest na rys. 32.

@
4 ' ¥
30
20

1@

L 1 1 [
i) W(if?f) o3n)  ohn)  of5n)
Rys. 32
Obliczanie' wartoéci katéw obrotéw wzajemnych w przypadku belki w stanie
sprezysto-plastycznym ma, jak widzimy, doé¢ skomplikowany przebieg.
"W przypadku obustronnego uplastycznienia typu G obliczenie katéw obrotow
wzajemmych bedzie mialo nieco inny przebieg.

23%
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Podstawiajac do wzoru (5.11) wyrazenia y,c i y,,¢ zgodnie ze wzorami (3.17)
i (3.13) zestawionymi w tablicy 2, otrzymamy zalezno$é

i o, ~ dx 0. 3 dx
.19 e[ o | st
w ktérej oznaczono
20,ha—288  20(0,h+8) 408 -
=70, 0 L QE~—Q2 > e= et g,- 2Qc
20 qlz
b= e = Se— L,
0.-0,° 77 Q e Q2+ KR

pozostate oznaczenia podano w zwiazku ze wzorem (3.17). B
Rozwigzanie réwnania (5.15) przy podstawieniu ]/ exty = t—x }/ ¢ prowadzi
do. catki typu

! (g+1)dt
(5.16) {= = f
b ]/c (ﬁ_{._ﬁng)

Mianownik w wyrazenin podcatkowym da sig przedstawic

2 2
pt 2 g (r+%) te— G5

2 o A
W zaleinodci od wartodci g—% >0, gm% < 0 otrzymamy dwa rozwigzania:

Przypadek 1.
2 2
(5.17) ;’2<0~ a2, a—‘/il;—g,
Calka'(5.16) da si¢ przedstawié w nastgpujacej postaci:
f (rﬁ+g)dt (*+g)dt

e

Zab]/c I_

f (Phga  rEtgdt .
-+ :

Warto$¢ jej jest nastgpujaca:

Ant a
5.18 11:—_4 1 ml —_ =
010 = gaye |25 ()
ln(x]/c—|~]/cx2—l—g a — —— . a
= — _|m /ex® = ) —
be arye | P{rvervatie o)
min(x]/EA—]/cx“‘—Irg—]—%—l—a)].
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Przypadek 2.
2
(5.19) g— gz >0 =~ o
Catka (5.16) ma postaé

1 (g+2)dt
b [
e
Podstawiajac u = ¢ + afb otrzymamy .
a
L L f(““b)d“ Jrgf - du
= . -
e[S s
Znajdziemy kolejno

a
e
f—-—~ In @+ ———arctg—,

wELp 2 b
d STy P 1111 2 pEe- ? arc g2
g\/‘—a‘r = (u ‘ET)""-Q“ u —b-ﬁa g—E .
@459 ”"b)
Stad
a

(5.20) I =# lnt—i arc tgi§ =

' Taye VBB BT

x]/?-]— Vexttg +£
- }n(x]/z~|—1/cx2+gm2—aarctg b
bye Iz 7
Wartos¢ wzajemnego obrotu przekrojow koncowych w zakresie sprezystym
{por. x; — x; na rys. 31) mozna obliczy¢ na tej samej drodze lub na podstawie
znanych wzordw, np. [31]. Po obliczenin poszezegélnych wartosci dla rdinych
stanow uplastycznienia nalezy je zsumowac zgodnie z (5.10) i rys. 31.
#
* *
Autor poczuwa si¢ do milego obowiazku zloZenia serdecznego podzigkowania
Doc. Dr Czestawowi EIMEROW! za cenne uwagi I konsultacje.
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Pezwome

SAMEYAHNS, KACAWOMMWECH IIPEIBAPUTEJILHO HATIPADKEHIION BAJIKU
B VIIPYTO-TIITACTHUYECKON ®A3E 10 BO3HHKHOBEHWA TPENIMH

OCHOBLIBASCH HA MPHHLHNE TINOCKHWX CCUEHMI H 1pH NPEIOIOMKEHRHH HIEAJBHOTC YIpyro-
IHIACTHYCCKOTO MATCDHANE, IOCTOAHHOTO MOAYIA VIPYCOCTH H COOTBETCTBYIONIMA NpEAcax
nnacTaynocty Gerowa @, ¥ O, COCTARNAETCH YPABREHME, CIPSACHAIONCe pPachpejiejieHHe Ha-
npmxeHnil B HarubachoM DPIMOYTONBHOM TPETBAPHTENEHO HANPMKCHHOM CCUCHHH, IV YHHTEBI-
BAeMBIE B KIIaccubGUKAME, CIIYUAcE PACTpOCTpaHenns Iuactaaoctd. O6nacTs, B KOTOPOH BLI-
CTYHAIOT OTHCMBHLIC YIPYro-INACTHIECKME COCTOAHNS, B SABHCAMOCTE OF DE3yEBTHPYiOuIed
0CeBOH CHNBI M #srmGAIOMIEro MOMEHTA IpefcTaBiieHa Ha puc. 16. Ilpermenssbie KpHEDLIC AT
OTHENLHBIX COCTOAME OnpeneszoTed rpadHuecKd M aHANMTHUCCKH, PACCMATPHUBad BPeCAFHBIC
pacnpeiecHHA HANPAMECHHN B HAUAIBFHON TOUKE PACHpOCTPAHEHNA INACTHIHOCTH, B Hpaiaex
poroxHax, VI Tax maop. Aparpamma B,C,D,d’,B’, B ra puc. 16b wmoctpupyer pacupoctpageHme
mmacraugoctd (DA) B pacrarmpacMofi 30HC OpPH HAYANLHOM TOUKE PAcHpPOCTPaHEHHA IFIac-
rraupoeTd (BC = Q) B cxmmacmoy goHe. JIpyrHe NPERCHLHLIC DACHPENEelCcHAA A TOUKH
C pouyuusM, moBopauuBasg upamyic DC Borpyr TourH C. AHANOrHYHO IOCTYHACHM HITOTOBIAA
apeHeNpHbIe KPHBRIE BIA Touck A', O/, A

Oty Kpupbic 0GOSHANMEHLI COOTBETCTREHHO ¢, a,bu ¢, a’, b', IPUBORA B KAUECTBE IIPUMEDa
VYPABHEHHS KPHBEIX ¢ H ¢. OHH COCTOAT M3 [J8YX YacTeli — mpAMoil n napabonHteckoil, nepe-~
CEKAIOLIMECH B XAPAKTEPHCTHYECKOH Todre, KoOpauRaTH! 370l TOYKE HPCACTABIIAIOT BEJTUUURY
OCeBOM CHNBI M MOMEHTA, BBISHIBAIOIMX B CCUCHHHM HAUANO PACHPOCTPAHCHIA IINACTHYHOCTH,
OMHOBPEMEHHO B CIHUMAEMBIX M DACTATHBACMBIX BOJNIOKHAX, IIpAMEIE OTPCSKM HEPEACIBHBIX
KPHBBIX &, &, ¢, ¢ orpannussawT obnacys (puc. 12), B Koropoil sHaveHAE OCCROM CUIILT U MOMEHTA
BEISHIB2ET B CEMEHUH TOARKO YNPYTHE manpsoxesns. O0NACTs OrpaHHYCHHAS KPEBBIME &', ¢
ot n < (Qo—0@,)/2 NpeACcTABNAST PACTIPOCTDAHEHHE INACTHYHOCTH PACTATHBAEMON  30HDBIL,
2 mna n > (Q,—0pf2 — cxumaemoll sonnl, OOmacts, pacrofosHEHHAs BBINE KPHBBIX
OTPESKOB @ W ¢, OTPAHAUCHHAR KPHBOIl p NpefCIaBgeT BUATUCHHA # U 7, BLISHIBAIOIHE B CE-
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YeHmM JIBYECTOPOHES DPACIPOCTDAHEHHE INACTHTHOCTH. Amagormyeckne ofmacrm werpeprn I
w II1, mamp, ANA KOHCONBHOM GainKm, OTpefeidcT NPEeNCBHBIC KPHELE ¢ U 4.

Kpusas p WULCCIPHPYET TEOPETHHUCCKOE TIONHOE PACIPOCIPAHEHHE ILIACTHYHOCTH BO BCEM
ceuennw. Pacemarpusan ol cinyyail HAPYSKH CEUCHUA OCEBON CHION ¥ MOMERTOM NPH Iped-
TIOTOYKCHA CHAOIHON cpefisl, CHeAyeT IPHHATh B KAYECTBE NPEILJBHOTO COCTOAHNA BOSHI-
KHOBEHMA 1pemuisl B 6CTOHe WIH ero coxpymenne, lpaanmas sHavenne Koaddmuucra noi-
HOCTH Hanpmkennii « = (0,7, BEISHIBAIOMIETO B CCUCHUM IPEEILHOS COCTOHHNS, OUPCACHACTCH
[ KAKOTO YIPYro-INIACTHUIECKOTG COCTOSIHIS 0GMaCTs PACIIPOCYPAHEHHS IUIACTHMHOCTA, JTa
OBTIACTs 0B02nAUCHA HA AMATDAME TYHKTHEPHON JUHHEH p,, KAK OTHOAMIER KDUBBIX Pg; Doy P as
H P’e, ODPENENEEHBIX AIA KaX0Te PACHPOCTPAHCHIS MIACTHYROCTH OT/LIBHO, Obnacrs momyc-
KABMOTO PACIPOCTPAHCHIA INIACTAUHOCTH [0 BOSHMKHOREHMA TPENIHA WM COKpYmeRss Gerona
3aYEpUENd KOCHIME JIHHIAMH. -

BeaomacHyio oBIACTE MOYKHO OTPE/IENHTs: B 3aBHCHMOCTH OT CrocoGa HATPYSKY HIM KPHBOHK &
(mapanneARHol Py = (,7 — ofmacts saucpHUCHHAR BEPTHHANBHLIMY JIHMHHAMEA) HIH KpPHBOH
-0, 0BpPA3OBAHHON HyTEM YMHOMKEHHMA OPJIHHAT KPHBOH P, HA MOCTOAHAEIH Koahprnment Geaonac-
HOCTE ¥), B cirydae HArpySKH S7TCMEHTA NEPeMCHEBIM MOMENTOM M OCEBOH cuyol yobmee Oymer
OPHEATh KPUBYK ¢ (DHC. 24).

B paore IpHBOJIHTCA NPHHIUNG! No00pa KoaddumienTos Ge30macROCTA W YRASAHMIA, Kacd-
IOUTHAECH NIPOCKTHPOBAHNA CeUeHUA ¢ HOIIYIEHUCM HEKOTOPEBIX YIIPYTO-IHEACTHICCKHAY COCTOYIHHI"‘I,
OCHOBBLIBASACH TPH STOM HA CHCTEME YPABHEHHH KPHBBIX Py B €€ UCTHIPSX COCTABILIIONIMX flHa-
MA20HAX., DTO NO3BOJAST OHPCCIATE ONTHMANLHEIE PAasMephl CCUEHMA U IIApaMeTPOB Hpe/iBapH-
TENBHOTO HADPSIKEHNA B IOR00Pa TPACCH IYYKOR IIPH YUeTe YIPYriX & ITACTAYCCKEX COCTOAHMI.

B sainoueHne NPHBOMATCA (DOPMYNLI, AAIOHIME BO3MOYKHOCTLE ONPENENIHTh 30HY PACIpo-
CTDAHCHNF TUTACTHUHOCTH BJI0Nb GANKH W 3HAUCHMA YIVIOB BIAHMHLIX O0OpOTOB KOHEUHBIX
ceueHHH DaNKHU B YOPYLO-IACTAYECKOM COCTOAHHH.

Summary

SOME REMARKS ON PRESTRESSED BEAM IN THE ELASTIC-PLASTIC
STATE BEFORE CRACK FORMATION

On the basis of the principle of plane section and assuming perfect elastic-plastic material, con~
stant Young's modukus and relative yield points of concrete Q. and Q, equations are obtained
for the determination of the stress distribution in a bent prestressed element of reclangular cross-
section for classified plasticity cases, Table 2. The range of appearance of each particular elastic-
plastic state in function of the resultant axial force and bending moment is represented in Fig. 16a.
For each particular state the limit curves are determined graphically and mathematically by con-
sidering the limit stress distributions at the beginning of the plastic state in extreme fibres. For
example, the diagram B, C, D, A, B, B in Fig. 16b shows the plasticity (DA’) of the tension zone
with the beginning of plasticity of compression zone (BC = (). The other limit diagrams for
point € may be obtained by turning of CD line round point C, Limit diagrams for peints 47, €, 4
may be found in the same manner.

These curves are denoted in the diagrams by ¢, a, b and ¢/, &', &'. As an example, the equations
of the curves ¢, a” are given. They are composed of two branches: rectilinear and parabolic inter-
secting at the characteristic point (Fig. 164). The coordinates of this point represent the magnitude
of the axial force and moment, corresponding to the beginning of the plastic state in the cross-
section in compressed and stretched fibres simultaneously, The straight segments of the limit curves
a, @', ¢, ¢’ bound the region (Fig. 16a) where the value of the axial force and moment do not pro-
duce stresses exceeding the elastic range in the profile, The region bounded with the curves &', ¢
for i < (Q.—0,)/2 is the plasticity region in the stretched zone and forn > (Q.—@Q,}/2 it repre-
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sents the plasticity region in the compressed zone. The region above the curvilinear segments a’
and ¢, bounded by the curve p represents the values of #, m producing plasticity on both sides of
the profile. In the quadrant 1T and III analogous regions, for a cantilever beam for instance, are
determined by the limit curves ¢, a.

The curve p illustrates the theoretical state of full plasticity in the entire cross-section, Consider.
ing the general case of load by an axial force and moment and assuming the continuity of the
body, the limit state is considered to be that of crack formation or crushing. Assuming the coefficient
of filling up of the stress solid corresponding to the limit state in the cross-section to be a = 0.7
the range of validity is determined for all the elastic-plastic states. On the diagram it is determined
by a dashed line constituting the envelope of the curves p,, p., po’, oo, determined for each state
of plasticity separately. Zones of admissible plasticity before cracking and crushing are marked
by obligue shading (Fig. 164). The safe region of the validily range depending on the way of
leading may be bounded either by the curve g (parallel to p, = 0.7 — oblique shaded) or the
curve o (obtained by muliiplying the ordinates p, by a constant safety factor), Fig. 24. .

If the element is Joaded by a variable moment and axial force, it is more convenient to take the
curve g. The principles of choosing the safety factors are given as well as directions for the design
of a profile admitting certain elastic-plastic states, by means of the system of equations of the curve,
Py i the four component ranges, This enables the determination of the best dimensions of the
cross-section and the prestressing parameters and the choice of the path of the cable taking inelastic
states into consideration.

In conclusion, equations are given enabling us to detexmine the plasticity regions along the beam
and the computation of the values of the rotation angles of the end section in the elastic-plastic
state,
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