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1. Wstep

W pracy [16] zaproponowano pewna ogolng miarg wylgzenia materialu w stanach
podkrytycznych, stanowigeg uogélnienie pojecia napreienia zastepezego (zreduko-
wanego) na przypadek nieprostych procesdw obcigzania. Pozwala ona uwzglednié
wszystkie czynniki, wplywajace na wyteZenie materialu w rozpatrywanym przy-
padku, co odpowiada wprowadzenin powierzchni (hiperpowierzchni) granicznej
w n-wymiarowej przestrzeni czynnikéw wyterenia. Do czynnikéw tych zaliczaja
sie .w piewszym rzedzie skladowe stanu napreZenia (lub stanu odksztalcenia, co
nie zawsze jest rownowazne, [17]); powazna role moZe réwniez odgrywaé wplyw
temperatury, wilgotnodci itp.

Czynniki wylezenia X; (I = 1, 2, ..., n) posiadaia na ogol rézne wymiary; dzielac
je preez pewne wielkoSci pordwnawceze A; wprowadzono bezwymiarowe czynniki
wytgzenia x; = XifA; 1 zapisano rOwnanie powierzehni graniczne] w postaci

(1.1) CF(xy, %2, e xn) =0
Proponowana miara wytgZenia okre§lona zostala za pomoca wzoru

M(1/ro)

(1.2} W= —‘m,

gdzie rg 1 #p oznaczaja odpowiednio odleglodci punktu 0 (poczatku ukladu od-
niesienia w preestrzeni czynnikdw wytgZenia) i punktu P (veprezentujacego dany
stan fizykalny w rozpatrywanym punkcie ciala) od zmiennego punktu powierzchni
granicznej N, czyli sg funkcjami punktu N (rys. 1). Symbolem ¥ oznaczono pewna
wartosé¢ $rednig tych funkcii, mianowicie

SS(U/rp)pdff "
il
M(1jrp) = m—1 >
SSpf

(1.3)

gdzie symbol 8S oznacza calkg¢ powierzchniowa po powierzchni (7 — 1)-wymia-
rowej w zapisie J. HADAMARDA, K jest n-wymiarowa kula jednostkows o §rodku
w punkcie P, df{* " jest elementem (z — 1)-wymiarowej powierzchni tej kuli;
Sreduia oblicza sig przy tym z waga p, ktéra jest na ogdl pewng Tunkcja kierunku
w przestrzeni czynnikdw wytgzenia i odpowiada prawdopodobienstwu osiagnigcia
powierzchni granicznej w tym kierunku (gestoici prawdopodobicfisiwa). Gestosé
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prawdopodobiefistwa moze byé réwniez funkcja punktu N powierzchni granicznef;
funkcje te nalezy okresli¢ w zalezno$ci od przewidywanego charakieru pracy danego
elementu konstrukcyjnego.

Jezeli waga p jest funkcja tylko kierunku w przesirzeni czynnikdw wyteZenia,
to mianowniki obu §rednich, wystepujacych we wzorze (1.2), sa rowne i ulegajg
uproszezeniu, a Wzdr ten przybiera
postac

SS (1/r) paf§*—

A ss r paf =
Rp

Po wprowadzeniu wspdlrzednych
kulistych o érodku w punkcie P
za pomoca wzordw

m—}

2 I X=X p ¥ COS @ l l sin ¢y,
iwt

|
! m=12..,n—1,
l -1

Xp=Xppt+¥ I I sin @
i=1

Rys. 1

i przeprowadzeniu iteracji zapiszemy wzor (1.4) w postaci

£ T 2

. . PAPL P25 s Pre-1) APy
sin®=2 @ dipy ... | sin pa_z dpn_s -
0

ro(@15 92, - Pr_1)
EH [1]
(Ley we==1— p 2 B

Ji

. . . . P(?’ls 2 PRI fp‘n—l)d(Pn—l
sin®—2 gy dpy ... | sin gu_y dpa_2 o
a4

Fp(®1s @2, s Pu—t)
¢ Q
W pracy {16] podano kilka przykladoéw obliczania wyteZenia za pomocg wzordw
(1.2), (1.4) 1 (1.6). Obecnie zajmiemy sig pewnymi ogdlnymi metodami obliczen
wystepujacych w tych wzorach calek 1 podamy dalsze przyklady zastosowan.

" Uwagi ogdlne w obliczanin wielowymiarowych calek powierzchniowych

Obliczenie wielkodci w, okreflonej wzorami (1.2), (1.4) i (1.6), sprowadza sie
do obliczenia calki powierzchniowe] po powierzchni pewne] m-wymiarowej kuli
jednostkowej. W przypadku n = 2 (okrag kota) problem ten nie stwarza zazwyczaj
powazniejszych trudnodci, ale juz przy » =3 (na przyklad w tréjwymiarowej
przestrzeni Haigha-Westergaarda), a zwlaszcza przy wiekszej iloéci wymiardw
Scisle metody catkowania rzadko dadza sie zastosowacé, Wspomnimy tu o pewnych
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przyblizonych metodach obliczania catek wiclokrotnych. Postugiwanie si¢ metodami
przyblizonymi uzasadni¢ mozna roéwniez w ten sposob, Ze rozktad gestosci praw-
dopodobiensiwa p z reguly moze by¢ okreslony tylke w przyblizeniu, a vzyskane
wyniki maja postuzyé przede wszystkim do celdow orientacyjnych.

Istnieje wiele wzordéw przyblizZonych, pozwalajacych oblicza¢ calki objgtosciowe
w przestrzeni n-wymiarowej (R. Misgs, [11], Sz. E. MIxiELADZE, [10], 1. 8. BIEREZIN,
N. P. Zipkow, [3]), natomiast znacznie mmiej uwagi zwrécono dotychczas na
przybliZzone obliczanie catek powierzchniowych w przestrzeni n-wymiarowej.
3. AvsrEcHT i L. Corratz, [1], podajg szedé wzorow przyblizonych na catki po
powierzchni kuli w przestrzeni tréjwymiarowej. Przytoczymy je tutaj, poniewaz
przesirzen tréjwymiarowa jest czesto spotykana w teorii wyteZzenia i wzory te moga
byé bardzo przydatne w przypadku powierzchni granicznych o bardziej skompliko-
wanych ksztattach. Mamy mianowicie

= S() (),
S 009,

S Sa() 1009,

30 [ZS;C( /2) -+ Ss(f)] +0{rf),
1
120 {9Se(l/3)+883(1)] J(O(IE’)

1
840

1 .
(2.1 Z:—Eff”df—
X

{2758(1/ )+3zsk(]/ )+40Ss(r)]+0(r3)

We wzorach tych Sy, Si, Sq, Se, Sz 1 S oznaczaja kolejno sumy wartosci funkceji u
w wierzchotkach wpisanego ofmiodcianu, dwudziestofcianu i dwunastocianu
umiarowego, oraz w wierzcholkach, §rodkach krawedzi i §rodkach écianek szescia-
n6w o bokach 2r/y/3, ry/ 21 2r. Wspélrzgdne wierzchotkéw wpisanych bryl umiaro-
wych podaje tablica 1.

Wyprowadzenie wzordw (2.1) opiera sig na rozwinieciu funkeji podecalkowej
w szereg Taylora wichn zmiennych i zachowaniu kilko pierwszych wyrazéw.

Podany w pracy [1] wzér dla catkowania po okregu kola posiada postal

1 1
(2.2) 2)’—:'7: uds = %Szm (r).[-O(er) R

K

gdzic Spm (#) jest suma wartodci funkcji w wierzchotkach wielokata foremnego
o 2m bokach (parzysta ilo§é bokéw chyba nie jest tu jednak potrzebna). Wzor
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ten mozna uwazaé za wynikajacy bezposrednio z reguly trapezdw dla catkowania
po krzywej zamknigtej. Przez 0 (+") oznaczono we wzorach (2.1} 1 (2.2) blad wzoru
przyblizonego 1 rzad jego wielkosci. '

W przypadku catkowania w przesirzeni o wickszej ilo§ci wymiaréw bardzo do-
godnym mnarzedziem moZe sig okazaé metoda Monte-Carlo (L 3. BIEREZIN,
N. P. Zmxow, [3], E. F. BckeneacH, [2], A.S. HOUSEHOLDER, 9. Metoda ta,
oparta na zasadach rachuaku prawdopodobienstwa, daje z reguly wynik o niezbyt
duzej dokladnosci, jednak dla orientacyjnej oceny wytezenia w punkcie dokladnosé
ta moie by¢ wystarczajaca.

Tablica 1. Wspolrzedne wierzcholleéw bryl umiarowych wpisanyeh w kule o pronueénia r

x » z
F ¥ _ r
0 0 (—n» p=12
Dwudziestodcian |™ = o . = a4 e LD a—
(ikosacder) (—1e 215 cos 29 2—]/5 sin 2% (— I)PJ[ 5 or= 1,2
5 5 2 5 5 q=1,2,3,45
. p=12
Dwunastoscian 2qm . 2gm
(dodekaeder) (—1)? ag cos 5 g S (— D7 fy g=1,2,3,435
: t=1,2

T R —
ag = < /150 — (— DF 30Y/5, Bo= 15 VST 1F30/5,
2 8 1
C o — cos - —— (/5 — 1),
cos -7 cos .4(]/5 )
4 6 1
cos—7 = cos =7 =-——{)/ 5-+1},
<" 3 4(]/ }
2 8 e
sin — v = —sin -7 = - )
5 5 4 !

4 6 1 ——F
sin — ;= —sin—m=— /1042 s
g singm = Y103

W pracy [16] podano kilka przykladéw obliczania wytezenia w troj- 1 dwu-
wymiarowej przestrzeni czynnikéw wytgZenia oraz w zupetnosci rozwiazano przy-
padek jednowymiarowej przestrzeni czynnikéw  wyteZenia. Przyktady, ktorymi
zajmiemy si¢ obecnie, odnosié sig bedg glownie do przestrzeni dwuwymiarowej,
a wiec bedziemy méwié nie o powierzchni granicznej, lecz o krzywej granicznej.
Przykladem zastosowania moze tu byé plaski stan naprezenia, chot oczywiscie
jest to przypadek bardzo szczegdlny; nalezy tu np. rowniez przypadek przesirzen-
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nego stanu naprezenia, gdy tylko jedno z naprezed glownych ma ustalong wartodé
(prawdopodobiedistwo innych wartoSci tego napreZenia mozna uwazad za Téwne
zeru). Z dwuwymiarowa przestrzenia czynnikdéw wyteZenia mamy do czynienia
réwntez wiedy, gdy tylko jedno napreZenie gléwne moZe zmieniaé swg warlo$é,
lecz wplyw na wyteZenie posiada rdwniez jakis inny, niezaleiny czynnik, jak ap.
temperatura lub wilgotnosé.

3. Krzywa graniczna zlosona 7 odcinkéw linit prostych; metoda analityczna

Krzywe graniczne bardzo czesto zlozone sa z odcinkéw linii prostych. Z przy-
padkiem tym mozemy sig spotkaé nie tylko przy postugiwaniu sie takimi hipotezami
wytezenia, jak Treski-Guesta (najwickszych naprezen stycznych), Galileusza czy
Saint-Venanta-Ponceleta, lecz réwniez przy aproksymacji linii krzywych odcin-
kami linii prostych; aproksymacj¢ taka stosuje wielu autoréw. Wyprowadzimy
teraz pewne ogdlne wzory dla krzywych granicznych tego typu.

WNiech dla odcinka M; M;.q krzywej
granicznej (rys. 2) dane bedzie rownanie

3.1 Ajx+Bijy+Cy =10,

Wprowadzamy, jak zwykle, [16], wspol-
rzedne biegunowe plaskie o §rodku
w punkcie P, reprezentujacym dany stan
fizykalny w rozpatrywanym punkcie ciala:

Lj#2

Yp

X == Xp-Fr COS @,
32) { P @

y = yp-tisin g,

uzyskujqc
(3.3)  (A4; cos @+Bysin @) 14
+ A; xp+Bj yp+Cy = 0.

Z réwnania tego obliczymy nie odleglo$é » punktu P od krzywej granicznej, lecz
wprost wystgpujaca we wzorach (1.2), (1.4) i (1.6) odwrotno§é tej odleglodci:

Rys. 2

1 I Aj cos g+ By sin
(3.4) S b A FTbj ‘P.
r Fp AJXp+Bjyp+Cj

Wzér (3.4) ma zastosowanie dla @3 € @ < iy, tys. 2. Katy te okre$lone sg wzorem
: Yi
(3.5) @j = arc tg_x——““—

i analogicznym dla @;.q. Zaleza one réwniez od polozenia punktu P; zaleznodci
tej dla nproszczenia nie uwidoczniono jednak w zapisie.
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Jezeli gestosé prawdopodobiefistwa p jest tylko funkcja kierunku, a wige kata g,
to maja zastosowanie wzory (1.4) i (1.6), ktdre teraz zapiszemy krotko w postaci

J(0
(3.6) w—1 MJ((T;’
gdzie
2n 1
a1 HP) = f @@y,

a J(0) jest szczeglnym przypadkiem J(P). Podstawiajac (3.4) i sumujac calki
po poszezegbinych przedzialach zmiennej ¢ ofrzymujemy

Fi+1 :

n Aj COs -’,‘0+Bj sin @
- -2 (- Jotran.
'

a wzdr ogolny na wytezenie w przybierze postac

2 e, )M@@
i=1 ¢

d ML Ajcos By sing
g f ( Ajxp=+Bj yp+C;
b 2 .

Jezeli krzywa graniczna jest zamknigta, co zazwyczaj ma miejsce, to we wzorach
(3.8) i (3.9) przez wskaznik j+1 dla j = n naleZy rozumieé wskaznik 1.

Przejdziemy do przypadku szezegdlnego p = 1, co odpowiada rownemu praw-
dopodobiefisiwn «ruchu» punktu w przesirzeni czynnikéw wytgzenia we wszystkich
kierunkach. Wtedy

n q’f‘“( Aj cos g+Bj sin

(3.9) we=1— .
)p(fp) dg

(310)  J(P) 2 ! o
. J(F) = — (Ajsin ¢ — By cos ¢)
j=1 Aj Xp+B; yp+Ci j

Ze wrzoru (3.5) wynika

. Yi—Yp Xj— Xp
(3.11) "singp; = , 08 ;= YN
V(x5 xp2H(p-— p)? V (xp— xpP2+(yi— yp)?
zatem
I 1 Ay (vi 1 — — By (x4, —x
(G12)  HP)= "“Z [ 1;()%1 Vp) 1 (Vg1 Xp)
# ArxotBi ot Cill Vixgy — X2+ — el

A Qi —yp) = By (xy— x}’)]
]/(xi— xp)2 + (5 — yp)?
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Dila krzywej granicznej zamkmigtej wzér ten przybierze jeszeze prostsza postaé.
Najpierw przegrupujemy go tak, by w kazdym z nawiaséw oba sktadniki odnosily
si¢ nie do dwoch sasiednich punktéw, M; i M;, ,, lecz do tego samego punktu M.
Wiedy przed nawias mozna bedzie z mianownikow wylaczyé pierwiastek:

1
et
Ve P-(ps—yp)? by

y [ Ai-1(pi—yp)—Bj1(x55—xp) —l 1 L

(3.13) J(Py=— )’
=1

Aj—1xp+Byy ypt-Ciq
Ay —ye) — Bilxy— xp)l ¥ (N O
Ajxp+-B; ypt+Cy ) S
- Punkt M; lezy na prostych I; i I;_q (rys. 2),
Zatem mozna podstawi¢ ﬂl — T_
(3.1 Cioi=—4j1x—Bj1ys,
Ci=— Ay x;— By y;. Rys. 3

Po sprowadzeniu wyrazOw w nawiasie we wzorze (3.13) do wspéinego mianownika,
podstawieniu (3.14), vporzadkowaniu licznika i uproszozeniu przez wystepujacy
w mianowniku pierwiastek otrzymujemy ostatecznie

(3.15) J(P):Zﬂ (A1 Bi— AsBi_ D)V (x5 x)2+(y5— yp)?
. g F=1 (Ajgl xP+Bj"1yP+Cj_l) (A.,', xP+Bij+CJ)
oraz . .
y oy (As1 B As B
| B AR
(3.16) o =] i=1 Cj,l Cj

o1 (451 By — Ay B; ) V(xj——xp)2~!~(yj~)’p)? -
=1 i1 Xp+Bi—1 Yo+ Cy)) (45 xp4-Bi yp+ Cy)

-Dla przyktadu przyjmiemy, Ze krzywa graniczna jest brzegiem kwadratu o §rodku
lezacym npa prostej y==x, przesunigtym wzglgdem poczatku uktadu (rys, 3). Kontur
zlozony jest wige z odeink6w czterech prostych o rdwnaniach

GI17) - x—1=0, y—1=0, xtux=0, yfx—0

i odpowiada hipotezie wytgieniowej' Galileusza~-Clebscha-Rankine’a przy ozna-
czeniach pracy [16], mianowicie

KC,

(3.18) | e
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Po podstawieniu wartodci stalych Aj, B; i C; oraz wspohzednych wierzcholkdw
kwadratu do wzoru ogdlnego (3.16) i pomini¢eiv zbgdnych juz teraz wskaznikow
P otrzymujemy

(3.19) w1 _{[2 Vit s+ 140V 21

:%[v’awx)iﬂxw)z V=22 +0—pP | Vokap+(—yP
(1—x) (+) (1—x) (1) R

V (et x)2 -+ ()2 ]}
(%) (x+y) '
Wzér ten przybiera znacznmie prostsza postaé w przypadku, gdy punkt P lezy

na przekaini y = x. Po dokonaniu redukcji i uwolnieniu od «pigtrowych» mia-
nownikdow ‘

_}_

)Y 242Y 102 (1) (o)
# [(14:) V 242V (1= 22 GetaP]
Wytezenic minimalne, oczywifcie przy zalozonym réwnomiernym rozkladzie

gestosel prawdopodobiefstwa p, wystapi w $rodku kwadratu, czyli punkcie o wspél-
rzgdnych

(3.20) w=1

P |

2

(3.21) Xopt = Yopt = ~

Tablica 2. Wylgienie minimalne w przy-  Po podstawieniu tych wartoéei do (3.20)

padku plasikim hipotezy kraicowego ma- ; yin prostych przeksztalceniach otrzy-
preZzenia normakego ,
mujemy

% min
" "’0* (322)  wpin=1—

14 % N
2 -0,1554 LA 5
4 —{0,6923 .. B
5 —0,9817 Wartosci funkcji wimin=wmin (2) dla ana-
6 —1,2753 lizowanej hipotezy wyteZeniowej krancowe-
7 --1,5714 go naprezenia normalnego podaje tablica 2.

4. Krzywa graniczna zlozona z odcinkéw linii prostych; metoda geometryezna

Doéé skomplikowan& wzdr (3.16) moZna zapisa¢ w znacznie prostsze] formie
przez wprowadzenie pewnych wielkosci o prostej interpretacji geometrycznej.
Przyjmiemy réwnomierny rozklad gestosci prawdopodobiefistwa «ruchu» punktn £
we wszystkich kierunkach, p = 1. Wiedy calka J(P), (3.7), przybierze postat

27 i1

dy

1 u ‘
@b /) =0f 7 P =g;;[ re(9)
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Srodek ukladu odniesienia przyjmiemy jak zwykle w punkcie P. Kazda z cafek
sktadowych we wzorze (4.1) jest oczywiScie niezmiennikiem ze wzgledu na obrét
uktadu wspdlrzgdnych. Dla wygody przy i
obliczaniu calki w granicach od ¢; do ¢5,;
obrocimy uklad tak, by odpowiedni odcinek —)
konturu byt prostopadiy do osi x, czy[i posia-
dal réwhanie x—xg=0 (rys, 4). Mamy wtedy

Mo.upn

Xg

(4.2) rp(p) =

oraz

cos @’

P+l

{4.3) f ’P(‘P) 0 (sm P — sint ).

Mgl

)<x1 )

Xg-

\‘”

Oznaczaiac przez [; odlegloéé wierzcholka

M; od poczatku ukladu P otrzymujemy Rys. 4
(4.4) Xg = Ly co8 g5 = L;, 1008 @s,(,
i P
g ¢; g
(4.5) f Y $Piv1. ~ B@ .
rp(p) Ly L;
ki

Zamiast katow srodkowych ¢; wygodniej jest wprowadzi¢ katy ‘t.lJ;} i pf, zawarte
migdzy prostymi laczacymi punkty P i My oraz krawedziami (rys. 4). Podobnymi
katami postuguje si¢ teoria nofnofci granicznej plyt wielokitnych, obcigzonych

sitg skupiona, |12] i [14]. Wtedy tg ¢y, 1 == ctg vpﬁ +1 g @ =—ctgyp] oraz
: 1S S
(4.6) J(P) = 2 f e (Lg Vi | o8 1"’?)
' "P(SU) o Ly Ly |

Dla krzywej graniczngj za,mkm@te} mozna przegrupowaé dodawanie podobnie
jak w p. 3 (faczac wyrazy ze wskaznikami /), i ostatecznie

5 otgylt-ctgw?
%) J(P) = E M,
P Ly

2": ctgyh o+ ctg
j=1 Lo

(4.8) w=1—

R

2 ctg QP;,P + ctg w%:}’ ’
L»

j=1
gdzie wskaZnikami dodatkowymi 0 i P oznaczono katy v 1 diugoéci I, zwiazane
z promieniami wychodzacymi z punktéw 0 i P.
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Wzér (4.7) wykazuje duze podobieﬁstwd do wzoru, okreslajacego nosnosC gra-
- niczna plyt, obciazonych sita skupiona, mianowicie

"
(4.9) : P=m 2 (ctg TP? - ctg "P?) s

i=1

gdzie P oznacza obcigZenie graniczne (famiace}, m moment graniczny na jednostkg
dlugoéci linii zatomu. Gdyby plyta wykazywala niejednorodno$é tego typu, Ze
moment m dla kazdej linii zalomu byl odwrotnie proporcjonalny do dhugosci tej
linii, to analogia bylaby zupelna [oczywiscie stuszna tylko w tym zakresie, w ktorym
shuszny jest wzér (4.9); w przypadku gdy katy gl-Ly? sq katami ostrymi, mozliwy
jest réwniez inny schemat zniszczenia plyty, natomiast wzor (4.7) jest ogolnie stuszny
przy zatozonym réwnomiernym rozktadzie prawdopodobiefistwa p]. Trudno jednak
przypuszezaé, by plyty tego typu mialy jakies znaczenie praktyczne. Oznaczatoby
to niezaleimo$é catkowitego momentu tamigcego dla danej krawedzi od jej dlugoscei.
W kazdym razie problem poszukiwania minimom wytezenia (przy p = 1) jest
problemem zblizonym do poszukiwania najniekorzystniejszego potoZenia sity
skupionej z uwagi na nofno$¢ graniczna piyty wielokatiiej.

Wzér (4.8) umozliwia bardzo proste i szybkie obliczanie wytezenia w na drodze
wykieslno-analitycznej przez pomiar katdw ;i dtugosci Lj.

5. Krzywa graniczna o ksztalcie elipsy

W przypadku dwuwymiarowej przestrzeni czynnikow wytezenia krzywa granjczna
posiada bardzo czesto ksztalt elipsy. Z elipsa mamy do czynienia nie tylko w przy- -
padku hipotezy wytezeniowej Hubera-Misesa-Hencky'ego (przekrdj walca pla-
szezyzna o3 = const), lecz réwniez w przypadku hipotezy ogolniejszej, zapro-
ponowanej w r. 1928 przez W. BURZYNSKIEGO, [4], a proponowanej pdzniej nie-
zaleznie przez G. D. SANDELA i P. P. BALANDINA (por. [16]). Ostatnio postugiwali
sie ta hipoteza C. Torrg, [15], i G. A, Genww, [7]. W trojwymiarowe]j przestrzeni
naprezeh Haigha-Westergaarda odpowiada jej paraboloida obrotowa, a przeciecic
tej paraboloidy plaszezyzna o3 = 0 daje elips¢ o réwnaniu

(5.1 o302 — 0y oy H(Ko — Kp) (01 +02) — Ko By = 0.

W réwnaniu tym K, i K, oznaczaja W sposéb ogélny naprezenia niebezpieczne
kolejno przy jednoosiowym rozciaganiu i §ciskaniu. W przypadku K; = Ky row-
nanie (5.1) daje przekréj walca Hubera-Misesa<Hencky’ego. Obliczanin wytezenia,
w przestrzeni tréjwymiarowej w przypadku paraboloidy BURZYNSKIEGO poSwigcono
rozdziat pracy [16]; obecnie zajmiemy sig przypadkiem plaskim, gdy krzywa gra~
niczna posiada réwnanie (5.1). Jest to elipsa o érodku lezacym na proste] 61 = 02,
na ogdl przesunigtym wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, o osiach obrdco-
nych o m/4 wzgledem osi oy o9,
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Wprowadzimy -najpierw wspdhrzedne bezwymiarowe

g oy

(5.2) E:x’ 7(;:

¥y

oraz dogodne oznaczenie (3.18), piszac krécej zamiast (5.1)
(53 X242 — xy+(e—1) (x4y) —x =0,

Po wprowadzeniu wspélrzednych biegunowych (3.2) otrzymujemy réwnanie kwadra-
towe ze wegledu na promien r. Zapiszemy je w postaci

(5.4) (1 — sin @ cos ¢) r2-4-(a sin p-+f cos @) r —y = 0,
gdzie dla skrécenia oznaczono

. a =2y —x+x—1,
(5.5) ‘ B=2xyfn—1,
Y= X2 2 xy — (0 — 1) (x-1p).

Wyltgzenie w okrelimy wzorem ogdélnym (3.6), w ktérym J(P) wyraza sig wzo-~
rem (3.7). Z uwagi-na wystepujaca w tym wzorze wielkosé 1/rp Tozwigzemy réw-
nanie (5.4) ze wzgledu na te-niewiadoma; :

5.6 L_t._1 i
(5.6) PR zy[ﬂasmcpmﬁcosq:—i-

+ ¥ (asin p-+8 cos @¥2-+dy (1 —sin @ cos ¢)],
zatem '

2n
i
3.7 J(P):ny{ﬁasin p—fcos @+
0

+ V{asin @+p cos )2 -4y (1—sin ¢ cos ¢)] p (p)dp .

Przyjmiemy, ze gesto$¢é prawdopodobienstwa «ruchuy punkte P w poszcze-
golnych kierunkach jest stala w pewnym przedziale zmiennogci @, a réwna zeru
dla pozostalych ¢: '

=1, jeédli < @ < @g;
5:8) {p(rp) j 7L< <@

Plp) =0, jesli O0<op<g i P2 < @ < 2m.

Takie przyjecie pozwala do§é dobrze aproksymowaé dowolny Wystgpﬁjacey w praktyce
rozklad gestodci p. Pewna analize wplywu zatozonej funkeii p na uzyskiwane wyniki
zawiera praca [16]. Przyjmujac ¢; = 0, ¢ = 2% otrzymujemy réwnomierny rozklad
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| gestodcl p jako przypadek szezegdlny. Jak wiadomo, normalizacja funkcii p nie
" jest potrzebna. Przy zatoZzeniu (5.8) otrzymujemy

1
(59 J(FP—= 5 [a(cos p =008 (1) ~— f (sin gp — sin @)+

Py
+ f ]/(a sin p-+f cos )24y (1 —sin ¢ cos @) dcp] :
) ) Pr '
Wyst@pujqca w tym wzorze catka jest catkq cliptyczna. Sprowadzimy ja do postaci
normalnej w spos6b cafkiem ogdlny, bowiem catka tego typu wystapi réwniez
w nastepnym rozdziale. WyraZenie podcatkowe mozna zapisa¢ W postaci

(5.1 £ (@) = asin? p+b cos? ¢+-csin ¢ cos @,
gdzie

(5.11) a=qatdy, b=p+4y, c= 2a8 — 4y.
Dobierzemy kat )tak, by :

(5.12) - : f ) = A cos? (p+p)+B.

Stosujic wzor na cosinus sumy argumentow i przedstawiajac jedno$é jako sume
kwadratéw sinusa i cosinusa uzyskujemy uklad trzech réwnan ze wzglgdu na
A,Biy:

Asin2 B = a,
(5.13) Acos2y-+B =D,
— Asin2y =c.

Rozwiazaniem tego ukiadu jest

A=V (b—ap+e,

(5.14) : B = -% [a+b_'|/(b__.a)2+02]’

c

l P = P—%arctg PR

Rozwiazanie to jest niejednoznaczne ze wzgledu na wieloznaczno$¢ funkeji
arcus tangens. Kat 2y nalezy jednak dobraé tak, by spehione bylo trzecie z rownan
(5.13) przy dodatnim 4: jezeli ¢ < 0, to 24 musi by¢ dobrane z éwiartki I Tub IT,
jezeli ¢ > 0, to 2y naleizy dobrac z éwiartld T lub IV. Poniewaz z kolei réznica
b — g moze byé dodatnia lub wemna, wigc analiza staje si¢ nieco bardziej skompli-
kowana. Wyniki tej analizy podaje rysunek 5, na ktérym zaznaczono ¢wiartki,
z jakich nalezy dobierac kat 2y Granice micdzy poszczegdinymi obszarami wyzna-
czone sy przez réwnania ¢ = 0 (wtedy y = 0) oraz b—a =0 (wiedy p = +7/4).
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Warunek ¢ =0 daje w naszym przypadku [po dokonaniu podstawien (5.11)
i {5.5) :

5.15 Qy—xt+x—DC2x—y+u—1)—

—2[e—x2—p2txy — (e —1)(x+p] =0
Wykonanje dzialan prowadzi do réwnania hiperboli |
(5.16) 33 (e 1) (X4 p) (2 — du1) = 0,
Warunek &— a = 0 daje
(5.17) y=2x albo .x+y—|-2 (%— 1) =0;

53 to rownania osi elipsy. O$ dluzsza y = x przecina si¢ z hiperbolg (5.16) w punktach
o wspotrzednych A )

Yy
(5.18) Xx=y= p
P 37 8
= —1+ 3 (2 —5-+1). 1 G‘\ve“‘
S to, jak tatwo sprawdzicé, ogni- ¥ b Hrperbala fa )
A i

ska elipsy, oznaczone na rys. 5
przez My 1 M, W punktach
tych warto$¢  pozostaje nie-
okreélona (symbol nicoznaczo-
ny). Nie posiada ona jednak
Zadnego wplywn na wynik, po-
niewaz wtedy (i tylko wtedy)
A=0 wobec jednbczgsr}ego spel- Hiperbola {516)
niania si¢ warunkéw b —a =0 Rys. 5
i c=0; zatem f(p)=Bikatwp :
znika w wyrazeniu podcatkowym. Tak wiec kwastm doboru kata p jest calkowicie
wyjadniona. .

Wrocimy do calki (5.9). Po dokonaniu przeksztalcenia

A
(5.19) Bidcos(ptp = rm|i— Bsin2(<p+1p)]

i wprowadzenin nowej zmiennej catkowania £ == gty zawarte] w przedziale
@1 + v < £ € go+y otrzymujemy ostatecznie

(5.20)_ J (P) = ly :a {cos g - €08 1) — ﬂ (sin @2 — sin @) +

+;/A+B[ (svﬁ% i B) (‘P‘“‘" 74%)]}’
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gdzie symbol E (g, k2) oznacza niepelng catke eliptyczng drugiego rodzaju. W obec-
nej pracy dogodniej bedzie wszystkie calki eliptyczne traktowa¢ jako funkcje
kwadratu modutu k2, a nie samego modulu k, jak przyjmowano np. w pracy [16];
zamiast tablic E (&) (np. niedawno wydanych tablic C. E. FROBERGA, [6], doklad-
niejszych od cytowanych w pracy [16] tablic A FLETCHERA) bedziemy korzystal
z tablic E (42) (np. K. HAYASHIEGO, [8]) . W naszym przypadku, po dokonaniu
podstawien (5.14) i (5.11),

2V (a2— 2P+ 2af —4y)?
a2+ 248yt V (2 p+ Qap—4yP

(5.21) 2 =

Mozna wykazaé, ze zawsze zachodzi tu 0 < k2 < 1 i stosowanie zadnej dodatkowej
transformacji nie jest potrzebne.

Dia zastosowania wzoru (3.6) musimy jeszcze obliczyé J (0), podstawiajac do
(5.5) x ==y = 0. Mamy wtedy
a = ﬁ =¥ I: V=%,
—2(x2—4un-+-1), Jesli %< 2—[—]/§ ~ 3,732;

A=2|n2—dxtl|= _ ,

' I% T i 2 (w2 —dut1), jesi x>z 2-+)/3 = 3,732
1

(522) ) A+B= ) (25244324

+2|x2—4x+1|)m{

6, jesli - w < 249/3;
202 — k1), jeSli %324+)3;

. desli <2435

INE RN

, -jesti ox >2+]/§
oraz
1 , .
J(O) = {wi;c‘ (% — 1) (cos gz — cos ¢y —— sin @a-+sin @) +

—_ n —ultde—1 _l_:m — 2 dx—1
23 |- +‘/6”[E("’2+?"—5%_w) E(‘Pl a7 B m

jesi w < 24y/3;

1 .
J(0)= 2 { (2 — 1) (cos gz — coSs @y — sin ga+sin ) +
]/_2__ m x2—dut1 o w #E—dx+1\N
jesli % = 24)/3.
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Wzory te ulegaja szezegllnemu uproszezenin w przypadku gramicznym x =
=24y 3 A2 3,732, Punkt 0 pokrywa si¢ witedy z ogniskiem elipsy M. Przypadek
ten posiada znaczenie praktyczne, bowiem zblizong warto$¢ »x wykazuje np. wiele
gatunkdw -zeliwa, Wtedy #2 —4x+1 =10, E(p,0)= ¢ i ostatecznie

1+y/3 . .
(524 J(@O) = m [cos ga—cos @ —sin gotsin @143 (p2 — @)l

Przejdziemy do przypadku rownomicrnej gestosci prawdopodobiefistwa p «ruchu»
punktu P w poszczegdlnych kierunkach plaszezyzny czynnikéw wytgzenia. Przyj-

mujac ¢ = 0, ¢ = 2m, otrzymujemy
=4E 4
B (A-l-B)’

A A
(5.25) E (Zﬂ-l—w, m) —E (TP, m)
a wzory (5.20) i (5.23) uproszcza si¢ do postaci

ZV;mE( 4 ):

A+B

{5.26) J(P)=

_ V2108V (@ — p2 Qe — 42 y
Y
E( 2V (2 — 22+ (2ap— dy)? )
a2+ 248y +V (02— p272 1 Qaf —4yR/”

2]/6 — w2 1 o
( 3 ), jeSli 2 <243,

2]/2(x2~#x+1)E(x2——4x+1
w2 —px+1

[
(527 J(0) = !
{ ) jesli w243,

»

Wzory te ulegaja dalszemu uproszczeniu w przypadku gdy punkt P lezy na
diuzszej osi elipsy, y = x. Wiedy

(5.28) A =2]3x246 (% — 1) x+(2 — dx+1)|

(przy czym wyrazenic wewnatrz znaku warto§ci bezwzglednej jest ujemne pomiedzy
ogniskami elipsy, ktérych wspolirzedne okreslaja wzory (5.18), a dodatnie na zewnatrz
ognisk), : :

w632 — 12 (6 — 1) x+-6%  wewnatrz ognisk,

(5.29) A-+B= . : .
232 — 242 B na zewnatrz ognisk.
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Gdy np. x =1 (hipoteza Hubera-Misesa-Hencky’ego), to otrzymujemy ostatecznie
. BT Jeshi 3TV 3
(3—3x2
(5.30) ‘ 5
V3(l —x)E 2 | ]/
— X ) 3 — 1L - 3’
w —

o I
E0e—3) Jesli i ]f
Vs

Wytezenie minimalne (przy zalozonym réwnoimiernym rozkladzie gestosci p)
wystapi oczywifcie w Srodku elipsy, czyli punkcie o wspétrzegdnych x =
— (% — 1) ($rednia-arytmetyczna wspélrzgdnych ognisk). Mamy tu 4 = 4 (x2 —
—#+1), A+B =6 (22— x+1),

- ) —
.l/xz_x_;q E(___f;;:%i
Wnin = 1 — 2 , jeSll n Z—Fl/i,
]/QE (3)
(5.31)
2
(,,,2 — x_{_l) E (Li’_‘j_l)
. #2 —ut1 o -
Wgn = 1 — — ‘ . jesli ¢ = 24/ 3.

#y 3E (i—)

Wartosci funkcji wmin = Wmin (%) dla analizowanej «hipotezy paraboloidalnej»
zestawione sa w tablicy 3. Wartoéci te s3 co do modutu wigksze, niz w przypadku
modyfikowanej hipotezy Galileusza (tabli-

Tablica 3. Wylezenie minimalee w przy-
iladku plaskim «hipotezy paraboloidainej»
Burzyiskiego

Wain

0
—0,3116
—0,7920
—1,2914
—1,7513
—2,2881
—2,7816

ca-2), bowiem «hipoteza paraboloidalna»
przewiduje wicksza wytrzymatos¢ na dwu-
kierunkowe réwnomierne $ciskanie od tam-
tej hipotezy. ‘

6. Krzywa graniczna o ksztalcie paraboli

Wezmy pod uwagg przypadek jednoosio-
wego stanu naprgZenia przy jedmoczesne]
mozliwodci powainych zmian temperatury.
Osiggniecie stanu niebezpiecznego jest wtedy
mozliwe przez zmiang naprefenia lub tem-

peratury i naleiy' rozwazaé dwuwymiarowa przestrzen czynnikéw wyteZenia
o-—t. Jako poczatek uktadu wspélrzednych przyjmiemy punkt ¢=¢=0, choé
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przyjecie ¢ = 15°C mogloby byé tu bardziej uzasadnione — rdznice miedzy tymu
wariantami sa jednak z reguly pomijalne.

Stan niebezpieczny jest tu okreslony funkcia ¢ = ¢ (¢). Postaé tej funkcji zalezy
od rodzaju materiatu i od przyj¢tego stann niebezpiecznego (uplastycznienie,
wytrzymatosd). WeZmy pod uwage granice plastycznosct Q; dla wielu metali réw-
nanie krzywe} granicznej mozna przyblizyé przez réwnanie paraboli

(6.1 Ct=1 [1——(5{))2],

gdzie 7, jest temperaturg topnienia lub temperaturg przemiany alotropowej (przy
o =0), Qy granica plastycznodci przy { = 0 (rys. 6). Oczywicie réwnanie (6.1)
moze odnosi¢ si¢ tylko do materialéw, wykazujacych jednakowe wlasnodci przy
rozcigganiu i $ciskaniu. Wprowadzajac jak zwy-

kle bezwymiarowe wspatrzedne bieguhowe przy 4t
pOImoCcY WZorow

t =t (ypt+rsin ),

& = Qo (xptr cos )

i pomijajac wskazniki P okreflimy bezwymiaro-
wg odlegloé¢ dowolnego punktu P od krzywej
graniczne] rownaniem

(6.3) y+rsinp =1—{x+r cos ¢)2
Rownanie samej krzywe) granicznej ma tu oczy-
wiscie postad

(64) y = ] —x2

(62)

Rys. 6

i -posiada “znaczenie ogdlniejsze; do -takiej samej krzywej granicznej sprowadza
si¢ na przykiad réwniez analiza «hipotezy paraboloidalnej» Burzynskiego w przy-
padku, gdy wielkodciami niezaleZnymi sa nie poszczegdlne napreZenia gléwne,
ale napreZenia §rednie (hydrostatyczne) i intensywno$é naprezeni (otrzymujemy
wtedy osiowy przekrdj paraboloidy przy ustalonym niezmienniku katowym m,
por. [17]).

Aby zastosowal wzory (3.6) i (3.7) napiszemy réwnanie (6.3) w postaci

142 1
(6.5) (1 —x2—y) (*r ) — {sin g+2 x cos @) T cos2ep =0

i rozrwigzemy je ze wzglegdu na 1/r:

1 I 1 -
{6.6) | el —- PY{ Ry fsin ¢+ 2x cos ¢ +

I’P‘

+ Vsin2 p+(4 — 4y) cos? g 4x sin g cos | .
i
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Dalszy tok obliczeri jest niemal identyczny z przedstawionym w p. 5 i przytoczymy
go w skrécie. Przyjmiemy, 7e rozklad gestosci prawdopodobienstwa p daje sig
przedstawié wzorami (5.8). Witedy catkg J(F) mozna zapisa¢ w postaci

[ 1 i .
6.7  J(P) = m lcos @1 —— €08 Pa+2x (sin p — sin py) +
P .
+ f V a sin @-1-b cos? p-+c sin @ cos @ dqo] )
‘ L2 7
pdzie
(6.8) a=1, b= 4__ 4y, ¢ =4x.

Przy zastosowaniu tych oznaczen catka wystepujaca we wzorze (6.7) nic toZni sig
od wystgpujacej we wzorze (5.9) 1 ostatecznie :

69 JP) =~ L

m {Cos @y — €08 Po+2x (sin gy — sin 1) +

— A A
+VA+B [E (sz-F%m)—E(%%%m)”,

gdzie A, B i v s okreslone wzorami ogdlnymi (5.14), mianowicie w naszym przy-
padku

(6.10) B = —ém [5—dy—V(3—4y2 +16x7],

_ i . dx
P = 2arc gw3_4y.

Kwestie wlasciwego doboru kgta w rozwigzaje rys. 7, analogiczny do rys. 5;
okreéla on éwiartki, z ktérych nalezy dobieraé kat 29. Jezeli argument catki eliptycz-
nej lezy poza pierwsza Gwiartka, to nalezy stosowalé wzory redukcyine typu

6.11) E(p, k?) = 2E (k%) —E(m — ¢, k2).

Poszczegdlne strefy doboru kata 2y oddzielone sa prostymi x=01 y==3/4, prze-
cinajacymi sig w ognisku paraboli M.
W punkcie 0 mamy A4 = 3, B =1, p» = 0, 7atem

\ 3 ’
6.12) J(0) = % {cos @1 —COS @212 [E (cpz, 2—) —E ((pl, 4)] } .

Podstawienie (6.9) i (6.12) do (3.6) pozwala obliczyé wytgZenie w w prz_ypéldku
ogblnym,
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Przejdziemy do przypadkow szezegdlnych dobora katdw ¢ i g Jezeli ¢y = 0,
@y = 2m, to otrzymamy réwnomierny rozklad gestosci prawdopodobiehstwa we
wszystkich kierunkach. W omawianym na poczatku rozdzialu przypadku, gdy
na osiach odcinamy naprgzenie o i temperaturg £, rozklad taki jest wykluczony.
Istotnie, prawdopodobienstwo uzyskania temperatury absolutnego zera jest réwne
zerw, i jeZeli temperature te ozna- _
czymy przez iy (fHp < 0), a po- i

nadto wprowadzimy oznaczenie
" fofte =1y, to dla katéw @ z trze-
clgj 1 czwartej Cwiartki, zawar-
tych. conajmniej w przedziale

Y—%0

‘13 D ——-.
{(6.13) amtgx‘f“]/l—yo

¥ o
S Karctg—7——

natezy przyjaé¢ p = 0. Tym niem- Rys. 7

niej rozpatrzymy ten najprostszy

przypadek z uwagi na mozliwo$é innych zastosowan i dla przeprowadzenia
pordwnaf. Nalezy zastosowaé wtedy (5.23) oraz

2K (%) (1—x2—3)

]/mE(

{6.14) w=1— y )
A4-B

Wartoécei funkcji (60.14} zestawione sg w tablicy 4. Ograniczono si¢ tu do dodatnich
wartosci x, poniewaz jest to parzysta funkcjd tej zmiennej (ze wzgledu na parzystosé
rownania (6.4) i symetrie rozkladu gestoici prawdopodobiefisiwa). Linie réwnych
wylezet w podaje rys. 8. '

Preyjecie ¢ =0, ¢ = % odpowiada przewidywaniu osiagniccia stanu niebez-
piecznego przez zmiang naprezenia w dowolnym kierunku i wzrost temperatury

Tablica 4. Wartodci wytefenia w w przypadkn ¢ = 0, g2 =27

PN 0 0,2 - 0,4 0,6 0,8 1,0
0 0,0060 0,0381 0,1530 0,3471 0,6256 1,0000
0.2 0,1328 0,1739 0,2984 0,5098 0,8164 _
0,4 0,2825 0,3277 0,4651 0,7008 — —
0,6 0,4572 . 0,5084 0,6652 0,9412 - —
0,8 0,6747 0,7363  -0,9304 — — R
1,0 1,0000 — — - — —
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Po podstawieniu tych wartoscl do (6.9) i (6.12) oirzymujemy

[I+2E(3)](1 —xzéy)

: A
et

Wartoéci funkeji (6.15) zestawiono w tablicy 5, a linie réwnych wytezen w na rys. 9

615 w1 —

Przyjgcic ¢ = 0 oraz ¢, = a2 odpowiada przewidywaniu osiggnigcia stanw
niebezpiccznego tylko przez algebraiczny wzrest napreZenia i temperatory. Otrzy-

mujemy wtedy
3
ll—%—ZE( )] (1—x?—y)

142 ./I_EE-EV% AN _glp )|

Tablica 5. Wartoici wytezenia w w przypadkn ¢ = 0, ¢2 =x

{6.16) w=1—

NE - - 0 0,2 0.4 0.6 0,8 1,0
0 0,0000 0,0386 0,1550 0,3509 0,6299 1,0000
0,2 0,1536 0,1944 0,3176 0,5256 0,8240 —
04" 0,3213 0,3649 0,4968 0,7209 - —
0,6 0,5085 0,5558 10,6999 0,9483 — —
0.8 0,7250 0,7783 0,9428 — — —

1,0 1,0000 o — — m —

Wartosci funkcji (6.16) zestawiono w tablicy 6, a linie réwnych wytezet w na tys. 10.
Tablica 6 obejmuje zaréwno dodatnie, jak i ujemne wartosci x (naprezenia), po-
niewaz funkcja (6.16) nie jest Juz parzysta funkcja x z uwagi na brak symetrii roz-
ktadu p.
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Zajmiemy sie jeszeze przypadkiem, ktéry odpowiadatby «obcigZenin prostenyu»
w przestrzeni napreZen. Przyjmiemy mianowicie

y
(6.17) g1 = py = arctg=,

¥

Rys. 10

co odpowiada prawdopodobiefistwu punkiowemu (funkcja Diraca) w kierunku
wyznaczonym przez odcinek OP. Odpowiednie wzory mozna uzyskaé z (3.6), (6.9)
i (6.12) przez przejicie do granicy, jednak fatwiej wyprowadzi¢ je bezpoSrednio.
Punkt przecigcia prostej OP z krzywa graniczng (6.4) oznaczymy, podobnie jak
w pracy [16], przez Np. Wspolrzedne tego punktu xy i yy okreslimy z proporcii

©18) | R
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Tablica 6. Wartosci w w przypadku ¢; = 0, g == 7/2

Wx —1,0 —08 —06 —04 -02 0 02 04 06 08 1,0

0 10060 —0,0601 —0,2430 —0,2328 -—-0,1395  0,0000 0,1686 03572 0,5608 0,7758  1,0000
0,2 — 06,3807 0,0036 —0,0342 0,0312  0,1536 0,3106 0,4908 0.6877 0,8974 —
0,4 — — 0,3386 0,1955 0,2222  0,3213 04634 10,6340 0,8231 - —
0,6 — — 0,8392 0,4780 0,4388  0,5085  0,6325 0,7894 10,9692 — —
0,8 — — — 0,8784 0,7048  0,7250  0,8225 09626 —. — —
1.0 — — — — — 1,0000 — — — — —

i réwnania (6.4); ostatecznic

2x
Xy = T e,
Ny V e
(6.19)
_ 2y
Ve

4 195 LT Y] X
Rys, 11
Odleglo$ci OP i ON, wynosza
—O-F = ]/)CZ—}-JE, ]
(6.20) /
__ 2132
4 ON, — 2Vxtt+y ’
- Y+ Va2
zatem
or 1
(621) W= = = -—(y+|/ y2+4x2) .
ONg 2 7

Wartodci funkeji (6.22) zestawione s3 w tablicy 7, a linie réwnych wytczedn w na
rys. 11. :
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Wartoéci w zebtane w tablicy 7 sa oczywiscie najwicksze z uwagi na $ci§le okreflony -

- «kierunck niebezpicczny». Nie odbiegaja one jednak znacznic od wartofci w tablicy

6 przy dodatnich x i y (przy ujemnych x réznice sg bardzo istotne). Rozszerzenie
zakresu katow ¢ zmniejsza oczywiscie wytgZenie i wartoéci w tablicy 4 $3 najmnie;j-
sze, choé réznice w stosunku do tablicy 5 nie sa wielkie.

Tablica 7. Wartosci w w przypadku ¢ = @ = arc (g y/x

N 0 0,2 0.4 0.6 0,8 1,0
0 0,0000 0,2000° 0,4000 0,6000 0,8000 1,0000
0.2 0,2000 0,3236 0,5123 0,7083 0,9062 .
0.4 0,4000 0,4828 0,6472 0,8325 _ -
0,6 0,6000 0,6606 0,8000 0,9708 — —
0,8 0,8000 0,8472 0,9657 . . _
1,0 1,0000 — —

7. Uwagi koficowe

W przytoczonych przykladach okreélono wytgZenie w za pomoca funkcji elemen-
tarnych Iub znanych funkcji nicelementarnych. Wyprowadzone wzory dadzy sie
rowniez, z niewiclkimi zmianami, stosowaé do ogélniejszego, «wieloschodkowegon
rozkladu gestosei prawdopodobiefistwa p (r6zne, ale ustalone wartodci P W prze-
dzialach ¢@; << ¢ << @) Przypadki te nalezy jednak uznaé za dodé szczegdlne
i przy innych ksztahtach kizywej granicznej (powierzchni granicznej), lub innym
rozkladzie ggstosci prawdopodobienistwa p, a zwlaszcza przy wigkszej ilofci wy-
miarow przestrzeni czynnikéw wyteZenia, zajdzie z reguly konieczno$é korzystania
z omdwionych na poczatku pracy przyblizonych metod calkowania. Tym niemniej
znajomos¢é mozliwie duzej liczby rozwiagzan écistych stwarza podstawy analizy
i orientuje co do dokladnodci rozwigzan przyblizonych,
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Pestome

BBEIMMCIIEHHUE «HATYIHM» MATEPUMAJIA
B NOAKPATHYECKHX COCTOSHHAX

HacTtoswas pabota senseTcs nponosmieimeM padoTsl [16], B KOTOpOH DpeAnaraercs HekoTopas
00Mmias Mepa «HATYIH» MATEPHana B INOLKPHTHHECKHX COCTOSHEAX {CTeHeHH OpHOITIDKEHH
(U3RYECKOTe COCTOAHHA ® pJAHHOH ToYke Tena K OnNacHoMy). 3Ta Mepa, ONpeNelcHHAS
dopmynamu (1.2) mw (1.3), 3aBECAT OT PACHPSIONCHHA TUIOTHOCTH BEPORTHOCTH P NOCTHMEHUA
TPaHUYHON MOBEPXHOCTE B OT/ASNBHLIX HAIPABACHAAX, B ciyyae npocroro HanpspxeHnd (TodcqHAn
BEPOATHOCTE) OHA CTAHORBHTCS WIOCHTETHOH (PEAYIHpPOBAHHOMY HATPAKSHIION («3KBUBANEHT~
HOMY?). .

TpuBonATCA TPUMEDREL OMPERCACHUR «HATYTH» W B CAYYAE NBYXMEPROTO NPOCTPAHCTB2 (ak-
‘TOpOB «HaTYTHY. TTONMy4YaroTes SaMEKHYTHIE PENCHAA JUil IIDEACARHON KpHBOH, cOCToAweH n3
OTpPe3kOB NPAMBEIX (prc. 2 1 3), XpuBoi & dopme snamnca {puc. 5) ¥, B Gopme mapaSomsl (prc. 7),
TPY «CTYHEHYATOM» PACHPEHEIEHHH INIOTHOCTE BEPUATHOCTH p. DTO CaMBIE Y4CTO BCTPEYdCMBIC
COy4YaM OPeNeAbHbX KPHBEX; B IBYX HMOCHEHUX CIYYaaX, PE3YIbTAThHI BHPAXKAKTCA IPH TOMOIHH
SAUMOTHYCCKAX, HAETerpanoB. IlapaGona MOMET COOTBEICTRORATH OFHOBPEMCHHOMY ACHCTBEIO
HANPAKEHMA ¥ HOBEOICHHOM Temmeparypbl IIpHBOMNMICA ZHANN3 BIMSBHA IPENTONONEHHOH
ONMOTHOCTH p HA NOIYIACMEIE PC3yIIbTATEL DTO BIMAHAE M0KA3aH0 HA Tabm. 4-7 m prcynkax 8-11).

Ilpn opyTux dopwmax mpemenkpoi kpupol (MpemenbHOH MOBEPXHOCTH) RIH HpH JPYIOM pac-
TIpefeNeHN N TIAOTHOCTH BEPOATHOCTH p, 4 B 0coleHROCTH Iipu GONBINEM KOMHYECTBE PasMepon
HPOCTPAHCTEA. (DAKTOPOB HATMKCHES, HeoOXOTHEMO, XaK IPAaBHio, WCIONE30BATE TPHOIIDKER-
HLIE METONS! MHTETPHPOBaHAS, OO6CyRIEHHEe STHX MSTONOR IPHBROOHICH Kpatkoe, B I 2.

v

Summary

‘COMPUTATION OF THE «EXERTION» OF MATERJAL TN SUBCRITICAL STATES

This is a continuation of Ref. [16], where a general measure of the «exertion» of material in sub-
critical states is proposed (degree in which the physical state of the material approaches the dan-
gerous state). This measure, expressed by the Eqgs. (1.2) and (1.3), depends on the distribution of
the density of probability p of reaching the limit surface in éach particular direction, In the case
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of the proportional loading process (the point probability) it becomes identical with the «reduced
stressy.

Some examples of computation of the exertion are given in the case of a two-dimensional space
of exertion factors. Closed-form solutions are obtained in the case where the limit curve is com-
posed of rectilinear segments (Figs. 2 and 3) or is an elliptic or parabolic curve (Figs. 5 and 7 res-
pectively) with a step-like probability distribution. These are the most frequent cases of limit curves.
In the latier two cases the results are expressed by means of clliptic integrals. A parabola may
correspond to a simultaneous action of stress and temperature. The influence of the distribution
of the probability density p assumed on the results obtained is analysed and illustrated by Tables
4-7 and Figs. 8-11.

With other forms of the limit curve (limit surface) or with other distributions of probability
density p and, especially, with a higher number of dimensions of the space of exertion factors it
will, as a rule, be necessary to usc approximate integration methods, These methods are discussed
briefty in Sec, 2.
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