RozpRAWY [NZYNIERSKIE
1, 13 (1965)

DRGANIA SWOBODNE UKEADU Z NIELINIOWA BEZWEADNOSCIA
RYSZARD GRYBOS (GLIWICE)

" 1. Wstep i zalozenia

‘1.1, Zagadnienie stateczriodci dynamicznej preta polega na badaniu drgah gietnych
preta  dwuprzegubowego, wzbudzonych dziataniem podhwinej sily pulsujacej.
Okazuje sie, ze gdy czestodé wymuszenia p jest réwna (lub bliska) podwdjnej czestosei
wlasnej o drgan gigtnych preta, to wystgpuje rezonans parametryczny, przy kidrym
amplitudy drgail moga osiagaé wartosci zbyt wielkie ze wzgledu na bezpieczenstwo
pracy konstrukeji. Mamy tu na my$li tzw. rezonans gtéwny, poza tym moga wystapié
jeszcze rezonanse wyzszych rzgddw przy czgstodciach p = o, 2w/3, w/2, 2/5 itd.

Badania teoretyczne nad tym zagadnieniem ograniczajg si¢ na ogdl do przy-
padku wymuszenia tzw. sifa bez masy. Jest to jednakze przypadek wyidealizowany,
albowiem zaréwno w warunkach laboratoryjnych, jak i w warunkach ruchowych
sposob realizacji wymuszenia pociaga za sobg na ogdl konieczno$¢ zwigzania
z ruchomym przegubem preta pewnej masy M. Moze to by¢ np. masa wibratora
(lub mniektorych jego elementow) lub czeéé stropu hali maszyn, jezeli strop ten
podparty jest stupem, ktory stanowi przedmiot naszego zainteresowania.

Podobnie 1zecz ma sig w przypadku preta stanowigcego element statycznie wyzna-
~ czalnej kratownicy. Pret taki utramwszy pod dziataniem sily pulsujacej statecznosé
wykonuje drgania poprzeczne, ktére ze wzgledu na Zblizenia koficéw preta udziclaja
si¢ calej pozostalej masie kratownicy: Sciéle biorgec wszelkim drganiom gigtnym
preta, ktérego jeden koniec. ma swobode poruszania sig w kierunku osiowym,
towarzyszy zawsze pewien ruch podluzny clementdw, ktéry jakoSciowo daje taki
sam efekt co i masa skupiona na koncu, aczkolwiek ilofciowo moie posiadaé
_znaczenie drugorzgdne.

Jest rzecza oczywista, 2e rozpatrujac warunki powstawania rezonansu we wszystkich
przytoczonych wyzej przypadkach nalezy braé pod uwage czestosé drgan wlasnych
nie samego preta, lecz ukladu pret + masa skupiona. Ta. ostatnia bowiem wspol-
uezestniczac w ruchu preta wplywa na wspomniang czesto§¢ w stopniu nieraz
bardzo znacznym, zreszta zaleznym od stosunku masy skupionej do masy samego
preta, ' ) '

1.2. Ruch masy M przejawia si¢ w przemieszezeniach u (f), bedacych wielko$ciami

malymi drugiego rzedu w odniesieniu do ugieé y(t | (rys 1. Zgodme 2 Znang
za]eznosclac przyblizona mamy bowiem '

tfey
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gdzie x € [0, L] jest wspotrzedng dowolnego przekroju preta. Towarzyszaca ruchowi
tej masy sila bezwladnodci — M (d2u/dr?) sprawia, Ze réwnanie, swobodnych
(niethumionych) drgan poprzecznych preta przyjmuje postaé
(por. np. [1], §14)

dazf i drf dr\2
(1.2) T + w2 f - %*fldﬂf + (E) ] =0,

gdzie f oznacza ugigcie przekroju $rodkowego, @ czestosé
wlasng preta bez masy skupionej, x, stala zalezna od M, T
1 masy preta mp.

Wyraz nieliniowy wystepujgcy w tym rdwnaniu jest cha-
rakterystyczny dla tzw. nieliniowej bezwladnosci. Nielinio-
wos¢ tego typu jako pilerwsi analizowali N. M. KRYLow
i N.N. Bocorusow [11] w zwigzku z badaniem swobodnych _
drgad kolumny. Nastgpnie J. J. GoLpeNsLAT [12} wskazywal
na koniecznod¢ uwzgledniania tej nieliniowosci przy rezonan-
sic parametrycznym 1,

Duzo uwagi temu zagadnieniu po$wiecit W. W. Bororin

Rys. 1 w kilku swych pracach, ktérych uwienczeniem byla obszerna

monografia [1]. - Wspomniany autor uwzgledniajac wplyw

nieliniowej bezwladnosci na statecznosé dynamiczng preta postugiwal sig metoda
Galerkina.

1.3. Celem ninigjszej pracy jest analiza drgast swobodnych preta z masa skupiong
na koiiew, tzn. okreslenie jch czgstosci oraz amplitudy, a takze analiza statecznogei
tych drgad. Dla wigkszej ogdlnoéci rozwazan uwzgledniaé bedziemy ewentualne
wstepne zakrzywienie osi pregta oraz nielinfowo-spreZyste wlasnosci materiahu,

Drgania swobodne takiego ukladu moina wzbudzié przez nadanie pretowi
poczatkowej predkodei ub wstgpnego ugigeia. Pierwszy sposob wzbudzenia mozZna
zrealizowaé za pomoca impulsu poprzecznego badz te podheinego. W tym ostatnim
przypadku niezbedne jest oczywiscie istnienie pewnej krzywizny wstepne] preta.

Impuls pediuzny moze byé przekazany pretowi np. za podrednictwem uderzenia
masa M w przegub ruchomy z pewng predkoscia skierowana wzdluz osi preta.
Dla zachowania warunkéw zagadnienia nalezy przy tym zatoiyé, Ze uderzenie
bylo plastyczne, tzn. iz w Jjego rezultacie masa zostala trwale zwigzana z przegubem
ruchomym, ; ‘

Analiza tego przypadlu, niewatpliwie bardzo waznego z punktu widzenia potrzeb
praktyki, nastrecza jednak duze trudnosci natury matematycznej. Nale2y bowiem
pamigtac, e w precie zostang wéwezas wzbudzone drgania podhrzno-gietne, przy
czym mozna przypuszezal, Ze «udziaby drgan podtuznych (w sensie przenoszonej
energii) bedzie tym wigkszy, im mniejsze bylo zakrzywienie wstepne preta.

W pracy niniejszej nie bedziemy zajmowaé sig zagadnieniem sprzgzonych drgan
podhuzno-gigtnych, zakladajac m.in. nieskoficzenic wielka predkosé propagacji

! Cytojemy wg [1]; zadna z wymienionych wyzej prac nie byla dostgpna autorowi.
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zaburzefi sprezystych (zalozenie pierwsze). Zalozenie takie przyimuje sie z reguly
w technicznej teorii drgan gigtnych. W danym przypadku jest ono roéownoznaczne
z pominigciem drgan podtuznych preta. Z. tego wzgledu. dokladnoéé naszych roz-
wazan bedzie tym wigksza, im mniejsza bedzie czgstodé drgaf gigtnych w pordw-
naniu z czestodcig drgan podhuinych. Warunek ten jest spelniony dla pretéw do-
statecznie smuklych; bedzie to zatem nasze drugie zaloZenie.

14. Drganiom poprzecznym preta z masa skupiong na koficu towarzyszy sila
osiowa, okresowo zmienna, réwna sile bezwladnofci masy M, wykonujacej ruch
okresowy wraz z przesuwnym przegubem.

Dzigki tej sile przemieszczenie u nalezy traktowaé jako rezultat zardwno ugigcia,
jak i Sciskania preta, tzn.

U = Ug+Hte.

Sktadnik pierwszy okreslony jest za pomocg wzoru (1.1), sktadnik drugi moZna
obliczyé za pomoca elementarnego Wzoru Hooke’a przy zalozeniu, ze wypadkowe
napreZenie normaine nigdzie nie przekroczyto granicy proporcjonainosci (zatozenie
trzecie).

Jednakze uwzgledniajac oba te skladniki razem natrafiamy przy rozwigzywaniu
zagadnienia drgan gigtnych na znaczne trudnoéci natury matematycznej. Drgania
te opisane s3 bowiem wowczas nieliniowym réwnaniem rézniczkowo-catkowym
ze wspdlezynnikami okresowymi, a gdy uwzglednimy jeszcze wstgpne zakrzywienie
preta, to rdwnanie staje sig ponadto niejednorodne (por. [5], wzor 4.28).

1.5. Zagadnienie upraszcza si¢ zasadniczo, jezeli pominiemy wplyw sily osiowej
na przemieszczenie u, (#, & 0), tzn. jezeli przyjmiemy, Ze przemieszezenie to SpOWo-
dowane jest wylacznie zginaniem preta (u & uy); bedzie to nasze czwarte zatozenie.
Uproszezenie powyZsze, roéwnoznaczne z zalozeniem niedcifliwodel osi preta, jest
tym blizsze, rzeczywistosci, im mniejsza jest masa skupiona w poréwnaniu z masa
preta. U podstaw rozwazan prowadzacych do r6éwnania (1.2) lezy m.in. powyZsze
zatoZenie.

Ograniczenic zakresu rozwazan wylacznie do pretéw dostatecznie smukiych
pocigga za soba mozliwosé poczynienia dalszych zaloZed upraszezajgeych. Miano-
wicie mozna pomingé bezwladnos¢ elementow preta przy przemieszezeniach osiowych
(zaloZenie piate). Blad wynikajacy z tego uproszczenia daje sig latwo Zniwelowad
przez wprowadzenie masy Miprea preta gredukowanej na przegub ruchomy (wg 1]
mprea = 0,27 mp).

Ponadto mozZna takZze pominaé bezwladno$é obrotows elementdw preta oraz
wplyw sil poprzecznych (zatozenie szoste). Jak wiadomo [10] oba te czynniki wnosza
do obliczed poprawke, ktéra staje si¢ istotna dopiero dla pretéw o bardzo matej
smukloscl. .

Opréez tego przyjeto nastepujace zatozenia: siddme zalozenie — przekrdj po-
przeczny preta jest staly, ésme — pret jest wstgpnie stabo zakrzywiony (bezra-
prezeniowo), dziewigte — ugiecia dynamiczne sg male (w sensie waznoéci przybliZzo-
nego wzoru na kizywizng 1/e = 02y/ox2 oraz zaloZenie dziesigte — material preta
jest jednorodny i izotropowy. =
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2. Réwnanie réiniczkowe ruchn uklado o jednym stopnin swobody

2.1. Réwnanie (1.2} formalnie opisuje drgania uktadu o jednym stopniu swobody,
posiadajacego nieliniowa bezwladnodé, Rozpatrzmy w zwigzku z tym ukfad przed-
stawiony na rys. 2, Skiada si¢ on z cigZarka o masie M, Zwigzanego z przegubem A,
oraz z dwoch zupelnic sztywnych i niewazkich pretow,
kazdy o dtugosci 7, potaczonych przegubowo w §rodky
masy m, tzn. w punkcic C. Koniec B preta dolnego
osadzony jest w przegubie stalym, natomiast przegub
gbrny 4 moze przesuwaé sie wzdhiz prostej AB, ktéra
jest zorientowana pionowo. Masa m poruszajac sig po
loku kola o promieniu [ ze $rodkiem w B powoduje
rozcigganie lub §ciskanie sprezyny S.

Poniewaz prety AC i BC traktujemy jako sztywne,
to opisany uklad posiada jeden stopien swobody. Wyka-
Zemy dalej, e w réwnaniu ruchu tego ukladu wystepuje
wyraz chatakterystyczny dla nieliniowe] bezwladnosci,
tzn. analogiczny do ostatniego wyrazu réwnania (1.2).
Co wigcej, okaze sig, e omawiany uklad posiada takse
pewng krytyczna warto§¢ cigZaru G = Mg, podobnie jak
pret prosty posiada krytyczng warto$¢ sily $ciskajacej.

Rys. 2 Dzigki temu ukdad przedstawiony na rys. 2 mozna

begdzie traktowaé jako model preta dwuprzegubowego

z masg skupiong na koncu ruchomym. Rozwazania dotyczace tego modelu daja

si¢ przeprowadzié stosunkowo tatwo, umozliwiajac nastepnie dokonanie pewnych

vogdlnieft, otrzymane za$ ta droga wzory odznaczaja sie wiekszg prostots, ktdra
pozwala na étosowanie ich w praktyce inzynierskiej.

22. Okreslmy najpierw krytyczng wartosé ciezaru G. Nie ograniczajac ogdlnosci
rozwazafl mozemy chwilowo zalozyé, e sprezyna posiada liniowa charakterystyke
Sprezysta oraz sztywno$é e, tarcie za§ w przegubach nie istnieje. Niechaj kat ¢,
jaki tworzy of preta z osia 4B, okredla potozenie uktadu w stanie wychy-
lonym., '

Przyjmuje sig, ze przemieszczeniom punktu C w kierunku dodatniej pétosi y
odpowiadaja dodatnie wartoéei kata ¢. '

Réwnowaga ukladu w polozeniu niewychylonym, tzn. dla @ = 0, mozliwa jest
przy wszelkich wartoéciach M, m, ¢ 1 I. Jest to jednak stan réwnowagi chwiejnej.
Trwala réwnowaga mozliwa jest dla @ = @ 5 0, jednakze przy pewnych ograni-
czeniach co do wartoéci parametréw M, m,c i /.

Aby ustali¢ ten warunek rozpatrzmy réwnowage uktadu w polozeniu wychylonym.
¢ = @r. Napiccie sprezyny

2.1 : Sy = (H+2G) tg g,
gdzie H = mg.
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Wychyleniu y cigzarka H w kierunkue poziomym towarzyszy obnizenie sie CiQZ&I‘i(a.
G 0 u. Rdwnocze$nie H obnizy sie o #/2, przy czym (rys. 3)

U

(2.2) E=1~VLQ———J;E.

Przyjmujac we. wzorze (2.1) dla stanu réwnowagi S, = ¢y, oraz widoczng z rys. 3
zaleznosé

t o .y—? :’[
B = T py—
otrzymujemy
Pr
= (H+2G) 5, -
CJ/T?‘ ( + )l 1/2
skad
HL+2G
wy =211 — ——
cf

Poniewaz za$ ze wzoru (2.2) wynika

(2.3) | y = :!:]/u(l— %)

przeto _
yr = il]/l - (‘Tﬂ;f_G)z.
Aby 3 bylo liczba rzeczywista s 0, musi by¢
T,
’ ol
Ska,d wynika, ze réwnowaga ukladu w polozeniu wychylonym mozliwa jest tylko

wowczas, gdy -

Il

‘ 1
G <—2—(CI— H).

Jest to warunek ograniczajacy wielko$¢ cigzarka G przy danych wartosciach ¢, /1 H.
Z warunku G > 0 wynika ¢/ > H, co oznacza, i% sprezyna musi posiadaé dostatecz-
nie duza sziywnosé, aby utrzymaé cigzarek H w polozeniu wychylonym. Jezeli

1
(2'4) G = E(Cl - H) = G;ﬂ.’

to réwnowaga ukladu mezliwa jest tylko przy y, = 0, a wiec w pionowym polo-
zeniu pretéw; tg wartodé sity G nazywaé bedziemy ciezarem krytycznym (zas
My, — masa krytyczna). Jezeli w szczegdlaym przypadku of = H, czyli Gyr = 0,
to wobec zalozenia braku tarcia niemozliwa bylaby réwnowaga trwala ukladu
dla zadnej dodatniej wartodei G. W dalszym ciaggu bedziemy przyjmowac iz warunek
¢l > H jest spelniony.
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2.3. Przejdzmy do badania ruchu ukladu, Odno$ne réwnanie rézniczkowe wy-
prowadzimy na podstawie réwnania Lagrange’a

d of oT oF

(2.5) Egj—ngyﬁa_j_

‘Tutaj I" oznacza energie kinetyczna, Qy sile vogdlniona, F funkcje dysypacii;
kropka oznaczono rézniczkowanie wzgledem czasu 7.
Energia kinetyczna ukladu wobec zalozenia niewazkosci pretéw AC i BC Wynosi

{2.6) T = E{jz + (3)2] + M u2,
2 2 2

Ponlewa,z przemlcszczema y i u powiazane sg za pomoca wzoru (2.3), ptzeto i pred-
koéci y 1 u nie sa od siebie niezalesme. Jeseli rozpatrywad bedziemy wylacznie male
-drgania ukladu, to wzdr (2.3) mozemy zastapié zaleznodcia przyblizona

y2
'(2-7) U~ T

Wynika ona wprost ze wzoru (2.2), jezeli po rozwinieciu wyrazenia ]/ﬁ——?w szereg
zachowamy tylko dwa pierwsze wyrazy.
Rézniczkujae (2.7) otrzymujemny
' .2
{2.8) U=y

Podstawienie w (2.6) daje
, m )2 2M
2.6) T= 1) |2t 2o

Dla wyznaczenia sily uogdlnionej mamy nastgpujaccy wzOr na pracg przygotowang:

Out

Q9 8Lp = Gou — S8y + H—.

Zatézmy, 7e spreiyna ma nieliniowa charakterystyke typu DUFFINGA. Ponadto
cigzarek H posiada wstepne wychylenic y, przy czym sprezyna znajduje si¢ wéwczas
'w stanie nienapigtym (odpowiada to beznaprezeniowemu wygieciu wstgpnemu
preta). W tym przypadku o wielkosci sity S w sprezynie decyduje réznica wychylefi
Y — Pw; zatem

S=c(y—yu)tcar(y —yup, ¢>0.

Stala ¢y, charakteryzujaca nicliniowo$é sprezysta, moze byé dodatpia lub ujemna
w zalezno$ei od tego, czy sprezyna jest twarda, czy tez migkka. Pomadto przez

. 2 I
anal»oglc, do wzoru (2.8) piszemy u = —Iyéy. Wzor (2.9) przyjmuje teraz postad

0Ly = [261”):?“ ey —yw) — e (v = yu) + H'{_} &y,
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a poniewaz 6L, = Oy dy, przeto
Oy = (26 + H — e 2+ ey — ey (v — 7.

Jezeli zamiast ¢ wstawimy wyrazenie 2Gr-H, wynikajace z rownodci (2.4),
to otrzymamy ostatecznie nastepujacy wzdr na sile vogdlniong:

- Y
(2.10) Qy = —2(Grr — DG+ erw — a1 (y — yu)’.
Wszelkie opory tarcia w ukladzie zredukujemy do zastgpezego oporu wiskotycznego,
stawianego cigZarkowi H przy przemieszczeniach poziomych -y. W tym przypadku

funkcja dysypacji

. 1 .
.11 F=—b32,

gdzie b = 0 jest zastgpeza stala tarcia wiskotycznego.

2.4. Podstawiamy funkcje (2.6.1), (2.10) i (2.11) do réwnania (2.5); po wykonaniu
niezbednych dziatan otrzymuje sig

2 . yy?
[m (1+ 1—2) +4M‘T2]y+(m—!— 4M)? +
o ¥y .
+ 2(Ger — Q) — pwh e (p— pu) + by =0

WprowadZmy nowg wspdlrzedng g oraz bezwymiarows zmienna niezaleing 7:

{(2.12) : qz‘f;—‘:sincp, ‘?.’Ef]/-éll.

Ponadto przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

_ M G _M]gr__ Gkr 9
"M:m_H’ Hkr = m = H; w :Z(Mﬁ;r*‘u),
(2.13) =144y, =14 2upr,
_b]/E _ e I3 _ Jw
A=y 7 =0H" T ="7"

‘Oznaczajac jak poprzednio kropka rézniczkpwanie wzgledem nowej zmiennej =,
otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie ruchu ukdadu: .

(2.14) g+ 26g+w2q+xg(gqt+ g+ 2y (@ — g — Lgw = 0.

‘Wyraz czwarty jest identyczny z odpowiednim wyrazem réwnania (1.2) i okresla
nieliniowa bezwladno$¢ rozpatrywanego ukladu. Dwa nastgpne wyrazy pojawiaja
sie wskutek nieliniowej spreZystodci oraz poczatkowego wychylenia cigZarkow.
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Réwnanie powyzsze nie daje sig scatkowad w postaci zamknigtej, aczkolwiek
jego pietwszg catke (dla ff = 0) mozna uzyskaé przez kwadrature. Rozpatrzmy
kilka przypadkéw szezegdlnych réwnania (2.14). '

3. Uklad zachowawezy ze spregyng liniows bez wychylenia wstepnego

3.1. Przyimujac w (2.14) ﬁ =0,y =0, gw =0 otizymujemy réwnani¢ analo-
giczne jak (1.2}, mianowicie

@D g+ 0% g+ xq(Gq-+4?) =0.

Zastapimy go ukladem dwdch rdwnan rézniczkowych pierwszego rzedu
e dv w2 4 xp2

(3.2) A G L
dr dr 14 g2

Eliminujac z nich v otrzymamy réwnanie rézniczkowe trajektorii fazowych:

: dv (w? + 2202 g
39 = Ut

w ktérym mozina dokonaé rozdziatu zmiennych, W tym celu przepiszemy to réw~
nanie w postaci '

2xv do g dg
(,02-!—%'02: - 1+ g2
lub
d (x0?) d (uq?)
0 Lup? 1L ag?’

Nie naruszajac réwnoéci dodajemy w licznikach powyzszych wlamkow odpowiednio
wyrazenia d(w?) =0 oraz d(1) =0 (02— const). Dzigki temu otrzymujemy
réwnanie o zmiennych rozdzielonych

d (w? + 32) A+ xg?
w2 wp2 1+ g2

b4

kidre po -scatkowaniu daje
(3.9 (L + %g2) (2 & %g2) = h.

Réwnanie to wyraza zasade zachowania energii, przeto stala catkowania # oznacza
catkowita energic mechaniczna ukiadu lub §cisle] — odpowiednia wielkoéé bez-
wymiarowsa. Poniewaz w rozdziale niniejszym rozpatrujemy ukiad zachowaweczy,
f =0, przeto jest takze energia poczatkowa uktadu.

Jezeli zatem warnnki poczatkowe ruchu cigzarka H majg postaé g — ¢0. ¥ = 1y,
to na mocy réwnania (3.4) mozna napisaé ' '

(3.5 h = (14 xg2) (024 x02),
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a nastepnie

(3.9) (14xg?) 0242 g2 = (L+xqg) 75+ o2 g
Stad mamy nastepujace réwnanie trajektorii fazowych:
: 2 w2 ghl
Cy — W g\
(37) T = :I:( 1+%q2 ) 3
gdzie
{3.8) ., 2= ‘z)o—l—(coz—i—m:o) 9'0

Amplitudalne wychylenia @ = ‘max q| wystapia woéwczas, gdy # = 0. Z warunku
tego wynika, Ze

¢ [1+4-(1+4) g3t v ¥
09 o=

Na rysunku 4 przedstawiono przykladowo trajektorie fazowe 'wykres’lone za
pomoca wzoru (3.7) dla pgr = 3, g¢ = 0 oraz dla kilku wartosci.
Drgania reprezentowane przez fe ira-

jektorie sg symetryczne zarownoe w czasie, a5-
jak i w przestrzeni. Na rysunku pokaza-
no tylko polowe plaszczyzny fazowej. a4/

3.2 WyproWadz’my jeszeze wzor na okres
drgan wiasnych ukladu T Punktem wyj- g2
§cia jest réwnosc

' dq 1Fxng?2 % G5V -ga  -od
dr = ( PR 2dq.
|T)| Gy — weg Rys. 4

Cras przejicia cigzarka H z poloZenia ¢ = 0 do polozenia amplitudalnego g = 0
wynosi
0

1
Ti == V—f d‘l':,
g
- 0

przy czym ze wzgledu na podwdjna symetrie trajektorii fazowych jest to czas réwny
1/4 okresu T,. Wobec tego uwzgiqdniajacc, 7e ¢y = w(@, mamy

14oeg? 1
T—-4T1“‘*_“"/ f(QZ—qZ) q.

Podstawieniec g = 0 sin g sprowadza powyzsza catke do postar:i
w2 .
/1L k2 sin2 w 1
V1+k2sin2yp dy = E* k’?“ ,
¢ . _
tj. do pelnej catki eliptycznej drugiego rodzaju o module k = Q /.
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Na ogot w tablicach funkcji eliptycznych podane sa tylko wartofci funkcji
ni2
1 _—
£~ (:’c,jn) = f V1 — k2sin2yp dyp,
4]
réznigeej sig od E* (k, ¢) znakiem przed k2. Dla k << 1 moina poshugiwaé sie roz-
winigciem w szereg

1 7T 1 3 5
i = ISR, B 7 S N S
E (k,zn) 2 (1+ 2k 64k +384k )

Wobec tego poszukiwany okres drgaf wlasnych rozpatrywanego ukiadu dyna-
micznego wynosi

4 _ /1 1
(310) T,’l == E]/gEHF (k,zﬂ:).

3.3. Réwnanie (3.1) i wszystkie wynikajace z niego wzory odnosza si¢ do niezbyt
duzych wartoéci g. W przeciwnym razie wizor przyblizony u &~ 32/l staje sie malo
dokladny. Narzuca to w konsekwencji pewne ograniczenie na zakres predkosei
poczatkowych vy Tub wychylen poczatkowych g¢o, objetych naszymi rozwazaniami.
Mozna bez trudu wyznaczyé te wartodé Dom b gom, przy ktérej blad w okreéleniu
przemieszczenia u za pomoca wzoru wyzej przytoczonego nie przekroczy pewnej
ustalonej wartoéci dopuszczalnej. Przemieszczenie ciezarka G WYZDaczone za po-
mocg wzoru doktadnego (2.2) oznaczymy przez ug, a odpowiednia warto$é przy-
blizong przez u,.

Blad wzgledny wynikajacy z tego przybliZzenia

otk (21 —2V 2 —32) — y2j1
o A—Wpr—yp

Dla amplitudy wychyles
. A R
21 g2

Jezeli blad dopuszczalny oznaczymy symbolem B, to warunek B < By, prowadzi
do nastgpujacej nierédwnosci: ‘

02[Q2 — 4B, (1 — Bu)] < 0,
Poniewaz 02 nie moze by¢ ujemne, przeto
0 <2VBy(1—Buw) = Om.

O ile np. zazadamy, aby wzor przyblizony (2.7) dawat wyniki obarczone bledem
nie wickszym niz 59 (Bm = 0,05), to otrzymamy Q= 0,436. Odpowiada to
odchyleniu pretéw od pionu o kat

Pm == arc sin Oy = 26°,
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Przyjmujac we wzorze (3.9) QO = Qn mozna przy danym g, wyznaczyé odpo-
wiednia warto$¢ vy, (gg, Bm) lub przy danym »p odpowiednie go, (2o, Bm). Beda
to wartodci parametréw poczatkowych dopuszezalne ze wzglgdu na zatozony blad By
Np. dla By, = 0,05, go = 0 otrzymuje si¢

o= 0,616V g — 1y adla wp=0 mamy gom— Qn = 0,436,

4, Stateczno$é drgan ukladu ze spreiyna liniowa

4.1. Jedng z charakterystycznych cech ukladéw nieliniowych jest mozliwosé:
wrzbudzenia W nich drgan niestatecznych.

Zbadajmy, czy ewentualno$é taka istnieje w ukladzie liniowo-sprezystym, po-
siadajacym nieliniows bezwladnod$¢ oraz dodatnia dysypacie energii (f > 0).
Problem ten rozstrzygniemy za pomocs drugiej metody Lapunowa [9]. '

W tym celu réwnanie ruchu, ktére jest réwnaniem réZniczkowym drugiego rzedu,
nalezy zastapi¢ vktadem dwoch réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu:

o dq L _
q:drﬁP(QDw)’ 'U:dth(q"v)'

Istota wspomnianej metody polega na znalezieniu takiej funkcji cigglej V' =V (g, ©),.
ktéra spetnialaby nast¢pujace warunki:

¥ (0,0) =0,
.1 V(g,v) > 0 dla wszelkich ¢ # 0, v # 0,

V(g v) <0 dla wszelkich ¢ # 0, v # 0, przy czym

oV oV

(4.2) V*&;qu vm—P(q,W) +Q(q,

Istnienie takiej funkcji, jak wykazal Lapunow, jest wystarczajgcym warunkiem
asymptotycznej statecznosei drgan, opisywanych danym réwnaniem rozniczkowym.

4.2. Przechodzac do przypadku okreSlonego powyiej weimy pod uwage 1OW-
nanie (3.3), w ktérym dodatkowo uwzglednimy tlumienie

dv  — (w2 3 »w2) g — 2f0
dg (1+ %g2)o ’
skad
q=10+xq?v = P(g,9),
4.3) .
0= — w?q — 2pv — xgv? = Q{g,v).
Niechaj

4.4) Vg,v) = w2 g2+ 02+ ngle2,
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Nie trudno zauwazy¢, iz funkcja powyisza spelnia dwa pierwsze warunki 4.1,
tzn. mamy V' (0,0) = 0, ¥V (g,v) > 0 dla wszelkich ¢ # 0, v # 0, albowiem w2 > 0,
2 >0,

W celu zbadania trzeciego warunku obliczamy

oV - oV 2 (1 4. a2
;5;*29'(60 +oued), =20 (14 xg?).

Podstawiajac powyzsze oraz funkcje (4.3) w (4.2) otrzymujemy
V= 2g (2402 (v xg20) 420 (1142 (— w2 g — 260 — 2qo?) = — 4P (1 +-nq?),

Poniewaz f# > 0, przeto ¥ < 0 dla wszelkich g # 0,v # 0, czyli ostatni warunek (4.1)
Jest takZe spelniony. Wykazaliémy wiec, e (4.4 jest funkcja Lapunowa.

Nie trudno zauwazyé, iz w danym przypadku przedstawia ona calkowita energie
mechaniczng 7 ukladu (z dokfadnoscia do stalych i w?}; mianowicie porownujac
ze soba wzoty (3.4) i (4.4) widzimy, Ze xV = h — w2,

Punktom réwnowagi dynamicznej ukladu odpowiada réwnoczesne spelnienie
warunkéw P(g,0) =0, Q(g,9) = 0. Z réwnan (4.3} wynika, iz jedynym takim
punktem jest ¢ = 0, v = 0. Tstnienje funkcji Lapunowa dowodzi, iz obszar w oto-
czeniu poczatku ukfadu na plaszezysnie fazowej jest obszarem drgaih asympto-
‘tycznie statecznych,

5. Uklad zachowawczy z wychyleniem wstepnym

5.1 Weimy pod uwage réwnanie (2.14), opisujace ruch uktadu w najogdlniejszym
‘przypadku. Jezeli pomina¢ ttumienie, to pierwsza catke tege réwnania moZna réw-
niez uzyskaé przez kwadrature. Przeksztalémy wyraz okredlajacy nieliniowa bez-
wladnos$é nastepujaco:

.- - d d(qv) dq d (qv)
749+ ¢)=qleq) =a-(g) =4 d a1

Podstawiajac ponadto w réwnanic (2.14) ¢ =vdvjdg oraz § =0 ottzymujemy
PO pomnoZeniu przez dy '

v dv+w0? g dg-+xqe d (q)+2y (g — qu)3 dg — Equw dg = 0.
‘Ca}kowapie daje réwnanie energii

Gno V02 2 4rg202 4y (4 — qu)t — 20qu g = I,
przy czym dla g (0) = gy, v (0) = vy mamy
2 hy =5 + 02 g3 + uggvi+y (90 — qu* — 28w go-

52. Niewielkie wychylenie wstepne ukladu z nieliniowa bezwladnoscia moze
wywieraé znaczny wplyw na amplitudg drgas. Zal6ézmy dla prostoty, iz sprezyna
Jest liniowa (y = 0). Réwnanie trajektorii fazowych ma postaé

(h1+chwq - aﬂqﬂ-)m
Y= 4 1F ng? .

(5.3)
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Amplitudalne wychylenia Q wyznaczymy z réwnania

280w Q — 02 Q2 =0.

Mianowicie

o W2 b 2
5.4 0, —C—q—i[(ci)Jr 1] . k>0,

w? w2 w?

Znak plus przed pierwiastkiem odpowiada® amplitudzie mierzonej w kierunku
zgodnym z wychyleniem cigzarka H, znak minus — w kierunku przeciwnym. Na
rysunku 6 (s. 229) przedstawione sg trajektorie fazowe obrazujace wplyw tego
wychvlenia oraz predkosei poczatkowej na amplitudg drgad.

. 53. Zanalizujemy budowe wzorn (5.4). Jezeli w réwnaniu {2.4) odrzucimy
wszystkie wyrazy zawierajace fuukcje przemieszezenia g (a takze wyraz zawierajacy v),
to otrzymamy o2 q — &gy = 0, skad wynika, Zze wyraZenie

(5.5) ggﬂ = Qut

w2

okre§la wychylenie poziome cigzarka H, spowodowane statycznym dzialaniem cig-
zaru G. Niechaj qo =0, czyll iy = v2. Oznaczajac O + = Qayn MoZemy napisac
na podstawie wzordw (5.4) i (5.5)

(5.6) Qdyn == Qst + (Qgt + O.'.Qsi;‘f)%)”z, o = l/CQw.

O ile np. cigiarek G przylozymy do. przegubu A nagle, jednak bez predkosci po-
czatkowej (wg = (), to uklad zacznie drgaé, przy czym amplituda drgan cigzarka H
wyniesie Qayn = 20st. & | |

Widzimy tu pelna analogie ze Znanymi wynikami elementarnej teorii drgaf giet-
nych belki dwuprzegubowej, wzbudzonych uderzeniem poprzecznym w przekrdi
srodkowy belki.

Przeprowadzajac przyblizone rozwazania energetyczne wyprowadza sig tam wzor
na dynamiczng sirzatke ugigcia, ktory ma postaé identyczna ze wzorem (5.6),
a 1&7ni sie jedynie budowa wspdlczynnika « [por. np. [10], § 66, wzdr (d)].

6, Statecznosé drgan ukiadu ze sprezyna nieliniows

6.1. W p. 4 udowodnilifmy, Ze istnienie nieliniowej bezwladnodci w ukladzie
liniowo-sprezystym nie wplywa w sposob istotny na charakter jego drgaf, ktdre
sg asymptotycznie stateczne, niezaleZnie od warunkdw poczatkowych. Odmienna
sytuacja moZe zaistnie¢ w ukladzie posiadajacym sprezyne nieliniowa.

W tym przypadku nie daje sig¢ wyznaczy¢ wprost funkcji Lapunowa. Zbadajmy
przeto statecznosé takiego ukiadu stosujac tzw. pierwsza metode Lapunowa [2].
W metodzie tej staramy si¢ wprost okresli¢ rozwiazanie réwnania ruchu po uprzed-
nim zlinearyzowaniu go, a nastgpnie z charaktern tych rozwigzah wnioskujemy
o statecznosci drgad,

Rozprawy Inzynicrskie — 15
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Jezeli réwnanie ruchu jakiego$ ukladu dynamicznego zastapimy dwoma réw-
naniami rézniczkowymi pierwszego rzedu

(6]) é: P (CJ) ‘U)s 7) = Q (q: ‘U):

to po wyeliminowaniu z nich crasu otrzymujemy réwnanie trajektorii fazowych
do LU

(6.2) R i(q__) .
dg  P(g,v)

Stany rdwnowagi dynamicznej ukladuo odpowiadaja punktom osobliwym réwna-
nia (6.2). Wspélrzedne tych punktéw sq przeto miejscami Zerowymi rownan

(6.3) Flg,2) =0, Qgv)=0.

Cheac zbadaé statecznoéé rownowagi ukladu w otoczeniu pewnego punktu osobli-
wego o wspolrzgdnych (g, 2,), badamy zachowanie si¢ punktu reprezentujacego
(4,2} na plaszczyinie fazowej przy jego malych wychyleniach (£, n) z poloZenia
rownowagi. Przyjimujac przeto

T=g, +8& v=917
rozwijamy funkcje P (g,%) i Q (g,v) w szereg Taylora w otoczeniu punkiu osobli-
wego {gy,v,) i W ten sposéb otrzymujemy

P (q,0) = P (qy, v} + A& + By + Ry (&, ),

{6.4)
Q0(q,9) = 0 (g4, v4) + DE+ En + Ry (&, m).
Tutaj '
P oP] 00 Y
6.5 A= [—] , B= [ﬁ] , D= [———} , E= [ﬂ—] ,
- e, g, 20 des, 0 dog.

a Ry 1 R, sg funkcjami zawierajacymi wariacje &, 1 w potegach wyzszych od 1.
W pierwszym przyblizeniu funkcje te pomijamy. Jezeli uwzglednimy ponadto réw-
nosci (6.3), to zamiast (6.1) otrzymamy zlinearyzowany uklad réwnan rézniczko-
wych pierwszego przyblizenia:

§=AE+ By, q=DE+Ey

Poszukujac rozwiazan w postaci £ = Ce®%, 5y = Ck & (C, k1 ssa to state) dochodzi
sie ostatecznie do rdwnania charakterystycznego

(6.6) $2 — (A4 E)s +AE — BD =0,

Lapunow wykazal, 7e o ile oba pierwiastki tego réwnania posiadajg rézne od zera
czgscl rzeczywiste, to réwnowaga uldtadu dynamicznego jest stata, gdy czescl rze-
czywiste obu pierwiastkéw sa ujemne. O ile za§ chocby jeden z nich posiada
dodatnig czesé rzeczywista, to uklad jest wg Lapunowa dynamicznie niestateczny.

Charakter punktéw osobliwych (prostych) réwnania (6.2) mozna réwnieZ ustalié
na podstawie rozwigzania réwnan pierwszego przybliZenia.
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6.2. Zaldimy, iz rozpatrywany ukiad 7 nieliniowa bezwladnodcia posiada oprécz
tego nicliniowg sprezyng, wychylenia za$ wstepnego nie ma. To ostatnie zaloZenie
nie ogranicza zbytnio ogdlno$ci rozwazan, albowiem male wychylenie wstgpne
zmienia wprawdzie mieco ksztalt trajektorii fazowych, nie moze jednak wywrzeé
istotnego wplywu na stateczno§é drgan. Roéwnania (6.3) maja w tym przypadku
postac A

Pg,v) =v+ ng?v =0,

6.1 .
0(g,v) = —wlqg— 2fv — xqv’ — 2ypq3 = 0.

Wyznaczmy wspotrzedne punktow osobliwych. Nie trudno zauwazy¢, Ze jednym
z nich jest punkt g, =0, v, = 0 podobnie jak w ukdadzie ze spmgzlynac liniowa,

O ile sprezyna jest nieliniowa i ma migkka charakterystyke, czyliy < 0, to oprécz
tego istnicja jeszcze dwa inne punkty osobliwe o wspdlrzednych

: (03]
6.8) e T, ¥ = 0, < 0,
( ) q* :i: l/ — 2,}} d* ¥

a wigc polozone sa na osi odcigtych symetrycznie wzgledem poczatku ukiadu.

Zbadajmy, jakiego typu sa te -osobliwoéci. Nicliniowo§¢ sprezysta nie zmienia
charakteru drgaf wokdt polozenia réwnowagi g, = 0, v, = 0, a zatem na mocy
© wynikéw uzyskanych w p. 4 mozemy stwierdzi€, ze poczatek ukladu wspotrzednych
jako punkt osobliwy jest statecznym ogniskiem lub, o ile pominiemy tlumienie,
staje sie punktem wirowym.

Przechodzac do dwéch pozostalych osobliwosci obliczamy najpierw cztery stale
(6.5) opierajac si¢ na wzorach (6.7):

A=2g,0,, B=1+x% “D=—ow?—wm?—6pgl, E=—20—ni,

a po podstawienju (6.8)

»x w2
A'=0, B =1

s A=0 Separalrysa
D' =22 E =-—24 : ,
. ~

Réwnanie charakterystyczne (6.6)

, 2( xaﬂ)
52+ 20s — 20021 — 2 = {)

posiada pierwiastki

2 112
54 :~ﬁi[ﬁ2+2w2(14%)] . Rys., 3

Dla y << 0 wyrazenie podpierwiastkowe jest > f2, przeto s, >0, natomiast
s_ < 0. Fakt, iz oba pierwiastki s rzeczywiste i réznia si¢ znakiem dowodzi, Ze
analizowany punkt osobliwy jest siodtem, czyli odpowiada drganiom niestateczaoym.
Trajektorie fazowe maja w tym przypadku przebieg pokazany na r1ys. 5.
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Reasumujge stwierdzamy, e w ukiadzie dynamicznym, ktéry opréez nieliniowej
bezwladnosci posiada takie nieliniowa mickks charakterystyke sprezysta, mozliwe
jest wzbudzenie drgan niestatecznych.

6.3. Zastandéwmy sig, jakie warunki poczatkowe nalezy zrealizowad, aby nie
wystapity drgania niestateczne. ,

Dia uzyskania odpowiedzi na to pytanie wykorzystamy réwnanie energii (5.1);
dla gw =0 ma ono postaé

22 + w2 q2 + xgzwz + yg‘l- = hl’
przy czym
hy = v+ @2 g§ + %5 oG + yas.

Przyjmujac v = 0 otrzymuje sic réwnanie dla wyznaczenia amplitudy @ rozwia-

zanie go daje ,
w2 dyh\1P?
Qiz%i;[li(l%——a;) , ¥ <0,

Aby Qi bylo liczba rzeczywista, wyrazenie podpierwiastkowe musi byé liczbg
nicujemng, skad wynika

wd
h < — P
lub
w?
(6.9) T + w2 g3 + %givG + yas < 2

Jest to warunek, jaki musza speiaé parametry poczatkowe gy 1 vy, aby w roz-
patrywanym ukladzie wzbudzone zostaly drgania stateczne. Np, dla ¢y=0
otrzymujemy

w2
(6.10) Iq) & ————— = Uy,
ol 2]/")} om
za8 dla vy =0 -
, w
(6.10) [90] € —=—=— = go-

Ten ostatni wzér okresla oczywiscie odcigte punktéw osobliwych (6.8). Warunkom
poczatkowym (6.10) odpowiada na plaszczyznie fazowej krzywa, separujaca obszar
trajektorii reprezentujacych ruch nieokresowy od obszaru trajektorii otaczajacych
stateczny punkt osobliwy, lezacy w poczatku ukladu (wezet lub punkt wirowy).

7. Uklad rozpraszajacy ze sprezyna nieliniowa i wychyleniem wstepnym

71. Rozpatrzmy jeszoze pokrdtce praypadek ogdlny, kiedy uktad rozZpraszajacy
z wychyleniem wstepnym posiada nieliniows charakterystyke sprezysta. Wowcezas
réwnania (6.3) maja postaé

vtugie =0, — w2q—20v — xqv2 — 2y (g — qu)® + Lquw-=0.
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Punkty osobliwe, jak poprzednio, leza na osi g, tzn. v, = 0, przeto ich odcigte
sg plerwiastkami rownania trzeciego stopania

(7.0 2yg3 — 6y 4> + (02 + 643) ¢ — i + {gu) = 0.
Jak widaé, ttumiente wiskotyczne nie ma wplywu na polozenie punktéw osobli-
wych, a tym samym na poloZenie réwnowagi rozpatrywanego ukiadu dynamicznego.
Obliczmy wyrdznik D = D34-Dj3, ktérego znak bedzie decydowat o ilosci rze-
czywistych pierwiastkow réwnania (7.1). Znajdujemy
{gw) w?
Dy = (1 R
W 4y
przy czym ze wezgledu na to, ze (g, o2 jest licaba, rzedu wielkodcl gw, a wiee <€ 1,
przeto mozna przyjaé¢ Dy = (1/4) w? g, y~1. Ponadto D, = (1/6) w2 y—1, wobec czego

w4 | g2, 502)
7.2 o —1—
7.2 D ¥2 (16 + 2169/ °

W zwiazku z dwoistoécia znaku stale] v nalezy rozpatrzeé oddziclnie dwa priypadki.

7.2. Twarda charakterystyka sprezysta (v > 0). Wéwezas Dy >0, a zatem
i D =0, czyli rownanie (7.1) posiada jeden rzeczywisty pierwiastek, ktéremu od-
powiada jeden punkt osobliwy réwnania tézniczkowego (6.2).

Przez analogig do przypadku omdwionego w p. 6.2 mozemy stwierdzié, iz jest
to stateczne ognisko.

73. Migkka charakterystyka sprefysta (y < 0). Teraz D << 0, przy czym zc
wzorn {7.2) widoczne jest, iz dla y S yy (yg = — 2/27 w2 g,%) mamy D = 0. Wesmy
najpierw pod uwage przypadek y > yp. Gdy D <0, to isiniecja trzy rzeczywisie
pierwiastki réwnania (7.1), czyli trzy punkty osobliwe, przy czym dwa z nich sa
siodlami, trzeci za$ ogniskiem. Obraz plaszczyzny fazowej jest w zasadzie podobny
do przedstawionego na rys. 5, aczkolwick

naruszona zostaje symetria wzgledem osi v
rzednych ; ognisko nie lezy teraz juz w po- _ B0
czatku ukladu wspolrzednych (g, = 0), - A0

a takze punkty siodlowe rozmieszczone ~—] H'\\a"‘o//
sg w roznych odleglosciach od ogniska T
(tys. 6). H/_/\\

Dla takiego ukladu mozna réwniez wy- £ T (

T ¥
Zhaczyé pewne graniczne wartodci para- 7 @ ! TN
metrdéw poczatkowych gom, Dom, ktoérych
przekroczenie wywola niestateczne drga-
nia ukfadu (por. p. 6.3)

Jezeli chodzi o przypadek y <y (D > 0), to odpowiada mu jeden punkt osobliwy,
ktéry jest-siodlem, a wigc ukiad jest w tym przypadku dypamicznic niestateczny
w sensie Lapunowa. Zauwazmy jednak, iz dla g, < 1 stala v, jest na ogot bardzo
duza liczbg (wjemna), czyli przypadek y <y dotyczy ukladu z nadzwyczaj migkka
charakterystyka sprezysta i jako taki nie posiada wickszego znaczenia praktycznego.

g

Rys. 6
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* 8. Przyklady liczbowe

8.1, Rozpatrzmy najpierw przyklad, ktéry zilustruje nam wplyw masy zwiazanej
z ruchomym przegubem preta na okres jego drgaf poprzecznych. Dany jest prei
dwuprzegubowy, wykonany z turki stalowej (E = 2-106 kG/cm2) o érednicach
dfdw = 2/1,6 cm 1 diugoéci 2/ = 100 cm. Z przegubem ruchomym zwiazany jest
cigzarek ¢ = 36 kG.

Obliczamy: cigzar preta Hp, = 0,9 kG, sztywno$é na zginanie EIl =
= 0,926.106 kG cm?, sila krytyczna Pp = a2 EI (2)=2 = 915 kG, okres pod-
stawowych drgan wiasnych poprzecznych ([10] wzdr (135))

41 (21H,
Tp =

(8.1 Tl

12
) = (,020 sek.

Aby obliczyé okrés T, analogicznych drgad dla preta z cigzarkiem G, skorzy-
stamy ze wzoréw wyprowadzonych w p. 3.2 traktujac material preta jako liniowo-
sprezysty. Ze wzgledu na zapewnienie podobiefistwa modelu do preta rzeczywistego
dobieramy tak parametry H i ¢ modehy, aby w obu wymienionych ukiadach uzyskaé
jednakowe obcigzenia krytyczne oraz okresy drgafi wiasnych odpowiednich ukladdw
liniowych (tzn. bez cigzarkéw G). Warunek pierwszy oznacza Pp = Gy, warunek
drugi: 79 = 79 > 2dzie T3, jest okresem drgan swobodnych modelu o jednym stopniu
swobody bez cigzarka G (tzn. dla 4 = 0). Korzystajac ze wzoru (3.10) znajdziemy

8.2 T = ! TE+ (l : )

( - ) . M wp g C0s A 2 L]

gdzie &y = (k),—o = Q oznacza bezwymiarowa amplitude, a
(8.3) T wp =)o = V2 = V2Gi/H = V2P, /H.

Zalozmy, iz wzbudzenie drgan preta nastapilo na skutek wsigpnego wygiecia jego
osi wg réwnania y (x, 0) = yy sin (7x/2) bez predkosci poczatkowej. Waéwezas
amplitudg drgafi bedzie yp i odpowiednio Q = yy/l. Niechaj yp = 1 cm, zatem
kg =Q=1/50. W dalszym ciagu mamy E*t(kg, % =) ~ % n(I—i—‘ 50-2) & 4,
wobec czego wzér (8.2) przyjmuje postaé

20\
Pre ) .
Poréwnanie ze wzorem (8.1) daje po przeksztalceniach

T2 —u(

4 .
H= —ZHP ~ 04 Hp=04.09 = 0,36 kG.
W dalszym ciagu znajdujemy y = G/H = 100, upr = PrfH = 2540, o = [2 (uzr —

— WP =699, x=1-4+4y =401, k=0 ]/% ~ 04, EY04; tm)~ta (1+
—i—O 08) =0, 54 7. Ostatecznie okres drgan wiasnych ukiadu z nieliniows bezwlad-

£ o g 2 ’
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Poréwnanie z wartodcia (8.1), uzyskana dla prgta bez cigzarka G, wykazuje, iz
obecnoéé tego ostatniego zwigksza okres drgah poprzecznych preta w danym
przypadku o 10%.

8.2. Dla zilustrowania wplywu krzywizny wstgpnej preta na wielko§é amplitudy
wezmy pod uwage pret okrelony w przykladzie poprzednim przymujac jednakze,
iz zostal on wygiety wstgpnie beznaprgZeniowo. Niechaj réwnowazne wychylenie
wstepne cigzarka H w modelu na rys. 2 wynosi yu, = 0,5 cm, czyli qw = yufl = 0,01
Zatézmy ponadto, ze cigzarkowi temu nadano predkoéé poczatkows Vp =2 m/sek,
czemu odpowiada vg = Vo (Ig)™1% = 0,9, za$ g = 0. .

Poniewaz = 12 pgr = 5081, o = ({qu)™! = 50,81-1, przeto ze wzoru (5.5)
obliczamy Qs = {gw 02 = 0,0104, a nastepnie ze wzoru (5.6) bezwymiarowa
amplitude @ = Qu+(0% + o] Ost)'’? = 0,0169.

Gdyby nie bylo wychylenia wstgpnego, to ze wzoru (3.9) otrzymalibysmy dla
takich samych warunkéw poczatkowych @ =y 0™l = 0,0130.

Wwzrost amplitudy, spowodowany istnieniem krzywizny wstgpnej preta, wynosi
w tym przypadku 3075 ‘
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PeszmpMe
CBOBOMHLIE KOJEBATIA CHUCTEMEL C HEMMHEAHOVW MHEPITMOHHOCTLIO

PaccvarpusacTea CBODOMHBE JEMOQUPOBAHHEIE KoneGamms CHCTEMBS, NPCHCTABICHEOR Ha
puc. 2. Jpmkenne 3Toi CHCTEMb! OIMCANO THAFOMMMIEIM YPABHCHUCM Kak ¥ ceobommbe remMmdi-
poBaHHbie Xonebauus ABYXITAPHUPHOIS CTEPRHA C maccoll COCPeNOTOYCHHOMN HA KOHIE CTEDIKHA,
ecmm mpeHefpeth CXAMACMOCTRIO CYCPIKHA. Kax wspecTHO [[] ynoMIHYTOS YPABHEHH® MHMECT
XAPAKTCPHCTHYECKYH WICH BEIPAKAIOMA Tak HA3. HEBHEHHYRO WHECPIHOHHOCTHIO .

PaccyskieHus 0600MA0Tea 1 CIydail NpeABAPHTENbHO K30THYTOLO CTEPHKHS, oGmamamero
KpoMe TOFO HeNmHeRHo# ympyroi xapaxrepucTEKoit THma yddrara. Iepstii AuTerpai cooT-
BeTCTBYIOMEro KuihepeHiHAIsEOTO YPABHOHHs Ol MOJIy\es 0 KBafpatype, Braropapsa HeMy,
MBIDKENHE CHCTEMEI TIPECTABICHO B (Ja30BOH ITTOCHOCTH.
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Hccregys yeToHunMBOCTE koneGammit mRHCHHO-ynpyrol cAcTeMbl Ge3 OPSABAPHTCHBHOTO OT-
KIOBeHHH, NpHBoauTes QyEkuus Janyyosa B s8HOM Buge. B 00meM ciyyae necnesosamme yoToli-
YHBOCTH NPOBONATCH HA OCHOBAHWE TAE Ha3. Iepsoro meroma Jlamymosa.

Ha wmrenopeix npEMepax HOKa3aHO BIFAHWE HEIRHEHHOW MHEPIHMOEHOCTH W HpEaBapUTeh-
HO#L XPEBAIHEI Ha COOCTAGHHYIO WACTOTY (OCHOBHYIO), a4 TaKXe HA AMIDIHTYAY HNOUCDEUHEIX
xoneGanyil cTepkAs ¢ Hobasounol Maccoll Ha Xomme.

TpuBenerusie GopmysIsl OTAHYAIOTCA GOMBINOHE IPOCTOTOH, GrATOAAPHS YeMy MOIyT GHITH
6e3 TPyHA MCHONB30BAiE MA IIPAKTHKE.

Summary

NATURAL VIBRATION OF A SYSTEM WITH A NONLINEAR INERTION

The object of this analysis is the natural damped vibration of a system as represented in Fig. 2.
The motion of this system is described by the same equation as the natural damped vibration of
a bar with two hinges and a concentrated mass at the moving end, if the bar is assumed to be in-
compressible. It is known [1] that this equation has a expression characteristic for a nonlinear
inertion.

The present considerations are generalized to the case of the bar having an initial curvature
and a nonlinear elastic characteristic of the Duffing type. A first integral of the relevant differential
equation is obtajned by quadratures, thus enabling the representation of the motion in the phase
plane.

For a study of the stability of vibration of a linearly elastic system with no initial deflection,
the Lapunov function is obtained in an evident form. In the general case the stability is mvesﬂgated
on the basis of Lapunov's first method. :

Numerical examples show the influence of a nonlinear inertion and an initial curvature on the
(fundamental) natural frequency and the amplitude of Jateral vibration of a bar having an additional
mass at the end.

The equations obtained are characterized by considerable simplicity which enables convenient
application to engineering problems,
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