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O DOWOLNYM PRZEKROJU '

JANUSZ ORKISZ, MICHAL ZYCZEOWSKI (KRAKOW)

1. Praca po$wigcona jest zastosowaniu metody wielopunktowych przekrojéw
zastepezych [6, 7, 8, 9 i 10] do przyblizonego obliczania duzych ugigé sprezysto-
plastycznych belek o dowolnym przekroju. Metoda ta polega na zastapieniu rze-
czywistego preekroju belki przekrojem zastgpezym skladajacym sie z pewnej liczby
polek o powierzchniach (masach) skupionych (tzw. przekrojem wiclopunktowym)
i obliczaniu ugi¢é takiej zastepczej belki w sposéb Scisty. Wielko$é i rozstaw tych
polek dobiera si¢ [6] z warunku réwnosci odpowiedniej liczby momentéw geomet-
rycznych przekroju rzeczywistego i zastgpezego oraz réwnej wysokoéci obu przekro--
jow, co przy dostatecznej ilodci polek zapewnia dobre przyblizenie przekroju rze-
czywistego. Dla przekrojow wielopunktowych (przy przyjeciu modelu ciata idealnie
sprezysto-plastycznego lnb modeln ciala z wielokrotnym wzmocnieniem odcinkowo-
liniowym) krzywizna preta jest zawsze liniowa funkcja momentu gnacego M i sity
podiuznej N. Dzigki temu otrzymuje si¢ jednakowa postaé rézniczkowych rdwnaf
linii ugigcia [10], w kidrych jedynie wartoéci statych wspélczynnikéw zalezy od formy
przekroju danego, liczby pélek w przekroju zastgpezym i sposobu jego uplastycz-
nienia. W pracy [10] wyprowadzone zostaly ogdlne réwnania réiniczkowe odnoszgce
si¢ zarowno do przypadku malych jak i duzych ugieé sprezysto-plastycznych pretéw
o przekrojach wielopunktowych. Granice stosowalnoéci tych réwnan okreslajg
odpowiednie krzywe graniczne w ukladzie M, N [8]. Przypadek malych ugicé spre-
zysto-plastycznych pretéw o przekrojach wielopunktowych zostat omdwiony w pra-
cy [6]. Celem niniejszej pracy jest rozwiazanie analogicznego zagadnicnia dla wgiet
skonozonych. Jak si¢ przy tym okazuje metoda wielopunktowych przekrojéw zastep-
czych, obok njednolicenia rozwazania dla pretéw o réznych przekrojach poprzeczaych
oraz mozliwosci uchwycenia praktycznie materialéw o dowolnej charakterystyce
przy aproksymacji ich wielokrotnym wzmocnieniem odcinkowo-liniowym, sprowa-
dzita trudnodci obliczania ugigé spreZysto-plastycznych do poziomu trudnosei
obliczania ugie¢ sprezystych [2 1 11] przy zwigkszenin jednak hczby przedzialdw i wa-
runkéw «zszycian».

Ostatnic uwagi majg istotne znaczenic w ocenie przydatnoéci metody ze wzgledu
na liczne trudnosci na jakie napotykano przy rozwazaniu skoficzonych ugieé spre-
zysto-plastycznych. Wiasdnie te trudnosci [10], z ktérych wymienimy tu choéby prob-
lem wplywu modelu fizycznego ciala, formy przekroju poprzecznego i sit podtuznych
na postaé réwnania rozniczkowego linii ugiecia, spowodowaty, e jak dotad nie ma
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dostatecznie ogdlnego 1 $cislego rozwigzania tego zagadnienia, a nieliczne prace,
jakie si¢ ukazaly, poswigcone sa zazwyczaj okre§lonemn modelowi ciala i konkret-
nemu, najczescie] prostokatnemu przekrojowi poprzeczﬁemu preta. 1 tak w pracy [13],
a czefciowo takze w [5], rozwazono przypadek belki o przekroju prostokgtnym
i przy idealnie sprezysto-plastycznym modelu ciala, Praca [12] podaje rozwigzanie
tego zagadnienia przy uwzglgdmemu rozeiggliwosel 051 belki. Problem duzych ugieé
sprezysto-plastycznych przy czystym zgmamu belki o przekroju prostokgtnym wy-
konanej z materiatu ze wzmocnieniem potegowym rozwazono w pracy [3]. W tym
przypadku przy znanych zastrzezeniach odnoénie wykresu ze wzmocnieniem pote-
gowym osiaga si¢ t¢ korzysé, ze ksztalt przekroju poprzecznego ‘wplywa na postaé
réwnania linii ugigcia belki tylko za posrednictwem stalego wspdlczynnika. Warto
wreszeie z uwagi na bardzo szerokie zatoZenia [np. dowolny doswiadczalnje uzyska-
ny wykres ¢ = o (¢)] wspomnie¢ o numerycznej metodzie przedstawionej w pracy
{4]. Wymienione wyze] prace wykazuja, ze nawet w tych nieliczaych przypadkach,
w ktorych mozna uzyskaé rozwigzania $ciste, majg one skomplikowana postaé
1 wystepuja znaczne klopoty przy ich «zszywaniuy w poszczegdlnych obszarach.
Stad wzrasta znaczenie metod przyblizonych opartych na
mozliwie szerokich zaloZeniach, a przy tym stosunkowo pro-
stych w zastosowaniu jak np. metoda wicelopunktowych prze-
krojow zastepczych.
2. W pracy przyjeto nastepunjace gldwne zatoZenia:
a) przyjmuje si¢ hipotezg piaslﬂch przekrojow Bernoul-
liego,
b) material belki jest idealnie sprezysto-plastyczny lub
—e OdZnacza sig wzmocnieniem liniowym pojedynczym albo
wielokrotnym,
¢) belka jest pryzmatyczna o przekroju poprzecznym posia-
dajacym przynajmniej jedng of symetril; o ta lezy w p}asz-
czyznie dzialania obcigZenia zewngirznego,
d) stan naprezenia w- belce jest jednoosiowy; pomija sig
wplyw napreZefi stycznych oraz naprefeft stykowych w oto-
f czeniu punktéw przyleZzenia sit i momentéw skupionych,
e) pomija si¢ wplyw rozciagliwodci osi belki,
f) w zakresie spr@zysto-plastycznym nie zachodzi odcia-
Fi zeme
g} przyjmuje sie zastgpezy przekrd) wielopunktowy {rys. 1)
w postaci / skupionych mas rozmieszczonych wzdliz osi syme-
Rys. 1 trii przekroju poprzecznego lezace] w piaszczyzme zgmama
belki.
Przy powyzszych zalozeniach w pracy [10] wyprowadzone zostalo ogélne réwna-
nie sprezysto-plastycznych ugieé preta o przekroju wiclopunktowym w postaci
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gdzie s = ht jest dlugoscia tuku, a i wysokoscia przekroju belki; ¢ i ¢’ oznaczaja
odpowiednio jej kat ugiecia i bezwymiarowa krzywizng; a, 8, y sg to stale zalezne
od materialu belki, liczby [ mas skupionych w calym przekroju i sposobu rozkltadu
sprezysto-plastycznych napreZen normalnych; wartodei tych stalych dla réznych
przypadkéw podano w pracach [6,7 i 10]. W rdwnaniu (2.1)
M ‘ N

A

@2 "Twe T i F 0

oznaczaja bezwymiarowy moment zginajgcy 1 bezwymiarowa sile podhuiina,

W sprezysty wskaznik przy zginaniv, Fyi Fpp pola powierzchni przekroju poprzecz-

nego po obu stronach osi cle;zkosm oraz Q, granicg plastycznofel przy rozcigganiu.
W szczegblnym przypadku przy czystym zginaniu przekrojéw o dwdch osiach

symetrii rownanie (2.1} ma jeszcze prostsza postaé (5 jest stale)

2.3 ' = am— 4.

Dla celéw praktycznych, nie zmnigjszajac ogdlnoéci zagadnienia jak pokazano
w pracy [10], dalsze rozwigzania przeprowadzimy dla czteropunktowego przekroju
zastgpezego o dwdch osiach symetrii (F; = Fy; = F). Wéwezas [8] dla zakresu spre-
zystego przy jednostronnym i przy dwustronnym uplastycznienin mozna napisaé

2.4) —¢' =am, —¢ =amtfn—F§ —¢ =an—p

Wartosci wspdlczynnikéw « i f oraz odpowiednie krzywe graniczne zamieszezono
w pracy [10]. ' ' o

3. Rownania (2.1), (2.3) i (2.4) posiadaja liniowy charakter jedynie w ukladzie
m, n, ¢’. PoniewaZz jednak bezwymiarowy moment gnacy m i bezwythiarowa sila
podiuzna » moga w rozmaity sposéb zaleze¢ od rodzaju i charakteru dziatania ob-
cigzen zewnetrznych {10], to dla ugie¢ skoficzonych otrzymamy szereg typow réi-
niczkowych, a przy obciazeniach cigglych na ogdl résniczkowo-catkowych réwnan
linii ugigeia. Przy przyjeciu uproszezen wynikajacych z rozwazania makych ngieé dla
bardzo szerokiej klasy obcigieft rownania te dajg sig sprowadzié do réwnas réz-
niczkowych, a nastgpnie efektywnie rozwigza¢. W sposob Scisty (czyli przy skoficzo-
nych ugigciach) mozna to uczynié tylko dla niekiorych typéw obciazen zewnetrznych,
a to dla obciaZenia ciaglego prostopadlego do osi belki nicodksztalconej i liczonego
na jej rzut ¢ = q ()] oraz dla dowolnych sit skupionych i momentdw skupionych.
Aby sformuto '} odpowiednie wyrazenia dla min rozwazmy belke przedstawions
na rys. 2, przyjmujac przy tym dwa ukiady wspélrzednych: kartezjanski x, w oraz
uktad s, . Zwiazki transformacyjne pomiedzy nimi maja postaé rézniczkows

~dx dw . ‘

3.D : s oS, o —sing

fub catkowa

k) . .8
(3.2) X = X+ J" cos @ ds, —w':,wu+fsinqods.
o P

8o
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Wéwezas mozna napisac
) @ _
3.3 m= —W—Qr{f g (&) (E — x) dE-+P (xp — x) cos 64+P {w — wy) sin 6—|—M0},

&

1
n= —@{[fq(f)dg-i—l’cos 5]Sin‘(p + Psin § cos cp}.

Tn

N
I g‘

Rys, 2
4. Wyprowadzimy obecnie rdwnania rdzniczkowe linii ugiecia belki dla réznych
preypadkéw obciazenia.

4.1. Rozwazmy naprzod obciazenie prostopadle do osi belki nieodksztatconej
i wprowadimy bezwymiarowa wspéhzedna

X xp

(4.1) C=g> f=7
Woéwezas na podstawie (3.3) mamy
, oh
1

“2 m = WZ};[IQO’) (v — Th) dy+Ph ($o — C)-l-Mo],

Zok ) :

1 3

n=— m[fﬂy) dy+P]Sin @
[N

gdzie y oznacza zmienng calkowania mierzong wzdlus osi x.
Z uwagi na postaé (4.2) w réwnaniach (2.4) zastapimy pochodna dp/dt przez
dp/dl. 1 tak [por. (3.1)] mamy
dp dp d dp dx dy d

43 _dp & dp dx  dp _ 9
“-3) d A T ar ds T @ sy =g Ging).
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Oznaczmy przypadek jednostronnego uplastycznienia przez I, a dwustronnego przez
1I. Wprowadzajac podstawienie

@4 - z = sin ¢,
na podstawic (2.4) i (4.3) otrzymujemy Téwnania
' dz :
4.5) A O=r O,
dz J
(4.6) @ =f( (i,
gdzie ‘

o
@O =p —%Uq@)@—c:h)dywh(cwC)+Mo],

“.n ok
by
g0 = FQ"[\[ q() dy+P]
10

sa znanymi funkcjami obciazefn zewngtrznych. Stad po rozwiagzaniu

@9 e ejg a [C+ ff@ e—fg @ az a’C] @,

oraz .
@49 2= [roa+c ,

gdzie C jest stala catkowania. Nastepnie obliczamy:
. , ¢
{4.10) ! g=arcsinz, x=70Ch, w=w0—|—hftg(pdy.
to

Otrzymane stad wyrazenie dla ugig¢ w przypadku II

C .
@10 w:w0+hf C+f{(y)dy dy

“ VI—ICH [FO)T

ma podobna strukture jak rozwiazanie dla strefy sprezystej, podane w pracy [2].
W szczegdlnym przypadku dla ¢ = const (4.10) przedstawia calke hipereliptyczna,
a dla g = 0 eliptyczna.

4.2. W przypadku obcigZenia belki sita skupiona ukoénie dzialajaca i momentem
skupionym ze wzoréw (3.3) mamy

2
(4.12) m = —%% [(xg — x) cos 6+(w — wy) sin 6]+ ,

n=—psin (p+9),
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gdzie wprowadzono bezwymiarowe oznaczenia. - . -

P M, W

(4.13) PZZ—FQ?’ m[}.:“@, %:]E.

Aby otrzymac czysto rozniczkowe réwnania linii ugigcia zwiazki (4. 12) rézniczku-
jemy wzgledem bezwymiarowej dhugosci ¢ [por (2.1)] i podstawiamy nastgpnie do

(2.4). Otrzymamy stqd por. (3.1)]

dm 2p . dn ,
(4.14) & T T o8y, = T pycosy,
przy czym
(4.15) C . Loy = {pqL(S..‘

Dla jednostronnego uplastycznienia (I) mamy wiec

dm dn 2pa .
(4.16) P = a +ﬁ ey — 2By cosyp

Réwnanie to dzigki podstawieniu’

4.17 ' 1 d‘U dl('u ’

mozna sprowadzié do postaci o zmiennych rozdzielonych:

4.18 L sdy)
(4.18) Za) = cospdy.
p\fo+
Caika tego réwnania jest funkcja
(.19) N e e P
. = arc sin — L YT .
v=a [ ot wl)]

Aby znalezé zwigzek s = s (v) zauwazmy naprzod, e

(4.20) ot hd— g

skad na podstawie (4.18) mamy

h do
(4.21) : § =8y — — {'m, .

().
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gdzie cos p obliczamy ze wzoru (4.19). Calka ta niestety nie 'dajc sie przedstawié za
pomocy funkeii elementarnych Podobnie jak s wyrazw mozemy [por (3.2), 4.15),

(4.20)]
8 p —— 8) o
x:xo+hf*“——cos(IifJ )_ = Xy — pﬁ J.COS(V ) @,
. : o ( )cosy)

' ¥y .
i — 4§ — &) d
w—»vo-i—hfm iy — g — pﬁf sm(‘w ) du

. ]
o ( ) cosy

Dla dwus';cronnego uplastycznieﬁia. (II) fub przy pom'iniq'ciu Wplywu sily podiuine)
mamy odpowiednio:

(4.22)

dm

423 z _ 2 1
(4.23) pl=a = %cosw().

Wykorzystujac podstawienie (4.17) otrzymujemy

. 2pa
(4.24) C wd*v = — iccns pdy, .
skad ‘
. 72 4pa
(4.25) = arc sin (C — ;)—2") ENES v

Podobnie jak popr'zednio moierﬁy napisac:

dy

h - cos (p—9)
X = Xgp =

— Smgu ]/C——-Sl]l'y)
o

n h(sin (’lp — (5)

Powyzsze catki moZna przedstawié w postaci niepelnych calek eliptycznych pierwsze-
go i drugiego rodzaju F (0, k) i E (0, k). W tym celu wystarczy rozwazyé dwa wyra-
Zenia

§= 8

(4.26)

sin g

]/C-— sin v
¥o

dp
427 B = | ——,  hv) =
4.27) 1 (s wo) J‘I/C—simp 2 (3, Yo)

Wykorzystamy przy tym, 2ze dla b = |a| = 0 [por. [1] poz. 290.00; 250.01):

do R ~ 14cosd -
(4.28) IWZ: ZFOK), | ———— =
. ]/a-{—b cos & b ]/a—l-bcos'ﬁ ‘ 5"
° ° o —2]/—; E®,K),
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gdzie

o b(1—cos ) ]/a+b
{4.29) f = arcsin ]/T » k= 55 -

Wowezas mamy

Iy, o) = V2 [F (0, k) — F (6, K],

{4.30) N
JZ (‘P: 1!’0) = ]/2 [F(Bs k) - F(a(): k) —2F (0: k)+2E (603 k)] »
gdzie
. 14-sin . 1+sin Po ]/ C+1
(4.31) 0 =arc SIHVW’ By = arc sin 1ic k= 7 -
Obecnie wzory (4.26) mozna napisa¢ w postaci
h -
8= SG+ _O:TII (% %),
2hcos 8 S _— hsind
(430 yx— oy - T(;/cu sinp — ¥'C — sinyy) — 2 (00,
2hsind — heosd
W=y~ — (Ve —siny —y C — sin ) + T2 @, v0).

Powyisze wzory okreflaja linig ugigcia belki w sposdb parametryczny przy pomocy
kata . Pragniemy jednak rozwiklaé pierwsze z tych réwnan wzgledem P =9y (5),
aby napisaé dwa pozostale w postaci x = x(s) i w = w (5). Oznaczajgc

w
4.33 — F (8, k) = F(By, k)-(s — 5)—
(4.33) u (©, &) (99, )+ (s Sﬂ)kl/za

obliczymy amplitude

(4.34) 0 = am(u, k) = am [F (Bg, ©)+(s — 59} 7:;5_ , k] .
Z drugiej strony [por. (4.31)]
@35) on (u, k) = sin g =/ 1Y

. 1+C

gdzie sn oznacza funkgje eliptyczng Jacobiego. Podstawiajac (4.34) do (4.35) i roz-
wigznjac to réwnanie wzgledem p otrzymujemy:
w

4.36) (s — 8p) = arc sin {(l—[— C)sn2 [F(Go,k)—!—(s — o) “th_z_, k] — 1}.

W ten sposéb w strefie dwustronnego uplastycznienia réwnania (4.32) i (4.36) okre-
$laja linie ugiecia belki {0 czteropunktowym przekroju zastgpezym) w postaci x =
=X{8), w=w(s). W przypadkn § =0 sg one réwnowasne réwnaniom (4.10)
przy g = 0. Réwnania (4.32) beda réwniez prawdziwe dla czystego zginania (zmie-
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niaja sie jedynie wspdlczynniki) belki o dwéch osiach symetrii aproksymowanej
wielopunktowym przekrojem zastgpczym [por. (2.3)]. W innych przypadkach sto-
sujemy réwnania (4.22).

5. Problem warunk6éw brzegowych przedstawia sie podobnie jak dla matych
ugiet sprezysto-plastyeznych, Tak wigc belke dzielimy na szereg przedziatow, w kio-
rych ugigcia dadza si¢ opisaé jednym réwnaniem rozniczkowym, a wystepujgce
tam stale calkowania wyznacza sig z warunkGw cigglodci na granicach poszczegol-
nych stref i geometrycznych warunkéw zamocowania belki. Ponadto ze wzgledu na
réznice dhugodci osi belki s od diugosei jej rzutu x oraz z uwagi na parametryczng
postaé réwnaf x = x (> w = w (o) potrzebne sq dwa dodatkowe warunki. I tak
przy pominigeiu odksztawens podiuznych catkowita diugosé belki ugigtej musi byé
réwna diugodci pierwotnej. Drugi warunek potrzebny jest do podania wartoéci para-
metru na koficach przedzialu. Wartodci tych nie mozna przyja¢ dowolnie, gdyz
czesto taki parametr ma pewien sens fizyczny (ap. kat v, krzywizna o itp.). Zatem
drugi warunek powinien wynikaé z przestanek fizycznych np. m (2) = 0 na wolpym
koncu belki.

6. Zastosujemy otrzymane poprzednio rezultaty do obliczenia skoniczonych ugieé
sprezysto-plastycznych belki wspornikowej obciaZonej sila skupiona i momeniem
skupionym na wolnym koticu. Sformutujemy naprzod warunki brzegowe dla wspor-
nika przedstawionego na rys. 3. W ogélnym przypadku na dugesci belki mogg

W

wi
Rys. 3

powstaé tizy strefy: sprezysta, jednostronnego uplastycznienia i dwustronnego
uplastycznienia. Ze wzgledu na parametryczny charakter rownan (4.26) musimy
wyznaczyé az siedem nieznanych stalych. Sa to trzy stale catkowania Cy, Cyr, Cyy,
dwie nieznane granice 7, 1 .. pomiedzy odcinkami belki pracujacymi w réinych
strefach oraz nie znana «skalaw parametru, czyli np. dwie wielkosci brzegowe
vy i v;. I tak dla stalych catkowania mamy warunki

6.1) P = —0, p(@) = pu(@) s Pu @) = Pru(0as);

Rozprawy InZynierskie — 11
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dla granic pomiedzy strefami uplastycznienia [por. [8 i 10])
72
(6.2) M) R (Tee) = —1, m(vy) — ;n(‘v*) = —1.
Poszczegolne wyrazenia w réwnaniach (6.2) moga mieé rézne znaki zaleinie od zna-

koéw m in (por. krzywe graniczne [8 1 10]). W réwnaniach (6.2) przyjeto (por. rys, 3),
e m< 0, n <0 Procz (6.1) i (6.2) mamy jeszcze warunek fizyczny

(6.3} m(vy) = my
oraz warunek nierozciagliwosci osi belki
64 LiA-LytLy=0.

Otrzymamy zatem siedem réwnaf, ktére sa na tyle skomplikowane, Ze nie daja sie
sprowadzi¢ do jednego réwnania przestepnego. Obliczenia znacznie sig upraszezaja,
jesli wplyw sily podiuznej jest niewielki i zakres jednostronnego uplastycznienia
na dlugosci belki mozna pomingé. Dzieje si¢ to przy m » n, co na ogdt zachodzi,
Z wyjatkiem katéw bliskich 90°. Jesli wigc przyiad

(6.5) Vs ™ Oy, n0, Lpx0,
to pozostaje jedynie pigé warunkéw brzegowych:
(6.6) Yo=—0, v (p)=ve(ypu), mp)=—1, —vlp)=am,, Li+Lyp=0

z pigcioma niewiadomymi statymi C; i Cpyy oraz g, ¥« 1 9, ktére wtedy wygodniej
jest przyjaé zamiast vy, v, i vy,

Rys. 4

Moment gnacy wyznaczamy ze wzoru (por. rys. 4)

L
(6.7) M=M,—P [ d,

&
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skad po wyprowadzeniu wielkosci bezwymiarowych [por. (2.2), (4.13)] i zmiennej

t mamy
Lik

2p
(6.8) m = - &\)— ?f dtcosy .

Stad po scalkowaniu na podstawie wzoréw (4.19) i (4.25) dla strefy sprezystej i strefy
sprezysto-plastycznej otrzymamy odpowiednio:

m = %I (]/CI — sin gy, — Ve, — singu)—i—mL,
1
(6.9)

o
m= —(;E(i/Cm — Sin P, — ]/C‘m — sin 'q))~1.
{111

7 warunkéw brzegowych wyznaczamy kolejno poszukiwane stale wyraZajac je przez
Pr

o hy V2 ay \2 a
i (2. cammn- (3o

Wy 1 i

(6.10) i
a
sin py -+ sin g, — (?I) (1 —m3).
[

Ostatni warunek (6.6) prowadzi do réwnania przestgpnego

h h
(6.11) oy 1SR T i,y = 1

Wy

z ktoérego wyznaczymy ¢, a po okresiemu stalych (6.10) otrzymu]emy na podstawie
(4.32) réwnania linil ugigcia:

2h cos § / . y . hsind
xXm(s) = — —w;I—I——_ (] Cry— sinyy— V Cyyp+sin 8)— - -72_(7:”111» —d),
2hcos d hsin b
x1(5) = X (V' Csinp—V Csinpd — — (v, v,
Wy 1
(6.12)
2hsind hcosd
o (5) = — —m”j( Cpr— $i0Ypr — ]/ Crr+sin &)+ J2 (yJIII’ ),
pEL
2hsind hcosd
wi(s) = Wi — (V ¢y —sinyy — V& —sinp,) + — 2y ),

gdzie p; = py (5 — 84), P = ¥ (8) WyraZaja sig za pomoca wzoru (4 36) z pod-
stawieniem odpowiednich stalych (6.10), przy czym

h
(6.13) Yo = [plymy,» We=IWml_p, s:=——J1(ys, —0).
Wyt
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7. Rozpairzmy skoniczone ugiecia belki zginanej sprezysto-plastycznie jako
funkcje obciazen zewngtrznych. Przy pewnej granicznej wartosci tych obciazen
belka przejdzie ze stanu sprezystego w sprezysto-plastyczny. W ogdlnym przypadku
obciazenia te okresla rdwnanie [8]: ‘ :

(7.1) lm (gi, O+ (g, D =1,

ktére wigze ze soba uogélnione sity zewngtrzne g;. Przy obciazeniu proporcjonalnym
zawiera ono tylko jedna niewiadoma: wspdlczynnik wzrostu obciazenia; po znale-
zienin tego wspdlczynnika okredlamy minimalna warto$¢ sit zewngtrznych, powodu-
jaca przejscie belki w stan sprezysto-plastyczny. W naszym przypadku sife py, przy
ktérej pojawia si¢ pierwsze odksztalcenie plastyczne we wiéknach skrajnych, WyzZna-
czymy z warunkn

(7.2} mpy,mg,0) = —1, p,=—6,

skad na podstawie (6.9) mamy

. oy (14-my)

4 []/23[—}— sind — }/CI — sin | '

(7.3) =
Ponadto z (6.11) otrzymujemy

L
(7.4) Ji(pas v) = 01

Z réwnan (7.3) i (7.4) mozemy wyrugowaé sin v, i sprowadzi¢ je do jednego
réwnania przestgpnego dla sity p;.

Okreslenie obeigzen niszezacych nie jest jednoznaczne 1 zaley m.in. od materiahy
belki i sposobu obliczania ugieé. Przy czystym zginaniu belki idealnie sprezysto-
plastycznej obcigzeniem niszczacym bedzie moment m = mmas. Naiomiast pry
obeigzeniu belki sitami skupionymi lub cigglymi (ze wzgledu na mozliwosé powstania
krzywizny o dowolnej wielkosci) decydujacym o zniszezeniu moze okazaé sig nie
moment, a sita podtuzna. W belkach rzeczywistych przy pewnej wielkoéci krzywizny
we widknach skrajnych powstaja rysy, odpowiadajace koficowemu punktowi wykre-
su rozciagania lub $ciskania. Przesuwaja sie one nastepnie ku $rodkowi 1 w koficu
belka ulega zlamaniu. Obciazenia zewngtrzne powodujace powstanie takiej krzywizny
bgda wige obciazeniami niszczacymi dla danej belki,

Podobna sytuacja istnicje przy rozwazaniu belek o przekrojach wielopunkto-
wych, gdyz ulegaja one zniszezeniu réwnie? przy pewnej maksymalnej, skoniczonej
krzywiznie. Sity powodujace powstanie takiej krzywizny bedziemy nazywali silami
niszezacymi. Sily te wyznaczyé mozna z réwnan krzywych granicznych [por. {8]],
ktore maja postaé :

(7.5) am (g5, 0)+bn (g5, )+¢ = 0,
a odpowiadajace im krzywizny z réwnaii [por. (11)] typu
(7.6) Pesex = a1 (G, D+Pr (g5 1)

7 podstawieniem (7.5).
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Maksymalna krzywizna g, W belkach o przekrojach wielopunktowych uwa-
runkowana jest odstepem pélek w przekroju. Stad przy réznych kombinacjach nisz-
czacych wartoéci m i n wielko$C tej krzywizny moZe byé rozmaita, juz nawet przy
czteropunktowym przekroju zastgpezym ze
wzgledu na rdzne odstepy pdlek (rys. 5). Przy
czystym zginanin sprawa sig upraszeza i ma-
ksymalna krzywizna jest jednozracznie wy- ' ' E@E HEE
znaczona wzajemnym odstgpem 2% (7 jest
bezwymiarowe [10]) dwdch Srodkowych

J q

polek, a jej wielkos¢ (por. [10], wyprowa-
dzenie rdéwnania (1.1)) wynosi
(L) wy y =
(77) Prnax = ¥max = Vmax = “Z,q - ] qQ
242 ey Oy
== = =, a2:—’ Rys.,5
7 7 B

gdzie @, oznacza granice plastycznosci, £ modut Younga materiatu belki — i zalezy
od liczby pélek w przekroju zastepezym, ksztaltu przekroju damego i fizycznego
modelu ciata. Tak np. przy czteropunktowym przekroju zastepezym [7] dla belki
idealnie sprezysto-plastycznej o przekroju prostokatnym, kolowym 1 dwuteowym
(I 40) mamy odpowiednio:

242 , 22 ) , 2a?
= 6,592, Yo = 0,407

Dla belek wykonanych ze zwyklej stali budowlanej wartosci te uzyskane na
podstawie wykresn ¢ = o (&) sa mniej wiecej dziesieciokrotnie wyzsze. Juz nawet
stad widag, ze czteropunktowy przekréj zastepezy dobrany w my$l zasad podanych
w pracy [6] daje w przypadkn materialu idealnie sprezysto-plastycznego znaczuie
nizsze wartosci maksymalnej krzywizny, a wiec i nizsze wielkoécl niszczacych ob-
cigZzen zewnetrznych niz wynikaloby to z rozwazania belki rzeczywisiej. Zbieznosé
tych wynikéw mozna by poprawié¢ badZ to zwigkszajac liczbe pdlek w przekroju
zastgpezym (znacznie!), co jednak nie ma praktycznego sensu, badz to przyjmujac
przekrdj np. szesciopunkiowy, przy czym zamiast 7adaé zgodnoéel momentow geo-
metrycznych czwartego rzgdu, postawi¢ warunek umieszezenia najblizszych $rodka
polek w odleglodei wynikajgcee] 2z proporcji rzeczywistych odksztalced niszezacych
do maksymalnych odksztalcefi sprezystych dla danego materiatu belld. Wowcezas
otrzyma si¢ catkowity zgodnoéé maksymalnej krzywizny belki rzeczywistej i zastep-
czej. Talde postawienie sprawy jest jednak wiadciwe tylko przy czystym zginaniu.
Jednakze juz przyjecie maksymalnej krzywizny obliczonej dla przekroju cztero-
punktowego prowadzi do tak znaczaych ugigé, Zze wigkszoS¢ pr aktycznych przypad-
kow mo?na w ten sposéb ujad.

W naszym przypadku maksymalng site P2 najwygodnie] jest znalezé poréwnuiac
wzory (4.25) i (7.7):

(7.9) IR k)

2 = = 2
(78) meax 1/3 = ba L Y max 0’303 4:92a .

V’]H='W9 = aI/n 2
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skad
e
(7.10) P27 G (Cotsin 8)°

Rugujac z réwnan (6.11) i (7.10) sin 4, otrzymujemy jedno rédwnanie przestgpne
z niewiadomgy sila p.

W ten sposéb otrzymalismy zwigzki, z ktérych wyznacza sig zakres, w jakim
moze zmieniaé sie sita p, aby belka znajdowala sie w stanie spreZysto-plastycznym.
Réwnania (7.3) i (7.10) mozna traktowaé jako kres dolny i gérny dla wartodei
sin ¥, przy ustalonych obcigZeniach zewnetrznych. MozZna to teZ interpretowaé
nastepuniaco: réwnanie (7.3) podaje zwiazek pomiedzy sitg p; 1 katem v, ugiccia
belki przy zaloZenin, iz w utwierdzeniu wytwarza si¢ moment m = 1. Przy sile
p > p1 bedzie to stuszne dla pewnej fikcyinej belki krétszej niz rozwazana przez nas.
Podobnie przy p < p, réwnanie (7.10) jest stuszne dla belki diuzszej niz L. WartoSci
sin p; (py) 1 sin v, (p2) wyznaczaja zatem przedziat

(7.11) sin g, (p1) << sin g << sin pr (p2),

w ktorym nalezy poszukiwaé pierwiastkdw réwnania przestgpnego (6.11). Wykaza-
nie, iz spelniona jest nieréwnos$é (7.11), wystarcza tym samym do stwierdzenia, Ze
belka znajduje sie¢ w stanie sprezysto-plastycznym.

8. Rozwigzane zostaly dwa konkretne przykiady Liczbowe. W pierwszym belke
wspornikowa stanowit okragty pret stalowy o dlugosci 400 cm obcigZony na wolnym
kosicu silg P = 9 kG. Cigzar wiasny, ktory przy tej dlugodci preta jest rzedu sily P
pominieto, aby mieé do czynienia z mozliwie najprostszym obcigZzeniem. Ponadto
przyjeto nastepujgce dane wyjsciowe:

h=2cm, FE=2100000kG/cm2, @,=2500 kG/em?, 6,=0, M;=0.

W rezultacie obliczef przeprowadzonych na podstawie podanych poprzednio wzo-
réw otrzymano réwnania linii ugiecia:

x=217,7 — 3334104264 — singy, dla 0 < s < 157.9,
x — 3652 — 5979 /0,5147 —sing;  dla 159 < s < 400,0,

(8.1}
_w= 166,753 dla 0<s<1579,
W = 36,74-298,97,, dla 157,9 < s < 400,
gdzie
g = arc sin {1,426sn2 [1,122--0,004241s; 0,8445] — 13},
@p = arcsin {1,515s2 [1,2234-0,002365s; 0,8702] — 1},
(8.2)

Tp3 = 0,92334 V2 [F (B5mr; 0,8445) — 2 (63 0,8445)],
Jay = 0,7278-+V/ 2 [F (8;; 0,8702) — 2E (8y; 0,8702)].

Wartosci liczbowe dla kitku konkretnych punktéw zestawiono w tablicy I, a ksztalt
belki pokazano na rys. 6. Wyrazenia s, x 1 w liczone sg w cm.
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Tablica 1
s [em] P x [em] w fom)] I s —x [cm]
0,0 0 0 0 0
100,0 17°21°6 98,3 164 . 1,6
157,9 22°49753" 152.4 36,7 5,6
2000 25°27°34" 191,0 53,8 9,0
300,0 25°387" 280,2 99.9 19,8
400,0 30°587327 365,1 1514 34,9

Réwnania bezwymiarowych momentéw gnacych maja postaé:

m = 0,6967+1,528 V0,4264 —sing, dla 0,0 < 5 < 157,9;

(8.3) .
m = 2,810 10,5147 — sin ¢, dla 157,9 < s < 400,0.

Maksymalna wartosé bezwymiarowego momentu wynosi m = 1,694, a bezwymia-
rowej sity podhuznej n == 0,0005898, co catkowicic usprawiedliwia pominiecie wplywu

sit podhiznych na wugiecia. Belka - 400,00 N
znajduje si¢ w stanie sprezysto-pla-  y3 N bl
stycznym, gdy g

5%l < [p:A
(84) 499 kG < P < 9,134 kG, LTA B -2
co odpowiada ﬁ&ﬁ
(8.5) 10,1299 < sin ¢, < 0,5194. Rys. 6

Jako drugi przykiad rozpatrzono belke wspornikowa I 20 obciazong sita ukosna .
na wolnym koficu, przyjmujac dane wyjsciowe:

=20 cm, L =600 cm, F= 1975 cm2, = 2500 cm?, S = 144,4 cm3,

W= 250 cm3, E= 2100000 kG/cm2, 0y—2500 kG/em?, P=1300 kG, 6 = — 30°.

W wyniku obliczenn otrzymano nastgpujace rezultaty (s, w w [om]):

w = 1,03-+520,00 [2AE Oy, k) — AF (Oryy, k)] —424,50 ¥ = sin py— 0,4876
(8.6)  dla 0 <5< 590;

w = 18,56-1-1740 [2AE (8, k)— AF (6;, k)] — 1421V — sin 9, — 0,4616
dla 59,0 < 5 < 600,0,

przy czym

D1y = arc sin (1,397 V1+fsin 1,um) ,  Bp=arcsin (1,363 V14 sin 1,0:)— R
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gdzie

8.7) Yry=arcsin {0,5124s72 [1,5104-0,0016665; 0,5062]—1} dla 0<s< 59,0,
& pr=arcsin {0,5385sn2 [1,396-1-0,0004976s; 0,5189]—1} dla 59,0<s< 600,0,
(8.8) AF(0,k) = K (k) — F (8, k), AE@,k)y<=E{()—E@0, k).

Obliczono stad strzalke ugiecia na koncu wspornika f = 18,56, maksymalne skrocenie
diugoéei rzutu poziomego belki 0,53 cm (czyli x » 5); kat ugiecia na koficy belki
wynosi gy = 2°31’. Réwnania bezwymiarowych momentéw maja postaé

®9) m=091074+1,767V — 04876 —sinp;; dla 0 < s < 59,0,

m = 5911 Y —0,4616 — sin 1y, dla 59,0 <5< 6000,

Maksymalny moment w belce wynosi

28
(8.1 o= 1,107<mm3x=ﬁx 1,155,
a najwigksza co do bezwzgledne] wartoéei sita podluzna — n = —0,006532, co

jak w poprzednim przykladzie usprawiedliwia pominigcie wplywu sily podhuznej
na zginanie, _ -

W przeprowadzonych wyzej obliczeniach istotny problem stanowito dokladne
okreslenie wartosci calek eliptycznych. Trudnosci wynikle z powodu braku odpo-
wiednio gestych tablic ominigto w dwojaki sposdb: przez zastosowanie dwukierun-
kowej interpolacji parabolicznej Lagrange’a (pierwszy przyklad), lub przez rozwinie-
cie w szereg wyrazen (8.8) dla 6 = =/2 (drugi przykiad):

z [ k2 ) (4+-5k2) k2 . ]
AF(B,/C)*'W:—E 1*?6_]62)2 mz+ ,

S 2 4 — k) k2 ] |
8.11 == — f— d
@11} AE@G, ) = zV/1 k2[1+ Cu— P T o —jap T
z=— s

co okazalo si¢ praktycznie bardziej korzystne.

9. Zastosowanie metody wielopunktowych przekrojéw zastepezych do oblicza-
nia skoficzonych ugieé sprezysto-plastycznych belek pozwala na uniknigcie jednej
z podstawowych trudnosei: wplywu ksztaltu przekroju poprzecznego na linig ugig-
cia belki. Dzigki temu mozna uzyskaé Jednolity I stosunkowo prosta postaé roz-
wigzania dla belek o dowolnych ksztattach przekroju poprzecznego, co ma istotne
znaczenie wobec braku rozwiazaf Scistych lub ich nader skomplikowanej postaci
(prostokat). Uzyskane rozwiazania sa szezegllnie proste przy zalozeniu stalej sily
podhiznej # = const. Wéwezas w przypadku sit i momentéw skupionych wzory
koficowe ‘daja sig napisaé: za:pomoca. stablicowanych cafek i'funkeji eliptycznych
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[por. (4.32) i (4.36)]. Wada metody jest koniecznosé «ZSZyWania» rozwiazaf odno-
szacych sig do poszezegdlnych przedzialéw. Dokladnosé obliczeft zalezy w znacznej
mierze od liczby «mas skupionychy w przekroju zastgpezym i wraz z nia wzrasta.
Jak wykazujg przeliczenia praktyczne wystarczajacy jest przekrdj czteropunktowy,
wowezas podobnie jak przy malych ugigciach bledy w ocenie ugieé 54 Srednio rzedu
kilkw procent.
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EPEMILfery CIEpOICHa Y HpYICHO-

PeswowmMme

KOHEYHBIE VIIPYTO-IIACTHYECKUE ITPOC WEBL BAJIOK ITPOU3BOJILHOLO
CEYERW A ’

Pabora xacaerca IPHMCHCHHS, TPHBENEHHOIO B 6, 7, 8, 10], meTona MHOTOTOYCYHEIX JKBE-
BATICHTHBIX CETCHMH K HPHOIIKEHHOMY PACUETY KOHEIHEIX YIPYTO-NIACTHYECKAX UPOrEOOB bamoK.
DTOT METOR COCTOMT B 3aMeHe AAHHOIO CeUeHWst HRNMKE T. BA3. MHOTOTOMETHED IKBUBANCHTHEIM
ceveneM (pme. 1), cocrosmum 13 1 TOMOK, obnaxaromx COCPEHOTOUCHHBIMI HOBEPXHOCTAME
U 3aT6M B TOUHOM ONPEHCISHMN TPOIBGOD TakoH Ganky, Braronaps atomy, ns Monernu HOCANE~
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HO YOPYTOTO TéNa H Tend ¢ MEOTOKDATHEIM icycoqﬁo-nHHeﬁBLm YIPOUNCHECM, MOKHO I:OJI)?"ﬂJTL
CAMYIO TPOCTYO (TAHEHHYO) 3ABHCAMOCTE MCEKAY M3rEdAIOHM MOMEHTOM, IPOFOIBHON CHTOH
¥ xpusHiHOlt Oanxm. )

" B pabore paccMaTpHUBASTCA cnydail OpOP3IRONSHOH HATPY3KH NEPECUNTANHON HA TOPHIOATANL-
HYFO HPOCKIHIO GATKH M IPOHIBONLHO AEHCTIBYIOIHX COCPENOTOICHABIX CRIl M COCPEEOTOYSHHBIX
MomenTos. B pesynsTaTe nonydatoTed cuctemsl nporaba Gamd. CoeumEansEO NPOCTEIS PeIICHHS
fem. (4.32) u (4.36)], BepaxkeHnbls cTabyIasHpOBAHHSME HEONHEIMIL HHTETPANAME M DIIHIFTH~
yecKHMH QYAIIMAMY, TONYYCHET D/UE CIy4as IOCTOAHHOM OPOZONBHOM CLEIEI (n = const) npu
OTCYTCIBH CHOROINHON HATPY3KM. B KOHKDETHOM CIyYac KOHCONBHOM OaNKd DPACCMATPHEACTCH
BONPOC XPAEBKIX YCIOBKH B oBNACTR, B XOTOPOH MOTYT M3MEMNTCS BHOIIAKS CBIBL, 9T00b Oayka
HAXOOUIACE B yOPYIO-IINACTHYECKOM COCTOSHRH.

PaboTa WLTIOCTPYCTCA 4MCACHEEIME HDIMEDaMH,

Summary
FINITE ELASTIC PLASTIC DEFLECTIONS OF A BEAM OF ANY CROSS-SECTION

The present paper is concerned with the application of the method of substitute “multipoint
sections™ described in Refs. 6,7, 8, 10 for approximate computation of finite elastic-plastic deflec-
tion of a beam. This method consists in replacing the given cross-section by a “multipoint section™
(Fig. 1) composed of » “concentrated flanges™ and an accurate computation of the deflection
of the beam thus cbiained. A. linear relation (which is the simplest possible) between the bending
moment and the longitudinal force and the curvature of the beam (cf. (2.1)) can be obtained in this
way for a perfect rigid-plastic body and a body with sectionally linear strain hardening indepen-
dently of the form of the cross-section.

The case considered in the present paper is that of any load distributed along the horizontal
projection and concentrated forces and moments acting in any manner. As a result sets of differ-
ential equations are obtained. Their solutions describe the form of the deflection line. Particularly
simple solutions Jcf. (4.32) and 4.36)] expressed by tabularized incomplete elliptic integrals and fun-
ctions are obtained in the case of a constant longitudinal force (¢ = const) with no distributed
load. In the practical case of a cantilever the problem of boundary conditions is considered as well
as the range within whitch the external forces should vary so that the beam may remain in the
elastic-plastic state. The paper is illustrated by numerical examples.
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