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1. Przedmiotem pracy jest zastosowanie metody wielopunktowych przekrojéw
zastgpezych do obliczania sprezysto-plastycznych ugieé stabo zakrzywionych pretow
o dowolnym przekroju. Metoda ta polega na zastgpieniu rzeczywistego przekroju pre- -
ta pewnym fikcyjnym przekrojem skladajacym sig z pewnej liczby pélek o powierzch-
niach skupionych (tzw. przekrojéw wielopunktowych) i obliczaniu ugieé takiego
zastepezego preta w sposob Scisly. Wielko$¢ i rozstaw tych polek dobiera sie (por.
[5]) z warunku réwnosci odpowiedniej liczby momentéw geometrycznych przekroju

- rzeczywistego 1 zastgpezego oraz rdwnej wysokosci obu przekrojow, co przy dosta-
tecznej liczbie pélek zapewnia dobre przyblizenie przekroju rzeczywistego. Dla
przekrojéw wielopunktowych (przy przyjeciu modeln ciata idealnie sprezysto-
plastycznego lub modelu ciata z wielokrotnym wzmocnieniem odcinkowo-liniowym)
krzywizna preta jest zawsze liniows, funkcja momentu gnacego M i sily podhuznej N.
Dzigki temu zawsze otrzymuje sie jednakows postaé rézmiczkowych réwnas linii
ugigeia (por. [8 i 9]), w ktérych jedynic wartoSci statych wspblczynnikéw zaleza od
formy przekroju danego, liczby pélek w przekroju zastgpezym i sposobu jego
uplastycznienia.

Ogolne réwnania rézniczkowe, stuszne zaréwno w przypadku matych jak i du-
zych ugigé sprezysto-plastycznych pretdéw prostych o przekrojach wielopunktowych,
wyprowadzone zostaly w pracy [8]. Zakres stosowalnoéci tych réwnaf okreslaja
odpowiednie krzywe graniczne w ukladzie M, N (por. [6]).

W pracy [8] wymieniono réwniez szereg trudnodei, na jakie napotyka sig przy
obliczaniu ugig¢ sprezysto-plastycznych pretéw prostych. Gdy prety sa zakrzywione,
to powstaja dodatkowe komplikacje. Plerwsze z nich wigzg sie z wielkodcia krzywizny
pierwotnei, gdyZ jedynie przy duzej wartosci stosunku promienia krzywizny do wymia-
row przekroju rownanie sprezysto-plastycznych ugieé mozna przyjaé w postaci podob-
nej do postaci réwnania dla pretéw prostych. Jedli ograniczymy sig do pretéw stabo
zakrzywionych, to dodatkowy wyraz w réwnaniu rézniczkowym ugigcia zwiazany
z krzywg pierwotng, zaleznie od jej postaci, moze zmienié charakter tego réwnania
i w znacznym stopniu utrudnié jego rozwiszanie. Ponadto wyrazenia dla momentéw
zginajacych i sit podhuznych dziatajgcych na pret zakrzywiony beda na ogét bardziej
skomplikowane niz przy pretach prostych. Stad tez z zasady zajmowano si¢ nie
ugigciami, a analiza stanéw granicznych pretéw zakrzywmnych najezeseie] ukow.
Zagadnienin temu po$wigcona jest np. praca [3] oraz [1], gdzie poszukuje si¢ dolnego
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i gdrnego kresu wartosci sit niszczacych w tuku. W pracy [4] analizowano wplyw sil
podluznych na zniszczenie tuku, a w [2] rozwaZony zostal przypadek no$nofci
granicznej dwuprzegubowego tuku kolowego obcigZonego sila skupiona, a otrzymane
wyniki poréwnano z wynikami eksperymentalnymi.

W tym $wietle wobec braku jakichkolwiek rozwigzan écistych mozliwoéé choéby
przyblizonej analizy ugigC sprezysto- plastycznych pretow zakrzywionych, jaka daje
zastosowanie metody w1e10punk1:owych przekro_]ow zast@pczych wydaje sie szcze-
gblnie cenna. Przedstawiona w pracach I8i9] teoria matych 1 duzych ugieé spre-
zysto-plastycznych belek o wielopunktowych przekrojach zastepczych w pewnych
przypadkach daje sig latwo rozszerzy¢ na prety zakrzywione. W niniejsze] pracy
ograniczamy si¢ do tych przypadkow, kiedy mozna bedzie zagadnienie zginania
pr@tow zakrzywionych sprowadzi¢ do réwnaf o postaci znanej z rozwazania ugicé

pretéw  prostych. Woéwcezas wszystkie dalsze obliczenia
e F3 mozna przeprowadzié analogicznie jak poprzednio:

§

2. W pracy przyjeto nastgpujace zalozenia:

a) obowiazuje hipotera plaskich przekrojow Bernoul—
liego,

b) material w precie jest idealnie sprezysto-plastyczny
lub ma wzmocnienie liniowe pojedyncze albo wielokrotne,

¢) pret jest pryzmatyczny o przekroju poprzecznym po-
siadajacym przynajmniej jedng of symetrii; of ta lezy
w plaszczyinie dzialania obciaZenia zewnetrznego,

d) stan naprgzenia w precie jest jednoosiowy; pomija
si¢ wplyw maprezen stycznych oraz napreZed stykowych
w otoczeniu punktdéw przylozama sit i momentdw skupio-

* nych,

e} pomija sic wplyw rozciagliwosci osi belki,

f) o preta jest stabo zakrzywiona'w plaszczyzme dziata-
nia momentu nga_]qcego

g) w zakresie sprezysto- plastycznym nie zachodzi od-

| ¥ I ciazenie,

' h) przyimuje sie zastepezy przekrdj wielopunktowy
Y=o (rys. 1) w postaci { skupionych przekrojoéw rozmieszczo-
- Rys. 1 nych wzdhiz osi symetrii przekroju poprzecznego leZacej
w plaszczyznie zginania belki.
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Przy powyzszych zalozeniach w pracy [8] wyprowadzone zostato ogdlne réwnanie
sprezysto-plastycznych ugigé preta prostego o przekroju wielopunktowym w postaci

dyp

2.1 i .
2.1 ar ¢' = am+pn+ty,

gdzie s = hf jest dlugoscia tuku, a # wysokoscia prz_ekrojti belki; ¢ i ¢’ ozn.aczajq
odpowiednio jej kat ugiecia i bezwymiarowa krzywizne; @, f, y sa to stale zalezne
od materiatu belki, liczby / mas skupionych w catym przekroju i sposobu rozkladu




SPREZYSTO-FLASTYCZNE UGIECIA PRETOW 675

sprezysto-plastycznych naprezed normalnych. Wartosei tych stalych dla réznych
przypadkéw podano w pracach [5 i 8]. W réwnanin (2.1)

’s M N
S " We, " T iRy o

oznaczaja bezwymiarowy mormnient i bezwymiarowa site podtivina, W sprezysty wskaz-
nik wytrzymalodci przy zginanin, F; i Fy pola powierzchni przekroju poprzecznego
po obu stronach osi ciezkofcl oraz (, granice plastycznosc1 przy rozeiaganio.

W szezegblnym przypadku przy czystym zginaniu przekrojow o dwoch osiach
symetrii TOwnanie (2.1) ma jeszcze prostsza. postac (6 = const)

2.3) ——tp*am—é

Zamiana rownan odnoszacych sig do pretow. prostych na odpowiednie réwnania
dla pretéw stabo zakrzywionych polega.na zastapienin wyraZenia na krzywizne
przez roznice pomiedzy krzywiznami pigta odksztalconego ¢’ i"nieodksztalconego
p’. 1 tak dla réwnad (2.1) i (2.3) otrzymujemy odpowiednio

2.4 ¢ — @ = am—l—ﬁn—[—y,- ¢ — ¢ = am— 6

W dalszym ciggu dla celéw praktycznych nie zmiieniajac ogdlnoéci zagadnienia jak
pokazano w pracy [8), dalsze rozwigzania przeprowadzimy dla czteropunktowego
przekroju zastgpczego o dwdch osiach symetrii (F; = Fy = F). Wowczas (por. [8])
dla zakresu sprezystego i przy jednostronnym i dwustronnym uplastycznienin mozna
napisaé

2.5 o —¢ =am, ¢ —¢ =amtfn—PB, @ —¢ =am—f.

Wartosci wspoltezynnikow a i ﬁ' oraz odpowiednie krzywe grahiczne podane zostaly
w pracy [8].

3. Réwnania (2. 4) i(2.5) magac liniowy charakter jedynie w ukiadzie m, n, ¢'.
Poniewaz jednak bezwymiarowy moment gnacy m i bezwymiarowa sila podiuzna »
. moga w rozmaity sposdb zaleze¢ od rodzaju i charaktern dzialania obcigzen ze-
wngtrznych (por. [8]), to otrzymamy na og6t réine rézniczkowo-catkowe réwnania
ugiccia, ktore dzigki uproszezeniom wynikajacym z zaloZenia, Z¢ ugigeia sa male
daja sig sprowadzi¢ do rownan rdzniczkowycli, a nastepnie efektywnie rozwiazad.
Aby sformutowad odpowiednie wyraZenia dla m i » (por. [8]) rozwazmy pret przed-
stawiony na rys. 2. ‘ '

Niech £,  oznaczaja wspOlne punkty osi preta przed, a x 1 y po odksztalceniu.
Wowezas przemieszezenia tego punktu w kierunku osi x i w kierunku osi y wynosza

(3.1 u—x—E, 'v:y—n

Oznaczmy przez s wspotrzedng mlerzona ‘wzdhuz osi prqta aprzez g kaj jaki tworzy
z osig £ styczna do preta przed odksztalceniem. Wéwezas pomiedzy wprowadzonymi
przez nas uktadami wspdirzednych zachodza zwiazki '

dx dy . d - dr

3.2) T cosp, = sin ¢, s cos @, i sin @,
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skad
8 3
x=x0+fcoscpds, y=yo+fsinrpds,
(3.3) o o

8 8
&= &+ f cosgpds, 1=t fsin @ ds.
3

5o

;,x‘ué
=
¥
nyv ¥
Rys. 2
Jedli ugiecia sg male, to moZna napisaé
(3.4 . sin(fp -p)reg—qg, cos(p—e) 1.
Na tej podstawie ze zwiazkéw (3.1) i (3.3) mamy
& &

(3.5 u= uo+sing5f (p —@)ds, v=uwptcosg f (p— o) ds,

Sy . E)

gdzie przyjcto oznaczenia
(3.6) uy = xo— &, Vo= Yo —"o-

Obecnie po otrzymaniu wzoréw na przemieszezenia mozemy przyjaé dalsze uprosz-
czenia wynikajace z rozwazZania malych ugigé:

3.7 xm & ymmy, coS@mCOsp, Sing xsing.

Woéwezas wzory (3.5) mozna zapisa¢ w postaci

£ - &
(3.9) u=ugttgy [(p -9 ds, v=vot [(¢g—p)dk,
& £

a wyrazenia na bezrwymiarowy moment i bezwymiarowa sile podtuina w formie
(por. [8] i rys. 2) '
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. 1 £ q
m :—(f ={— (§—{) cos -y (&) —n (D] sin 6} di+
WO, _

cos ¢
£a

P (6 £0) 005 80 ()1 9 in 306,

£ £
ey {{ T_ cosddet-p a]'u[ ?_gnsd
n = 210, fcos;v cos P cos 8| sin g+ [cos&sma L+
’ £ o

£
_ I qdl \ | _ -
+P sin 6,,] cOS 99} = — 250, [(f o5 E]) sin {g+d)--P sin (tp+6p)],

&y
gdzie g = g [£, p (£)] jest obciaZeniem ciaglym liczonym badZ to na jednostke dhu-
gosci tuku preta, badz to na jego rzut zaleZnie od konkretnej postaci funkcji obeig-
zenia. Jeli zalozymy, Zze pierwoiny ksztalt osi preta okreSlony jest przez funkcje
7 = 5 (£), to w réwnaniu (3.9) m = m (£} i n = n (&) sa znanymi funkcjami zmiennej
£ Z uwagi na postaé (3.9) w rownaniach (2.5) zastapimy pochodna dp/dt przez
dpldt, gdzie

x £ o &
(3.10) Cg"i;zz', CQ——h"%—k-

jest bezwymiarowa wspdlrzedng. Otrzymamy stad

G40 R A A A A

Wowczas na podstawie (2.5), (3.9) i (3.11) otrzymamy réwnanie

Cdp
(3.12) ya p+f (&),
skad
. 4
(3.13) p=gt [FO&
’ Zo .
oraz
dp
(3.14) _ v =f(0),
gdzie f(£) jest znang funkeja £, przy czym dla strefy spreZystej
()

przy jednostronnym uplastycznienin

am (O+pn (D) —f
cos p () ’

(3.16) S =-
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a przy dwustronnym
m ({)—f

(3.17) f(C) W

Na podstaww (3. 8) i(3. 13) przem1eszczema punkiu osi prqta obliczamy ze wzorow

(18)  u=uthigp f dr f FOd, o= voth f d f reya.

' Zo [ Lo o
Zatem przy obliczaniu malych ugigé caly problem. sprowadza si¢ do wykonania
skomplikowanego zazwyczaj catkowania znanych funkeil.

4. Przy duizych ugigciach, kedy nie moZna przyjmowaé uproszczen opisanych
wzorami (3.4) i (3.7), réwnania otrzymane dla pretéw prostych (por. [9]) tatwo
daja sig uogdini¢ na przypadek preta o stale] krzywiZnie pierwotnej. Efektywne
fozwigzania moina wowczas uzyskaé dla obciazenia ciaglego skicrowanego wzdluz
osi y i liczonego na rzut preta na oé x oraz dla dowolnych 311 skupionych i momentow
skupionych. Wtedy

&
i
m= WQ_ {f g (&) (0 — x) dD+P (xp — x) cos dp+P (y — yg) sin (3P+Mg},
,
A.1) o

i - .
7= — % {[f g (#) df+Pcos 5] sin g+ P sin d cos (p}.

Ly
Przy dzialaniu jedynie obciaZzen skierowanych wzdluz osi y (=43, =0) 1 po
podstawieniu

4.2 z = sin @,
mamy [por. (3.11)]

dp  ldp dz
4' S — -,
@3) da  dc P T

Wowezas dla jednostronnego (I) i dwustronnego (II) uplastycznienia otrzymamy
odpowiednio [por. (2.5)]

o mO=b@ O,
.4y -
- b,
gdzie
th
0= 5| | oo 7,
.5) b o

2@ =k~ 5| [ a0 @~ mavren - nan),

Lk
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przy czym k = dip/di = const jest bezwymiarows krzywizna osi preta nieodksztal-
conego. Po rozwu;zamu réwnan (4.4) (por. [ ) obhczamy kolejno ¢ = arcsin z,

x=2=Ch, y=yth f tg @ df, a nastgpnie przemieszczenia ze wzordw (3.1).

W przypadku gdy dzialaja vkosne sily skupione i momenty skupione, dia
otrzymania réiniczkowego réwnania ugigcia ze wzgledu na postaé. wyrazen 4.0
nalezy (por. [9]) zrozmczkowac funkcje (2.5):

dzy dm dn d2y . dm

i “a P T T a
Wowezas stala krzywizna pierwotna wejdzie jedynie do warunkdw brzegowych.
Stad dalsze obliczenia przebiegaja analogicznie jak dla preta prostego w pracy [9)
i rozwiazanie wyrazi sig przez niepelne calki eliptyczne pierwszego 1 drugiego rodza-
ju. W ten sposdb przy stalej krzywiznic preta zakrzywionege zagadnienie duzych
ugiet sprowadziliémy do postaci odpowiadajacej pretom prostym. Problem wa-
runkdw brzegowych dla réwnan ugiceia oraz dokladnoéci przyblizenia rozwigzania
cistego oméwionoe w pracach [5, 8 i 9].

Tak wige podobnie jak dla pretdw prostych metoda wielopunkiowych przekro-
jow zastepczych — obok ujednolicenia rozwiazania dla stabo zakrzywionych pre-
téw o roznych przekrojach poprzecznych oraz mozliwoéci uchwycenia materialéw
o dowolnej charakterystyce (przez aproksymacje ich wielokrotnym wzmocnieniem
odcinkowo-liniowym) — sprowadza trudnodci obliczania ugigc sprezysto-plastycz-
nych do poziomu trudno$ci obliczania ugieé sprezystych (por. [7, 819]) przy zwigksze-
niu jednak liczby przedzialéw i warnnkow zszycia. W przypadku pretdw zakrzywio-
nych zastosowanie metody jest tym cenniejsze, 7e nie ma rozwigzan $cistych.
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Pezmowme

VIIPYTO-ITTACTUYECKWI ITPOTHE CIABO-3AKPHBJIEHHLIX CTEPXHEH
ITPOM3BOJIEHOFO CEYEHIAS

PaGora xacaeTcs NPHMEHEHM, PHBEASHHOTO B [3, 6, 8], MeTOHa MBOTOTOYSYHEIX JKBHBANECHT-
HBIX ceYeHHH, X TPROMFDKSEHOMY DACYETY YIOPYIO-MHACTHYCCKMX NMPOTAGOB CHa00-3aKPUBISHHAIX
crepiaEeil. DTOT METOR COCTOHT B 3aMEHE HAHHOIO CeueHEs Gaiku TAK Ha3., MHOTOTOYCYHEIM
HKBUBATIGHTHEIM Cedemdem (puc, 1), COCTOMUMM K3 BONOK, OONAKANOLIX COCPemOTCYSHHBIMY
NOBEPXHOCTAMHA. BRaropaps 3ToMy, S MOZENd AACANLAO-ITIACTAYCCKOTO TN M TCNd ¢ MHOTO-
KPATABM KYCOUHO-IMHRCHHEIM YIDOYHCHTEM, MOEHO DONYYETE BOZMOXKHO IPOCTVIO (IHHEHHYHO)
3ABICAMOCTD, MMy HM3THOArONmM MOMOHTOM ¥ NPOXONBHON cHEOM M XPUBHM3HON Oangm (M.
(2.1)), me 3aBUCHMO oT {OPMEI NONGPEUHOTO CCUSHHS NAHHOTO CTCDMKHIL.

PacumpeioTes Ba citydail cnafo HCKPHBICHHEIX CTopKmci, mpmepcusse B pabore [8] ypas-
HEAAA MANBIX YOPYTO-IIACTHYSCKUX OpoTEOOB OPSMEIX CICPHHSH HpH NPOMIBONEHON BHEIHHEH
HATPY3Ke W, HPUBCOCHHEIC B pabdore [9], COOTBETCTBYIOMMC YPaBHeHHA OONBOIMK yIPYro-THacTH-~
YECKHX NPOTNGOB I CTEREA HOCTOSHHEON XPHBHIHEL B pesynbTaTe, HONYYEHH! IPOCTHIE yPaR-
HESHMS, TIOXOXKHE HA FpefbIAYILHE, OOUCHIBAIOIIHS GOPMLI CTOPXKHI IOCTe AedHOpPMALFH.

Summary

ELASTIC-PLASTIC DEFLECTION OF A BAR OF ANY CROSS-SECTION AND WEAK
CURVATURE

The paper concerns the application of the method of substitute “multipoint sections™ described
in Refs. [5, 6, 8] for approximate computation of the elastic-plastic deflection of a bar of weak cur-
vature. This method consists in replacing the given section of the bar by a “multipoint section™
(Fig. 1) composed of “concentrated flanges™. This enables, for a perfect elastic-plastic body, and
a body with sectional linear strain hardening, the obtainment of a linear, therefore the simplest
possible relation between the bending moment or the longitudinal force and the curvature of the
bar (cf. (2.1)), independently of the form of its cross-section. The equations of small elastic-plastic
deflections of straight bars obtained in Ref, [8]and the corresponding eguations for large deflections
obtained in Ref. [9] are generalized in the present paper to the case of bars with weak (constant)
curvature. As a result are obtained simple equations resembling the former ones and describing
the deformed bar. '

POLITECHNIEKA KRAKOWSEA
KATEDRA STATYKI BUDOWLI I WYTRZYMALOSCI MATERIALOW
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