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O LINIOWEJ TEGRII POWELOK O MALEJ WYNIOSLOSCI

WOICIECH PIETRASZKIEWICZ (GDANSK)

1. Wstep

Réwnania podstawowe liniowej teorii powlok o matej wyniostosci, podane
przez WLASOWA [8]1 przedyskutowane przez wielu autorow, napisane sg w ukladzie
wektoréw podstawowych powierzchai $rodkowej powloki (nazywanym dalej baza
a;); niewiadomymi sa skladowe wielkosci wektorowych réwniez w bazie as.

GRrEEN i ZerNA [1] wyrazili wiclkodci geometryczne powierzchni Srodkowej
powloki M za posrednictwem wielkosci geometrycznych rzutu powloki na plaszczyzng
7T o bazie e; oraz przez znana funkcje wyniostosei powloki z(61, §2). Otrzymane
réwnania podane sa w bazie a;, niewiadomymi sg skladowe szukanych wielkosci
wektorowych w bazie e;. W tej koncepcji wektor e; ma staly kierunek niezalezny
od funkcji wyniostoéci z (61, 62). Pozwala to (po przyjgeiu geometrycznych i fizycz-
nych zalozen upraszczajacych teorii powlok o matej wyniostosci) na proste powigza-
nie niektdrych zaleznosci dla powlok ze znanymi zaleZno$ciami dla plyt i plaskiego
stanu naprezeh. Moze to byé réwniez wykorzystane przy budowaniu TOZWIgZan
wieloznacznych dla powlok o malej wyniostosci o dwu- i wielospdjnym obszarze
(por. [7 i 9]. :

W niniejszej pracy podano opracowang w sposob $cisty liniowa teori¢ powlok
o malej wyniostoéci opartej na koncepcjach Greena i Zerny [1]. Wszystkie wiclkosci
wektorowe oraz rOwnania wektorowe liniowej teorii powiok wyrazono konsek-
wentnie w skladowych bazy e; uwzgledniajac zaloZenia upraszezajace dla powlok
o malej wyniostoéci. Sformulowano obie analogie statyczno-geometryczne oraz
podano trzy metody sprowadzenia w inwariantne] posiaci ukladu réwnan podsta-
wowych do jedynego réwnania rozwiazujacego. Przy dodatkowym zatoZeniu o malej
Zmiennofci krzywizny powtoki wszystkie trzy metody prowadza do rozwigzania tego
samego zespolonego réwnania rozniczkowego czwartego rzedu przy réinym okreéle-
niu calki szczegdlnej [10].

2. ZalemoSci wstepne

Podstawowe oznaczenia przejeto od Greena i Zerny [1].
2.1. Zaleinoici geometryezne. Wektor wodzacy punktéw powloki ma rposta¢ [1]

R = L {r(6L, 62)-+163 a3 (01, 02)}.
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7 powierzchnia M (rys. 1) zwiazane sg wiclkosci @y, 83, @up, bup, €5, 177 itd.
[1]. Z ptaszezyzng IT zwigzane sa wiclkoSci e, €3, €us, 8ap, L g itd. [1]. Przyjmujac
uklady wspdirzednych 6% i 6% tak, by dla odpowiadajacych sobie punkiéw AiA,
6% = 0%, wektor r mozna przedstawié w postaci

1 (01, 62) = x (01, 62) = r (61, 62)+z (61, 62) e3.
Sciste zaleznodci miedzy wielko$ciami zwigzanymi z M i II podano w {1}

=2

Rys. 1

2.2, Nicktére zaleinogci Lniowej teorii powlok. Przy uwzglednieniu zalozed Kirch-
hoffa-Love’a przemieszozenia punktow powloki okresla wektor [I i 3],

V=L {v-} 103 xa;3}

gdzie .

v = p¥a,vda;, Q= %a,+DBa,,
Q% =5 (v, g+bguy), B =30,

Znany uklad réwnan nierozdzielno$ci mozpa otfrzymal z warunku znikania
skladowych tensora Riemanna-Christoffela dia odkszialconej powloki jako tréj-
wymiarowego ciala sprezystego [5] Iub bezposrednio z rownan Codazziego 1 toéw-
nania Gaussa dla odksztalconej powierzchni érodkowej powloki [2]. Dla potrzeb
niniejszej pracy celowe jest przedstawienie rOwnaf nierozdzielnoéci w postaci zaleZ~
nofci wektorowej. Zalezno$¢ taka mozna otrzymaé z warunkow [3]

Eaﬁg, af — 0,’ E“‘ﬁv af = 0,

skad po wykonaniu roZniczkowania mamy [3]

(& 8% fhyg 15,67 Ly} 2 H {6 Lypt-bas € 6% pyp} a3 = 0,
{6 gt Lo} 8% (B oo — pp} 23 = 0,

@D
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gdzie [3 1 5]
apr = % (Ut Uay) — Boa s,
(2.2} P = — Vapgr — BE 0y — O bL v,
Ly = &% tyupa-
Roéwnania wektorowe rownowagi maja postaé [1]

(2.3) NaotP =0, M, ,+a,xN,=0.

3. Powloki o malej wyniosiosci

3.1. Zalozenia. Zalezno$ci dla powlok o male] wyniostoci otrzymano przy
nastepujacych zaloZeniach:

a) Zaleznodei podstawowe liniowej teorii powlok, z kiérych otrzymano zalez-
noSci dla powlok o malej wyniostosci, oparte sa na zaloZeniach geometrycznych
i fizycznych Kirchhoffa-Love’a [2 1 3]

b) Dla wielkoéci geometrycznych powierzchni srodkowej powloki M, okreéla-
nych na podstawie wielkodci geometrycznych rzutu powloki, mozemy stosowal
oszacowania

(3.1)

Zql <1, [zlapl << L,

gdzie < oznacza «wielko$¢ nizszego rzedu». Bedziemy pomijali iloczyny tego typu
wyrazdw w pordwnaniu z jednoécig.

¢) Stan naprgzefi i przemieszezeh w powloce jest taki, Zze mozemy stosowal
oszacowania s :

(3.2) | lg*l < 1m*l,  Jval < o3l

d) Zmiany krzywizn powierzehni M sa male i moina przyjac, ze krzywizna jest
stala przy rézniczkowaniu kowarianinym:

(3.3) (ziF AT D ~ 2 1§ AL s -

W pracy zalozenie d) wykorzystano wylacznic do sprowadzenia ukladu réwnatt
w przemieszezeniach i funkcjach naprezen do jedynego réwnania rozwiazujacego.

3.2, Zaleinofel przyblizone. Wszystkie wicltkosci wektorowe dane na powierzchni M
roziozmy konsekweninie wedlug bazy a; oraz e; [1}:

N, = ya(n* a,4-q*a3) = e (ke,+-g% e1),
M, = yam™epa’ = /e (h%e,, 6" L h%ey),
P = y/a(p s, +piaz) = [e(s e tsdey),

v=o%a,+oda; = u"e, ey

(3.4)

Wielkosci k™, g%, h*2 1 h* sg tensorami na plaszezyZnie i zdefiniowane sg w nieco
inny, bardziej bezposéredni sposob niz w pracy [1].
y
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Przy uwzglednieniu zatozen (3.1) 1 (3.2) mozna uwzglgdnié¢ nastepujace zaleZnosci
przyblizone [1}:
dup ™ Cap, a® = e, bz la:ﬁa

(3.5) g, =~ Ig, fup® Eap
a, =€,17 €3 Ayre—2 |°‘ea
oraz
ne k0, gt gt —k*z,,
(.6) m*e & K, o m*egnz 1,
pr o stbz|tsd, pd st -z .85
Uy B Uy 2Z,4h3, Uy R U3,

W zaleznoéci analogicznej do (3.6)3 Green i Zerna [1] przyjmuja povnadto p3 = 53
oraz p* & s*. Jednakze dla réznych przypadkdw oszacowania obciazenia powierzch-
niowego | pY| f |p3| prey zalozemiu (3.1) jednoczesne pominigcie drugich Wyrazow
w (3.6); nie jest moiliwe.

4, Réwnania podstawowe dla powlok o malej wynioslofci

Rownania podstawowe liniowej teorii powlok o malej wynioslodcl otrzymamy
z réwnaf ogdlnej teorii powlok przy uproszczeniach wynikajacych z zalozen geo-
metrycznych (3.1) i fizycznych (3.2). Wszystkie zaleZnofci zbudowano urywajac
sktadowych w bazie rzutu powloki e;.

Po podstawienin (3.6)4 do (2.2) przy uwzglednieniu (3.1) zaleznosci dla {ENSOrow
odksztalced przyjma postac

gy = T (Uga ity 2,04y 112,25 )
(4'1) Hor = gu:;;g)\s
— 1 & 7
Lo =% (”,,gaa“i‘z,v Waigs T 250 u3,~y)‘

Réwnania nierozdzielnodci, ktore funkcie g, fter oraz (, wedlug (4.1) spelniaja
tozsamofciowo, otrzymamy z zaleZno$ci wektorowej (2.1). Przedstawiajac (2.1)
w ukladzie wektordéw bazy e; przy uwzglednieniu (3.5} oraz (4.1) otrzymano

{2 % o} €5 H {67 Lyp (e &% pryp 2,1 €3 = 6,
{e* e ey e +{e* aad]ﬁ+cé} z|’ey = 0;

stad po eliminacji £, mamy

(42) (SOW &% ‘u'y,ﬂ) =10, (E'OW & Hyp 2, Qs — (Soz)f & a?ﬁ) las = 0.
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Réwnania réwnowagi otrzymamy z zaleinosci wektorowej (2.3) ogélrnej teorii
przedstawiajac ja w ukladzie wektoréw bazy ;. Po uwzglednieniu (3.4), (3.5) i (3.6)
otrzymano

Ve (k1 b5} ety (K9 2,0) Lot a7l +8 s = 0,
Veltle— " estye Wl — ¢’} 2503 =0,
stad po eliminacji g% znajdziemy
(4.3) kP ats® =0, (k% 2, )5 +h* | ts3 = 0.

Réwnania konstyfutywne wynikaja z réwnafi pierwszego przyblizenia Love’a
liniowej teorii powlok [2] po uwzglednieniu tam zaleznosci (3.5), (3.6) i (4.1) [1]:

ko = D P Ugi Capp = EEH(X};A ke .
4.4)
hof — BHaﬁQAM " B :i —1 ped
ed » ad " a3y, Tabal »
gdzie

1
Hobet = 5 {e Pt et gfe oy (g0 Ay oot ey}

1 S
{4.5) Ho}‘éﬂ = ? {eos eprtear ey — v (eao 5271 €a2 E30)} 5

C12(1—92) - EIL EAL EAL

P a4 P T

Z pordwnania réwnan (4.2} oraz jednorodnych réwnaf (4.3) wynika pierwsza
analogia statyczno-geometryczna [2 i 3]:

{4.6) ko s 7 &% g, b B e —e™ g% g

Otrzymany uklad réwnan - podstawowych [rOwnania nierozdzielnodci (4.2),
rdéwnania rownowagi (4.3) oraz réwnania konstytutywne (4.4)] zawiera tylko skla-
dowe w bazie rzutn powloki. Pierwsza analogia (4.5) podana jest rowniez migdzy
skltadowymi w bazic rzutu powloki.

5. Trzy metody rozwiazywania rownan podstawowych

Ukfad réwnan podstawowych (4.2), (4.3) 1 (4.4) podanego wariantu liniowej
teorii powlok o malej wyniostodci moZna rozwiazywaé trzema metodami:

1) w przemieszczeniach u,, us,

2} w funkcjach napregzed ¢, @3,

3) metoda mieszana, przyimujac za niewiadome us, ¢s.

Pierwsze dwie sg analogiczne do metod rozwiazywania rownan ogolnych linfowej
teorii powlok [2 i 6], natomiast wszystkie trzy metody sa siosowane przy rozwiazy-
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waniu réwnafi efektu brzegowego w liniowej teorii powlok [4]. Za niewiadome
przyjmuje si¢ wtedy oczywiScie niewiadome ., ©3 lub s, 93, a wige skladowe
w bazie wektoréw podstawowych powloki a.

Podobnie jak dla réwnan efektu brzegowego, mimo réznych wyjéciowych zalo-
7ef upraszezajacych, przy dodatkowym zatoZeniu (3.3) o malej zmiennosci krzy-
wizny powloki wszystkie trzy metody sprowadzone zostaly w postaci inwariantnej
do rozwigzania tego samego zespolonego réwnania rézniczkowego czwartego
rzedu przy rémym okrefleniu catki szczegolnej.

5.1. Rozwigzanie w przemicszezeniach. Rownania réwnowagi (4.3) po wyrazeniu
k1 B przez u., uz wg (4.4) 1 (4.1) przyjma postac

1 2 1
+—s=0, H¥® (a”,,z,a)gd"%" + =0

(5.1) Foomy %yl D —i"i" o5 )

Otrzymano podstawowy” ukiad réwnai w przemieszczeniach. Dla konkretnie
danej powloki [po rozwinigciu Téwnan (5.1) w przyjetym ukiadzie wspolrzednych]
trzy réwnania (5.1) moga by¢ sprowadzone do jednego réwnania przez bezposrednia
eliminacje u, metodg wyznacznikéw operatorowych lub fez za podrednictwem
wyrazenia funkcji #, i us przez funkcie przemieszezen odpowiednio dobrang do
danej powloki i uktadu wspolrzednych. Tak postgpuje Wiasow [8] 1 szereg
innych autoréw.

Istnieje jednakze mozliwo$é bezposredniego sprowadzenia ukladu réwnan (5.1)
w inwariantnej postaci do jedynego réwnania przy przyjgciu dodatkowego zalozenia
(3.3) 0 matej zmiennoéci krzywizny powloki. Zatozenie (3.3) dla najezescie] stosowa-
nych powlok o malsj wyniostodci jest spelnione.

Wyrazmy u, i u przez funkejg przemisszezed F za pomocy zaleznosel {por. [4])

(52) wp=22\Flt,— i F 3, 0oz L F Utue, us=F|3,

e
U Z.MF

gdzie u, spelnia uklad réwnan

1
E”a+r_-DWSéi0'

Dla tensordw odksztalced (4.1} otrzymano wyrazenia

aduy
H*y,

1 — - v
(5.3) @, = égiz Fﬂ (vFip, — 03 F|§3) + 7(% l"—l-u" !u) .= —Fié’ib .

Funkcje (5.3) spetniaja toZsamo$ciowo réwnania (5.1);. Rownanie (5.1)2 po
przekszialceniach przyimie postaé
g A o= e Pl =,
5.9 A
D g S DH Ty )
» o
Po znalezieniu calki szczegdinej F réwnania (5.4) catke ogdlng F moina znalezé
z réwnania

(5.5) Fle iy/A a5z0Fli = 0.
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Tak wiee rozwiazanie w przemieszcezeniach sprowadza sie ostatecznie do rozwig-
zania réwnania (5.5) oraz wyznaczenia calki szczegdlnej (5.4); przy wyrazie wolnym
{5.49),. :

5.2. Rozwigzanie w funkcjach maprezen. Zbudwjmy wektor funkeii naprefen v*
0 postaci analogicznej do wektora przemieszezen v wg (3.4)4 oraz (3.6)4:

V=g Aty ad = g, e gy el
(5.6)
Yy = 970:"'"2,« P?3, Y3 = @;3.
Zgodnie z analogia (4.6) rozwigzanie réwnan réwnowagi (4.3) moZna przedsia-
wi¢ w postaci

5 3 N
{5.7) k“é == ol fgur g% M:ﬁ R R A a:ﬁ s

s s
gdzie k*° 1 h*® sq calkami szczegdlnymi réwnan (4.3) oraz a);, u,, funkcjami analo-
gicznymi do (4.1), zhudowanymi wedtug ¢., 3 zamiast odpowiednich U,, Uz w (4.1).
Uklad réwnani nierozdzielnosei (4.2) po wprowadzeniu wg (4.4) oraz (5.7)
funkeji naprezen ¢, 1 @3 ma postaé:

1
HFaom Lyl -+ B_S*ﬁ =0,
{5.8)
H*aﬁ;w (Ol*Z ) +£ * +i.r*3i0
ey 12 Huvias D =
gdzie
VA oy o 71
= — -t Y& Hop B,
. /Z - 2 s 8
(5.9) = [‘fi Kl — (0 «M]»

H*g;a.uv — % {eay eﬁv_f_ea:v edﬂ o v(sov,.u £6v+8av Sﬁ.u)} )

Z pordéwnania jednorodnych réwnafi (5.8) oraz (5.1) wynika, Ze¢ rozwigzania
ich roznig sig¢ tylko znakiem wspdlczynnika Poissona:

(5.10) (+2)y <> (), -

Jest to druga analogia statyczno-geometryczna [2 i 6]. Przy dodatkowym zalo-
zenin (3.3) vkdad (5.8) mozna wigc réwniez w inwarianinej postaci sprowadzi¢ do
Jjednego réwnania przez wprowadzenie funkcji naprezen @ wg (5.2), przy czym
funkcje u,, u3, uy, (+9) i F nalezy odpowiednio zastgpi¢ PIZRZ @ @3, Pu (),
i ®. Rozwiazanic sprowadza sie wiec do rozwiazania réwnania jednorodnego
(5.5} oraz znalezienia calki szczegdlnej roéwnania (5.4); dla wyrazu wolnego odpo-
wiednio zbudowanego z wiclkosci '3, H* % | &, .

W tej metodzie, mimo prostych wzordw (5.7) na wyznaczenie sit wewnetrznych,
nalezy najpierw wyznaczy¢ catke szczegdlna réwnan rownowagl.
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5.3. Rozwigzanie metoda mieszana. Zgodnie z pierwsza analogia (4.6) réwnanie
(4.3); mozna speini¢ przez funkcje

(5.1D) = Kb kee™ &% g

gdzie §*° spetnia uklad réwnan
k| A8 =0

Z (4.3), oraz (4.2); otrZymamy nastepujace réwnanie dla metody migszane] :

Wiy A oGP =q

A _ A
(5.12) (5 — 7 o Rz o) ‘%&E @GR4 05 )

17 Er
‘ V= w3+ ip;.

W [1] wprowadzono funkcje naprezen Airy’ego za pomoca | zaleznosci typu

Lo = % sdﬁtpiyg .

Tak wiec istnicje odpowiednio$é ¢ <> —kg3. Jednak funkcja Airy’ego ¢ W pra-
cach 11 i 8] oraz u innych autorow nie moze byé uwazana za sktadowy wektora vE
w kierunku stalego wektora es. Dopiero przez powiazanie jej z funkcja @3 mozna

e 1 .
funkcje ¢ traktowaé réwnie jako skladowa wektora —rv* w kierunku e;. W ten

sposOb otrzymane w pracy [9] na drodze geometrycznej wyraZenia dla @3 moga
by¢ uwazane za shiszne réwniez dla funkcji Airy’ego .
Précz (5.12) moina otrzymac réwniez inne rownania dla metody mieszanej,

1
np. wprowadzajac funkcje zespolone ¢ & fua, (p:l:i-k— uy itp.

6. Uwagi koficowe

Analogiczne irzy metody rozwigzania mozna podaé dla okreélenia skladowych
wektoréw v i v* w bazie a; (czyli va, v3 OTaZ Yu, ¥3). Przy dodatkowym zalozeniu
(3.3), wszystkie trzy metody moZna sprowadzi¢ w inwariantnej postaci do takich
samych réwnan jak w p. 5. Nalezy tylko odpowiednio zmodyfikowaé wzory poérednie.

W przypadkach gdy obciaZenie zewnelrzne oraz warunki brzegowe formutowane
sa w skladowych bazy ai, rozwiazanie buduje si¢ na ogdt rowniez w skladowych
bazy a;. Natomiast w przypadkach gdy obciazenic zewngtrzne oraz warunki brzego-
we formutowane sa w skladowych bazy e, co jest niemal reguty dla powlok o malej
wyniostodci stosowanych np. W' budownictwie, celowe jest budowanie rozwigzania
réwniez w sktadowych bazy e: [7].

Jak wynika z (3.6)4 ocaz (5.6)2, W ramach przyjetych zalozen upraszezajacych
skladowe wektoréw v i v* w kierunku wektoréw jednostkowych a; 1 e; W przybli-
seniu sa sobie réwne: v3 & u3 1 Y3 = @3- Jednakze jak wynika z (3.5), kierunek
wektor6w o ay oraz ;3 az jest zalezny od funkcji wyniostosci powloki. Wektory
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13 ey i 3 €3 natomiast maja wazna wlasno$¢ geometryczng: ich kierunek jest stafy
i nie zalezny od postaci funkeiji z (01, 62). Umozliwia fo na powigzanie niektérych
wzordw na g3 i u3 dla powlok o malej wyniostodci ze wzorami znanymi z {eorii
plyt i plaskiego stanu naprezen. MozZe to byé rowniez wykorzystane przy znajdowa-
niu rozwigzan wieloznacznych dla powlok o malej wynioslo$ci o obszarze dwu-
i wielospdjnym [7] i [9]. ’
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PeswomMe
O JIMHEWHOW TEOPUHU ITONOTUX OBOJIOYEK

B paBoTe maercs yTouHeHUE W Da3BHTHE JIMHEHHOM TeOpMH DOJIOTHX 000HOYEK, OCHOBANHOI
1ua 3ampicie Ipuna n Lepsst [1]. Bee BexTopHEIE 38BHCHMOCTH BBIPANEHL B BEKTOPHOM Oazmce
npoekuH 0O0ONOUKE HA IJIOCKOCTH, BBOJS T'EOMETPUYECKHE H (GHIHYECKME FOMYMICHWS MONOTHX
obonouek, Tloxysennrie OCHOBHEIC YPABHOHMA PELUAFOTCH B NEPEMEINEHHAX, B (JYHKIASX HAOpA-
HEHUR M CMCINAHHEIM METOZOM. JONMycKas JKOMONBUTEBH, YT HIMEGHCHHE XPHBHIHEL 0G0MOYKH
MA70, BCe TPH METOAA CBEACHEL K PELISHHIO TOTO & KOMILIEKCHOrO AudepeHiMaasHoro ypas-
HEHES 4-TO ITOPSAKA MPH PASIAYHOM BHIYWCHEHMH YACTHOTO PEIIEHHH,

Summary

ON THE LINEAR THEORY OF SHALLOW SHELLS

This paper presents an accurate linear theory of shallow shells, based on the conceptions
of Green and Zerna [1]. All the vector relations are expressed in a consistent manner using the
basic vectors of the plane projection of the shell and taking into account the geometrical and
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physical assumptions concerning the shallowness of the shell. The obtained fundamental equations
are solved in displacements, in siresses functions and by a mixed method. With the additional
assumption of small variability of curvature, cach of the threc methods reduces to the solution of
the same complex differential equation of the fourth order the difference being that of the particular
integral.

ZAKLAD DYNAMIKI MASZYN
INSTYFUTU MASZYN PRZEPEYWOWYCH PAN
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