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WYZNACZANIE CZESTOSCI DRGAN WELASNYCH 1 AMPLITUD UKLADU
O SKONCZONEJ LICZBIE STOPNI SWOBODY

BOHDAN KOWALCZYK (GDANSK)

Jednym z najbardziej pracochtonnych elementéw numerycznej analizy drgan
ukladéw linfowych o duzej liczbie stopni swobody jest obliczanie wartosci wspdl-
czynnik6éw tzw. réwnania czestofei drgan swobodnych (lub réwnania wickowego).
Rozwigzanie tego zagadnienia za pomoca teorii wyznacznikéw jest praktycznic nie
do przyjecia. Dlatego opracowano szereg metod wyznaczania tych wspolezynnikdw
bez rozwijania wyznacznikéw przy zastosowaniu rachunku macierzy. Glownym
celem tych opracowan jest stworzenie najmniej pracochtonnych metod.

Jak wiadomo, przy rozpatrywaniu drgan ukladu mechanicznego o n stopniach
swobody, ktérego wiezy nie zaleza od czasu i ktéry znajduje si¢ pod dzialaniem sit
potencjalnych, energia kinetyczna jest réwna |
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gdzie xj, X3, ..., Xp oznacza wspdhrzgdna uogdlniona, muy = my; wsplezynniki
bezwladnosci oraz ki = ky; wspSlezynniki spreZystoscl.

' Réwnania Lagrange’a prowadza w tym przypadku do ukladu Jednorodnych
réwnan rézniczkowych rzedu drugiego o stalych wspdlezynnikach w postaci

7 My 321~]-m125'c2-l—...—|—mm -;En+ kll X+ klzxz—!— +]C!nx,n, =0,

1x1+mﬂ2)u2+ —l—mmanrk lxl—}—kmxg-%« sk Xp =10
lub w zapisic macierzowym do réwnania
— MX = KX.

MnoZac obie strony ostatniego réwnania lewostronnie przez macierz nieosobli-
wa M~ 1 oznaczajac M—1 K = A znajdziemy

(3) AX = —X.
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Rozpairujac rozwigzania odpowiadajace czystemu ruchowi harmonicznemu

= Agsin(wi4@), i=12,...,n
ofrzymamy
Xi = —w2 x.
Podstawiajac ostatnic wyrazenie do zwigzku (3) ottzymujemy uklad » réwnan
algebraicznych liniowych jednorodnych w postaci: ‘
ar x1+a12 Xo 4+ ...+ Qg Xn = ﬁxl,

@21 X103 X2+ oo - @y X = Axg,

@

Api X1+ 8pa X2+ oo+ Gun Xn = lxn,
gdme A= w2, lub w zapisic macierzowym réwnanie
(%) C (A—2E)X; =0,

gdzie A jest macierza kwadratowa rzedu r-tego o elementach ais, E macierza
jednostkowa rzedu n-tego oraz gdzie

® X = |

Uklad (4) Iub (5) ma pierwiastki niezerows, jezeli
7 |4 — AE| = 0.

Réwnanie (7) nosi nazwe rownania czestosci lub réwnania wiekowego macierzy 4.

Mozna wykazac [2], Ze jezeli energia potencjalna ukladu jest dodatnio okreslona
forma kwadratowa wspélrzednych nogélnionych, to pierwiasﬂd réwnania (7) sa
dodatnie. Mianowicie pierwiastkami réwnania (7) sa w tym przypadkn kwadraty
czestodel w?, ktdre oznaczyliSmy przez A

Jak wiadomo, pierwiastki réwnania (7) nazywamy wartoéclalm wlasnyml magcie-
1zy A. ‘
W przypadku n stopni swobody mamy r wartosci Wlasnych

113 j'Zi ;{3= (] ﬂ.n.

Kazdej wartoéci wlasnej odpowiada wektor wlasny (kolumna modalna) Dy

‘(3) | D=
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Rozwiazanie ogdine ukladu (3) bedzie miato wigc postac: . .. - . . -

n o
©) o = Z dyysin (wr1+gr).

Poniewaz diy spelniaja ten sam uklad rownan Jednorodnych (4) co i x;, moina w1f;c
okresli¢ tylko ich stosunek: . ,

Aby 7nale#é wszystkie warto$ci wlasne macierzy 4, nalezy wyznaczy¢ wszystkie
pierwiastki rownania charakterystycznego (7. !

Roéwnanie wickows (7) jest wielomianem stopnia n—tego

A — AE| = (—1) (47— py A= = pyan=2 2
gdzie
P = a1tant. oot aun, 0 )

Pn = (.—l)ﬂ'—l !Ala

a pozostale wspotezynniki py sa réwne sumie wszystkich minoréw gléwnych stopnia
k macierzy A, ze znakiem (—1)*. Liczba tych minoréw jest réwna G-

Zajmiemy sig wyznaczaniem wspolczynmkow wielomianu (7):

Po znalezieniu pierwiastkow tego wielomianu A; przy zastosowaniu naszej meto-
dy mozemy wyznaczyé za pomocy elementarnych operacji rachunkowych (stosujac
jedynie schemat Hornera) skladowe wektora wlasnﬁgo odpomadajqcego danej
wartofci wiasnej. .

Metoda sktada sie z dwéeh etapéw. W pierwszym etapi¢ znajdujemy macierz
prawie trojkatna podobna do macierzy wyjsciowej; w drogim etapie wyznaczamy
wielomian charakterystyczny macierzy.

Macierza prawie tréjkatna nazywamy macierz kwadratowa stopnia n-tego

A = [aix] o elementach ,

= ) 9 - gdy- ii_>k—2;.§
ik 0, gdy i<k—2.

Rozwazmy nastepujgce macierze stopnia n-tego:.

macierz prawie tréjkatna

“ by by O 0 .0 0
by : boa bo3 0 e 0 0
b3l by b3 b3y .. 0. 0
(10) B wvooemeeoe BRI I
bn—2,1 . bn—z,z bnﬂz,a bn—z,4n-: ) bn—z,;iél‘ 0
by 11 bu—sz bu_is byovg v bPuin baim
b 7 buy bas by o bn,n;wnl bun
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oraz macierz trdjkatng

1 0 0 0 0 0 -
0 €23 €24 o O3y Cay
0 0 1 €34 .- C _ C
(11) C— 3,n—1 in
0 0 0 i Cntm
0o 0 0 0 1

Niewiadome elementy macieizy B i C wyznaczamy z rdwnania macierzowego
{12) CA = BC.
Poniewaz zachodzi oczywisty zwiazek

A = C~1BC,

przeto macierze 4 i B sa macierzami podobnymi, a wige macierze 4 i B majg jedna-
kowe wielomiany charakterystyczne. _

Niewiadome elementy macierzy B i C znajdujemy w sposob jednoznaczny mno-
zac macierze po lewej i prawej stronie zwiazku (12) i przyréwnujae odpowiadajace
elementy. I tak z pierwszego wiersza macierzy wynikowych wyznaczamy elementy
pierwszego wiersza macierzy B i drugiego wiersza macierzy C, z drugiego wiersza
macierzy wynikowych — clementy drugiego wiersza macierzy B oraz trzeciego
wiersza macierzy C itd. Niech

(13) aB" = §,

gdzie

(14) o= :
1 LY aj a4 Ay 0
1w a3 oy @y U
b b bat e By b

0 Bz Bz o Bra—r P
0 0 B o Pru- P

0 0 0 .. Buosn-t Ba-ia
0o 0 0 .. 0 Bo-1n_
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Niewiadome elementy miacierzy « i f moZemy wyznaczyé ze zwiazku (13)
wzglednie stosujac oczywisty wzér rekurencyjny:
| : 0, sy i<k-—l
(16) jg; a_j biy = {ﬁk—l,i’ gd§ i=k
ay=1; k=2,3..,n i=12,..,n
TWIERDZENIE. Wartodé wyznacznika macierzy B jest réwna
(17) | B| == (—=1)"*1b13b23 ... bu—y, uPn_1, n-
Dowo6d, Weimy pod uwage macierz

1 0 0 ... 0 07
(&%) 1 0 0 ]

F:
a1 0 0 ... 1 0
_ag 00 .. 0 1
i znajdimy iloczyn:
(18) BF =D,

Z Iatwofcia przekonywujemy sig, Ze
- -

Mahy; b 0 0 .0 0

Je1

.................................

n
ZGjbﬂ'—I,j’ bn—l,z bn—l,s bﬂ—l,tl b%—l,ﬂ-—l bn—!,n
=1

n

Dby by buy buy e Buay b
| i=1 : . ‘

gdzie ay = 1.

Zgodnie z (16) elementy pierwszej kolumny macierzy D z wyjatkiem ostatniego
sa rowne zeru, ostatnizas jest roOwny fn_1, a.

Ze zwigzku (18) mamy:
|B|{F|=|D]|, ale |F|=1.




288 BOHDAN -KOWALCZYK

. 'Twierdzenie zostalo wige tym samym udowodnione, Z twierdzenia powyZszego
wynika, ze aby wyznaczyC warto$c wyznacznika macierzy B, nie ma potrzeby wyzna-
czania wszystkich elementéw macierzy (. '

Nalezy ze wzoréw rekurencyjnych:

by tagbia =0,
by  ‘opbay  toaaby; =0,

............................

by g arasby g tozby_y st - +an byp_1,a=0

(19)

wyznaczy¢ elementy macierzy o, wyraz za$ ﬁjn—i,ﬂ znajdujemy ze zwigzku:
(20) bn1+a2 bﬂ2+a3 bn3+ vee +Cnbnn .zﬁﬁ‘n—l,n .

Metoda postgpowania przy wyznaczaniu Wielomianu charakterystycznego ma-
clerzy A jest wigc nastgpuiaca: '

a) z réwnania .
CA = BC

wyznaczamy niewiadome elementy macierzy Bi C. (Kontrola dokladnosci obliczed
jest zachodzenie réwnoéci: spB == spd; spA — §lad macierzy 4);
b) w celu znalezienia Wspélczynnik'éw wielomianu charakterystycznego

|A— JE| = |B — AE]

wyznaczamy wyrazenia a; (A) (i =2,3,...,n; ag () = 1) ze zwiqzkéw rekurencyj-
nych: .
by — A+ aa (Db =0,
by + ap(A) (bpy — )+ a3(A) b3 = 0,
by + a2 (A) byg+ a3 (A) (b33 — D)+ ag (A b3 = 0,
bn—l,l'*'aZ(}') bﬂd,z‘%‘aa ) bn_1.3+a4(l) bn—1,4+ ot
'l_ anml(ﬂ') (bﬂ-—'l, #—1 _ﬂ)+an ()‘) bﬂ—i,n : 0;

¢) na podstawie (17) i (20) mamy: , .
22) | A~ AE| = bytay (D) byt as (D) byt o Honl(d) (Dun - 2.

Uwaga 1. W udowodnionym twierdzeniu milczaco zakladaliSmy, Ze wszys_tkié
wyrazy nadprzekatne bg, bo3, ..., by_y 5 Macierzy B sg rézne od zera. W przypadku
gdy np. biz=0 postgpowanie przy wyznaczaniu wielomianu charakterystycznego
macierzy A (lub macierzy B) Znacznie sig upraszcza Macierz B ma bowiem wtedy
postac: -
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by b1 0 0 0 0 0 0o
bay bon ba3 0 G 0 0 0
B 5171,1 bz—1,2 bz~1,z . ‘_5';—1 ¢ 0 0 0 0 _
T b bia o by by 0 0 0 0
bi-y—l,l briin b4+;,3 'bi+1,f b1k be'+1,k+; o 0 0
_bnl bnz lbn:l. . bm; b'ﬂlk - bn,k;'-;-l e bn,n—_i : b’ﬂn_
_ B 0
G B
gdzie ‘ _ _
by b 0 0 . 0 .
bgl b22‘ bgg, 0 .. 0 0
B=f - - ......... ,
by 44 bi 12 bi_ys biltg o bi_is1 by
;bil biz,! ‘ _‘bi3 by b‘i,i—l bi B
_bini-!,fc biiiwri 0_ 0 0 0 |
by ik by1a kv biiagiz 0 o 0 0
Bg - : : .
#bﬂk bﬂ,k-‘;-lr bn,k+2 bm,_:c+3 bﬂ,nﬁ! bfmi
a wiec

1B — AE[ =By — AE[|B, — AE].

Obie macierze By i B; maja postaé prawie tréjkatng — moZemy wiec w celu
wyznaczania ich wielomiandw charakterystycznych zastosowaé omdwiong . po-
wyZej metode. Mamy wigc w tym przypadku (zerowanla sig elementu biy) jedynie
ulatwienie obliczen. .

Uwaga 2. Celem wyznaczenia wektoréw Wlasnych macierzy A zwrécmy prrzede
wszystkim uwage na fakt iz wektor

1
ay ()

(23 o Y= as ()

an-(j-i)
jest wektorem wiasnym macierzy B odpowiadajacym wartosci wlasnej As. Wynlka
t0 hezposrednio ze zw;qzkow (19) i (20). Zachodzi wu:c zmazek

24) BYy =M 7.
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Ale na podstawie (12)
' B = CAC-],
wiec
CCAC-1Ys =4 ¥y

Iub
AC-1 Y= 4 (C71 Xy,

Z ostatniego zwiazku wynika, iz wektor wlasny macierzy A, odpowiadajacy
wartoéci wlasnej A;, wyzZnaczamy Ze wzoru:

(25) X;=C-1Y,

Uwaga 3. Waznymi czynnikami uZytecznosci kazdej z metod obliczeniowych
sa: liczba mnozen i dzielefi potrzebna dla uzyskania koficowego wyniku oraz prostota
(wzglednie zlozono$é) danego schematu rachunkowego.

Poréwnajmy pod katem widzenia tych dwoch czynnikéw metodg omawiang
w ninicjszej pracy z trzema najezefciej uzywanymi metodami wyznaczania wartosci
wlasnych i wektoréw wlasnych macierzy, mianowicie z metoda Le Verriera, Krylowa
i Danilewskiego. ,

Najprostszym schematem rachunkowym (wéréd powyzszych metod) odznacza

si¢ metoda Le Verriera, jednakze wymaga "—; (n — 1) (2n3 — 2n2+4n+2) mnozen
i dzielefr [3]. :

Schemat rachunkowy metody Krylowa, jezeli chodzi o swa prostote, zajmuje
posrednie miejsce pomigdzy metoda Le Verriera i Danilewskiego 1 wymaga
%n (n2 - %n — 2??) mnoZen i dzielef z tym, i2 przy wyliczeniu tej liczby operacji
przyjeto dwumiany zawierajgce 4 w pierwszej potedze za jeden element oraz nie
uwzgledniono koniecznych dziatan przy rozkladzie wyznacznika liczbowego czwar-
tego stopnia [5]. Praktycznie wige biorac liczba koficowych operacit jest wigksza
niz wynika to z powyZej podanego wzoru.

Przy stosowaniu metody Danilewskiego wykonujemy (#2 — 1) (n-1) mnoZef
i dziclen [4], jednakZe bardzo skomplikowany schemat rachunkowy metody Dani-
lewskiego znacznie obmiza jej wartos$¢ dla zastosowan.

Przy poshugiwaniu si¢ metoda omawiana w niniejszej pracy wykonujemy przy
wyznaczaniu elementéw macierzy prawie tréjkatnej B i macierzy tréjkatne}

i o
C :€(5n3 — 12n24-n--6) mnozen 1 dzielen, przy wyznaczaniu wspélezynnikow
wielomianu charakterystycznego E(n3+9n2+2n — [2) mnoZen. i dzieled, a wigc

) 1 sy
Yacznie n3 — Erﬂ —+ Eﬂn — 1 mnozen i dzielen.

Widzimy wiee, iz W pordwnaniu z rozpatrywanymi powyZej metodami metoda
przedstawiona w niniejszej pracy wymaga najmniejszej liczby mnozen 1 dzielef.
Druga, nie mniej wazna zaleta tej metody jest wielka prostota schematu rachunko-
wego. '
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Uwaga 4. Macierz A, dla ktérej podano metode obliczania wartoci wlasnych
i wektorow wlasnych, moze byé macierza zupelnic dowolng, tzn. metoda jest stuszna
zaréwno dla macierzy symetrycznych jak i niesymeirycznych.

Przyklad. Wyznaczy¢ wartodci wlasne 1 odpowiadajace im wektory wlasne
macierzy:

11 1 1
' o2 3 a4

(26) 4=17 3 6 10
1 4 10 20

Zgodnie ze wzorami (10), (11) 1 (i2) mamy:

1 00 0 i1 1 1 by bip 0 0 I 00 0
(27) 0 1 Ca3 Ca4 1 2 3 4 — b21 bzg b23 0 0 I C23 Coy

0 0 1 Ci4 1 3 6 10 b31 b32 b33 534 0 0 1 €34 ’

000 I [t 4 10 20] |by bar by b0 0 0 1

Mnozymy macierze po lewej i prawej stronie réwnoéci (27); przyréwnujemy
w macierzach wynikowych odpowiadajgce sobie elementy i otrzymujemy

'L 1 0 o
3 9 10 0
28) ! B=l3513 18 2
1 4 6 1]
10 0 0 ]
o 1 1 1
29) ” C_"o 0 1t 25
o 0 0 1 |

Ze zwiazkéw rekurencyjnych (21) mamy:

ay (A =1,

w@ =411,

ay () = 0,1 (2 — 104-+6),

as (A) = 0,05 (43 — 28424564 — 13).

(30)

Na podstawie (22) wielomian charakterystyczny macierzy A (wzglednie macierzy
B) ma postaé:

(31) A4 — 200317242 — 290-+1 =0,
Pierwiastkami wiclomianu charakterystycznego (31) sa liczby:

A1 =0,038016, A3 = 2,203 446,

(32)
Ay = 0,453 835, 14 = 26,304 703.
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- . Podstawiajac (32) do (30} otrzymujemy madierz wektordw wlasnych macierzy B:

Ay | IR R B A
_ 1,000 000 1,000 000 1,000 000 1,000 0000
(33) —0,961 984 — 0,546 165 1,203 446 25,304 703
0,562 129 0,166 762 —1,117 929 43,489 038
0,545 576 0,337 058 —0,742 690 14,351 207

Magcierz C-! ma postaé:

10 0 o
0 1 —1 15

-1 — 4

(34 e 0 1 25
o 0 o0 1

Ze wroru (25) otrzymujemy macierz wektorow wilasnych macierzy A:

1,600 000 1,000 000 1,000 000 1,000 000
—2,342 476 --0,207 340 1,207 340 3,342 476
1,926 068 —0,675 884 0,738 796 7,611 020

—0,545 576 0,337 058 —0,742 689 14,351 207
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PeawmMe

ONPEAENEHWE YACTOTHI COBCTREHHBIX KOJIEBAHNWA W AMILTATY[, CUCTEM-
C KOHEYHBIM HHNCIOM CTEIIEHEW CBOBOELI

Ifpu onpspencnan COGCTBSHUBIX KoneHaMul M AMINATYD CHCTEMBI ¢ XOHCYHBIM YHCIOM CTe-
nerei croBomel (2 TAKKE BO MHOTHX YUCIIOBBIX 341094 MEXAHHKIL W PA3AKE) HeobXogHMOo HakTy
COOCTBEHHEIE 3HAYEHUs M COOCTBEHHEIE BEKTOPLI MaTPMiB, JAeTCH MeTOR onpeHenenys xosdpa-
HHEHTOB XAPAKTEPUCTHMECKOIC (BEKOBOTO) YDABHSHH® MATDHIEBI, OCHOBARHOM HA HOKOTODHIK
CBOHCTBAX T:0YTH TPeyrodeHpx MaTpHd. Ilocne onpegerleimﬁ’lédpﬁei’{ XA PAKTCPHCTHYECKOTO YPaB-
HeHM s {(COOCTREHHERIX 3HAYCHMI) TP TKOMOILH I‘lpf:,EH()}KCHHOI‘O MGTOJld MOXKHO JIeTKQ OIPENEIIHT b
CODCTREHNDBIC BEKTOPBL MATPHIIGL,

HpepcTapnenEsiif METON OTAMYASTCS TPOCTOH CXEMOMH, BRITHCIUTEIRHOIS XAPAKTeDa M OPH
€r0 HMCHOONB30BAHME OPHMEHSSTCH MCHBIISE KONHYECTBO YMHOKEHHIT M FelCHEHR O CPARHCHUIO
¢ NMIHEPOKC UpHMEHsICMBivA MeToamu Kprinona, Hawumescxoro 3 Jie Bepse.
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Summary

DETERMINATION OF THE NATURAL FREQUENCIES AND AMPLITUDES
OF A SYSTEM WITH A FINITE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM

'T'o determine the natural frequencies and amplitudes of a system with a finite number of degrees
of freedom (and in many numerical problems of mechanics and physics) it is necessary to find the
eigenvalues and eigenvectors of a matrix. The present paper proposes a method for determining
the coefficients of the characteristic (secular) equation of a matrix based on certain properties of
almeost triangular matrices, After determining the roots of the characteristic equation (the eigen-
values) the eigenvectors of the matrix can be determined by this method in a simple manner,

The method is characterized by a simple computation scheme and the fact that a smaller number
of multiplications and divisions must be done than in the well-known methods of Krvlov,
Danilevsky and Le Verrier.
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