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Rozwazana jest dwuwymiarowa warstwa przyScienna powstajaca przy oplywie .
ciala cylindrycznego ptynem lepkim. Predkod¢ naplywajacego strumienia ma staly
kierunek, natomiast modul predkosci zmienia si¢ w czasie. Dla plaskiego przeptywu -
cieczy lepkiej niedcisliwej w warstwie przy$ciennej stosuje si¢ réwnania Prandila .
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z nastepujgcymi warunkami brzegowymi:

u=o=0 dla y=0, u—=U(x, 1), pgdy p—co
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x jest mierzone wzdhiz powierzehni ciata od punktu spigtrzenia, y oznacza odleglosé
normalna od powierzchni ciala, a # i v sg odpowiednimi skladowymi predkodci
w warstwie przyciennej; p = p (x, ) jest cisnieniem, ¢ gestoéeiy (z zalozenia stala),
» = pfo lepkoscia kinematyczna, U — U (x, 1) predkodcia naplywajacego strumienia -
potencjalnego. :

Za¥ozmy, ze wielkosei u, v, U ulegaja matym oscylacjom wokdl wartosci $redniej;

= uy (x, p)+Feu (x, p) ',
@ v = 0y (x, )+ evy (x, ) €,
U= Uy(x, y)+elU; (x, y) ",

Jezeli pominiemy kwadraty zaburzes, to z xéwnan (1) wynikng réwnania naste- '
pujace:
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Dla takiej warstwy przy$ciennej M. 1. LIGHTHILL otrzymal rozwiazania stosnjac
dla matych o (tzn. o V{I> 1) metode Kdrmdna-Pohlhausena, a dla duzych w uprosz-

czone rdwnanie
02 1251
02

H
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ktore powstato z (3) po pozostawieniu w nim tylko wyrazow zawierajacych duzy
parametr @ i pochodng najwyzszego rzedu.
Dla duzych czestosci

O w (6, ) = Upg(x) (1 — e V%Tu) ,
a dla malych
{5) uy (x, ¥) = us (x, y)+ioiy (x, ),

gdzie ws (x,y) jest quasi-ustalonym rozwiazaniem (3), tzn. spelnia réwnanie (3)
w przypadku, gdy w dazy do zera; us (x, y) wyraZa sie przez uy w sposdb nastepujacy:

1 oug
us =ty + Az—y oy *
przy czym _
L \»
© )= U{){l — (1 — oy [1+ (1 #-6_1) ; }}
oraz

36 — 4 36 — 1 1 2
Q) uz(x,y):(U962/v>(1—J’/é)z[ 240 %*( 120 ‘?)(%”;

o oznacza tu grubo$é warstwy przysciennej, a A = (62/») (dU/dx).
 Wykorzystujac powyisze rozwiazanie Lighthilla wyznaczymy wirowo$¢ w war-
stwie przyscienngj.
Oznaczmy prze7 K

2 K= ou  ov
® oy ox

Z (2) K moremy przedstawié w postaci
(%} K = Ky(x, »)+-ee" K (x, ).

Z definicjii K i z (9) oraz z réwnania cigglodci

Yy k)

ou 02y oy 621
(10) -2 f 2 dy - ee™™ (_k f dy) .
K 3 + 0 Feey o + ) py)

- Réwnania Prandtla otrzymuje si¢ z réwnan Naviera-Stokesa odrzucajac te wyrazy,
ktorych rzad wielkosei jest mniejszy niz O (U f12) i O (UgfD).
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Oszacujmy wyrazy wechodzgce w sklad K
()ug U au1 Uco
— =0, —=0 >
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Odrzucajac w (9) wyrazy, ktorych rzad wielkosci jest mniejszy niz rzad wyrazow
pozostawionych w przyblizeniu Prandla, dostajemy
1 K= 20 pger 21
(11) =% ze o
Biorac pod uwage zwigzki (4)-(7) otrzymujemy
()Lto . K —_

— oot — o Vial
(12) K o + ee Uo'l/ € Viof
dla duZych czestosci oraz

dug ) (3 dug 1 02w auz)

— ge!m! ;

49 K=y "2y

£ y—c)—y?'— + fw —a—y—
dla malych crgstosci.

Rozkiad wirowoéci zalezy od ksztattu oplywanego ciala. Rysunck 1 przedstawia
rozklad [Kpl,—o dla walca kotowego i dwoch walcéw eliptycznych o stosunku
pélosi bfa = 21 bla = 1/2 oraz dla plaskiej plytki ustawionej rownolegle do kierun-
ku przeplywu. W poblizu punktu spigtrzenia wirowo$¢ ma najwigksza warto$¢ dla
plaskiej plytki. Dla plytki wirowo$¢ maleje szybko w przedziale (0;0,1y/0), a nastgpnie
zmienia sig bardzo powoli zachowujac prawie stala wartos¢. Dla walcow maksimum
wirowosci jest osiagane tym péZniej (dalej od punktu spigtrzenia), im wigkszy jest
stosunek k == b/a. Dla k = 12 maksimum jest w odlegloéci okoto 0,1 y/o od poczatku
ukiadu wspSlrzgdnych, dla & = 2 w poblizu punktu oderwania. -

Na powierzchni ciata tzn. dla y = 0 ze zwigzkéw (12) 1 (13) wynika, ze

Pau{)ﬂ il E)—
(14) Kalyo = | 57|, o T DY
oraz
P()M{)-‘ { 3 I:aug] [auz] }
15 — | fwtd___ 1 7 . —¥
(15) [Km]yzo Lf)y_y=0 +se 2 Loy y:ﬂ—‘—lw ay Jy=o )

gdzie Kq jest wirowodcia dla duzych w, Ko, wirowoécia, dla o matych. Z (14) wynikza,
ze amplituda oscylacji roénie z czgstoscia, a przesunigcie fazowe wirowoscl wzgle-
dem naplywajacego strumienia predkosci wynosi 45°
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Casy
Poréwnujac (14) i (15) znajdujemy, Ze przesunigcie fazowe [Kmly—o Toénic do

wartodci 45°, gdy
3[‘?.“_"] .
()y =0 .

wzﬂ—w N
2[‘3%] . '
c)y y=0 .

Podstawiajac na miejsce [au()/:)y}g:o 1 [9u2/0y]y—0 warto$el wynikajace z (6} 1 N

otrzymamy v 60(12+1)
©0 752 36— A

Stosunck amplitud jest wiedy Towny
2 Loydv-o ]/ (12+4) (36 — 7).
wo 480 :

SUO 7 .

2 =8do0.8przy A = —4,a wigc W najczeoiej
zgodno$é jest zupeknie dobra. Mozna zatem
noéci dwdch metod rozwiazania.

Ten stosunek zmienia sie od 1,1 przy
spotykanych warstwach laminarnych
uwazaé, e wq jest czestoscia graniczng stosowal

) 29K, Ut

I
10 /L

Rys. 1

y) dla dwdch warstw lami-

Na rysunkach 21 3 przedstawiony jest rozktad ‘K (x,
Dla warstwy Blasiusa

‘narnych: Blasiusa i Hiemenza dla granicznej czestoscl o
Uozconst:V,)1=0 :




ROZKEAD WIROWOQSCI W O3CYLUJACES WARSTWIE PRZYSCIENNETS 253

| —
— —V10 1a 10 . T i 1/10
Kig = r V10e =V 1% (o5 1/ 109+-sin 1/ 10m)+i(cos /107 — sin 1/109)],
Eim =5 (L= 0) [3+3y — 1209)+i3 — 175-1652)].
Dla warstwy Hiemenza Uy = fx, A = 7.05, 8 = const

Bx ,— _ o . S
Kig = 5 1/19>7 e VB [(cos }/19,7n+siu ]/19,7n)+i(cos 1/19,7n — sin ]/19,717)],

Bx
Kim = 5 (1 — ) [(4,7625-+9,3375%+2,192) +39,482i (0,121 — 0,879--1,03572)] .

Jak w'id‘a.é 7 rysunkdw, zgodno§é wynikéw otrzymanych dla duzych i malych
czgstoscl jest dobra dla ) = /8 z przedziatu (0; 0,5). Dla pozostalych 5 réZnice sa
znaczne podobnie jak i dla rozkladu predkosci.

Kid g K
Uy _Ua_
10

g5

=t

Rys. 2 Rys. 3

Rozklad wirowosdci w calej warstwic przy$ciennej jest nastgpujacy:

U 1 1 1 U 1
Ky = TO(I — 17)2[(2 + —6-1) +2% (2 — gﬂ.)]-i—sei“’t{fz*" 4;(1 — 11_)[(6 + —2“3.)-*-
7 Upé 3 A 17
-+n (6 — "E}.)"—‘ 492(6 — l)]—i—iw "—;j— {1— ?])[(20 240) ( -+ 0)+

U 1 1 -
Kq = ng (1 -2 [(2 + ?2)4—217(2 — ?Jl)]—l—aéz“’lt Uy ]/iw/ve —usYialy
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Rysunki 4-6 przedstawiajg rozkdad wirowodcl dla walca koiowego i dwdch
walcow eliptycznych dla wartosci = 0, 1/4, 1/2, 3/4.

' Rysunki 4a-c przedstawiaja rozklad Kj (x, ). Podobnie jak na ciele (i = 0)

~dla wszystkich # maksimum wirowosci jest tym dalej od punktu spietrzenia, i
wigkszy jest stosunek &k = b/a. Im wigksze jest #, tym dalej od punkin spleguzenla
wystepuje maksimum wirowosci, tzn. im dalej od ciata, tym poiniej wirowosé osiaga
najwieksza wartosé.

Rysunki Sa-c przedstawiajg rozklad czesci rzeczywistej K (x, 7} dla granicznej
czgstoscl wg. Ten rozklad jest bardzo podobny do rozkladu K (x, 7). Liniami
przerywanymi naznaczono rozklad obliczony z przyblizenia dla duzych e, cigglymi
liniami — dfa matych. Dla » zmieniajacego. sig od 0'do 0,5 zgodnoéé otrzymanych
wynikow jest dobra. Znaczne réznice otrzymano ‘dla 5 = 3/4, szezegdlnie duza jest
niezgodno$é dla walca eliptycznego o stosunku pélosi réwnym 2. -

Cz¢s$¢ urojona K (x, n) dla czestosci wg przedstawiona jest n_a,rysﬁnka,ch 6a-c.
Zalezno$¢ Im K; (x, ) od ksztattu ciata jest analogiczna do zaleznosci Ky (x, n)
i Re K, (x, n). Niezgodnos¢ wynikdw z przyblizenia dla duzych 1 malych czestosci,
gdy oddalamy sig od ciala, jest dla czefci urcjonej Ky (x, ) szczeglinie duza.

Jak wida¢ z tej analizy, rozklad wirowosci w oscyiujaccg warstwie przysciennej
zalezy od ksztaltu ciata oplywanego w ten sposéb, Ze najwickszaq wartodé osiaga
tym dalej od punktu spigtrzenia, im przeszkoda jest «bardziej stroma» w stosunku
do kierunku przeplywu. To maksimum przesuwa sic w kierunku punkta oderwania,
gdy oddalamy si¢ od ciata. W miarg oddalania sig od ciala maleja wartosci, jakie
przyjmuje wirowos¢ dazac do zera na granicy warstwy. Dla wartoéci granicznej g
dobra zgodnoé¢ wynikéw otrzymuie si¢ tylko do n = 1/2; dla 5 wiekszych od 1/2
réinice s znaczne, szczegdlnic dla czgdei urojonej K (x, #).
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PesomMme

PACITIPEAEJIEHWE 3ABVXPEHHOCTH B OCHUNMPYIOINM ITOFPAHMYHOM CIIOE
IIPY OBTEKAHWU ITUTUHEPHYECKOTO TEJIA

s oupenenenus 3pEAXPENHOCTH B CTEAe BOSHAKARONNM 34 KoneOnrowMest TentomM [1] ce-
AYeT HaliTH pacipepercHue 3aBEXPEHHOCTA HA CAMOM Tele M ROFH3M HETO. -

3aBMXPERHOCTE B HECKMMASMOM TEYCHHH BOSHUKACT BCJIEJICTRMG CIIT BAZKOCTH, KOTODHIE
JEHCTBYIOT, IPEX/IE BCETO, B EOTPANMYHOM ciioe. B paGoTe Halieno pacnpeenetye 3aBHXDEHHOCTH
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OCHIITHPYIOIIErQ DOYPAEHTHOLO CI0A IPH oBTeKaHny IMIMHAPHYECKOrO TeNd. ABTOP HCXOOHT
W3 TexX COOBpAKCHHH, KOTOPHIM PYKOBOIMMICH JIAHTXHIAR ¥ HCHONB30BAN ErC PE3YIbTATEL Pac-
eMaTpEBAKOTCH npa ciywas: Manol {(wll < 1) u Gonwmoti (VI3 1) wacroTst, TOE & —- 0603~
HASAST YacToTy, V- CKOPOCTh NOTEHLHANBHOIO TEHEHHH, 1 — xapakrTepuCTRICCKHH pa3Mep Tertd.
PaccMaTpHBACTCA 32BACHMOCTE DACIPEILNCHNA 3ABHXPSHHOCTH OT dopmzr obTexaeMore TeMa.

Summary

VORTICITY DISTRIBUTION IN AN OSCILLATING
BOUNDARY LAYER ARQUND A CYLINDRICAL BODY

The vorticity in the wake behind of an oscillating body depends on the vorticity distribution
on the body and near it. The generation of vorticity in an incompressible fluid is due to the viscosity
which acts above all in the boundary layer. The object of this paper is to analyse the vorticity
distribution in the boundary layer around a cylindrical body. The problem of velocity distribution
in such a layer was considered by Lighthill in [2]. His results are used in this paper as a starting point.
The calculations are made for the two limiting cases, when wV}l 3 l.and w¥}l < 1; F is the
velocity of potential fiow, undisturbed by the presence of the body, [ — the characteristic length
of the body, and @ — the frequency of oscillation. The dependence of the vorticity distribution
on the shape of the body is investigated.

ZAKLAD MECHANIKI CIECZY I GAZOW
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zfezona w Redakeji dnia 3 paZdziernika 1966 r.






