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1. Wstep

Problemem sprezystego skrecania wycinka pierScienia kolowego zajmowali sig
V. Rogver [10] i M, PiGram [9], ktdrzy w r. 1913 podali elementarna feorig skre-
cania fakiego wycinka, W.r. 1930 O. GOHNER [6 — 8] zastosowal do rozwiazania tego
problemu ogdlne réwnania teorii spreZzystoSci we wspdlrzednych walcowyceh, co
pozwolito (przy uwzglednieniu zasady -de St. VENANTA) na otrzymanie $cistych
rownan. Rozwigzanie problemu sprowadza sig¢ mianowicie do znalezienia dwun
skiadowych stanu napreZenia 1y, i Ty, jeieli problem jest rozwigzywany w ukladzie
walcowym r, 0, z. Zagadnienie plastycznego skrecania wycinka pier§cienia kolowego
wykonanego z materialu jednorodnego rozwazali A, L WANG, W. PRAGER [17],
W. FREWERGER, W. PRAGER [2], W. FREIBERGER [3] oraz A. M. WAL [16]. Podali
oni réwnanie charakterystyk problemu oraz rozwiazaliii_kj]ka przykladdw. Przyklady
rozwigzano przyblizonymi metodami graﬁcmo-aﬁaliiycznymi. Rozwigzaniem
sprezysto-plastycznego skrecania pretéw  kolowo-zakrzywionych zajmowali sig
W. FrERERGER [1] 1 W. W. Sokorowskl [15], ktérzy rozwiazali kilka przykiaddw.
Np. W.W. SOROLOWSKI zastosowal do rozwigzania podana przez siebie w [13]
metode odwrotna.

W pracy obecnej zajeto sig gléwnie zagadnieniem plastycznego skrgeania pretéw
kolowo-zakrzywionych o dowolnej niejednorodnodci poprzecznej. Stwierdzono

mianowicie analogie mafematyczna, jaka zachedzi pomiedzy tym przypadkiem -

wytrzymato$ciowym a przypadkiem plastycznego skrecania pretéw pryzmatycznych
Py dowolnej niejednorodnosci poprzecznej, rozpatizonym przez M. (GALOSA W pracy
[4]. Wobec fego, podobnie jak w [4], problem rozwiazano przez wprowadzenie
funkcii naprezen @, kidra tozsamosciowo spetnia warunek réwnowagi. Zajgto sig
mianowicie okresleniem linii najwiekszego spadku fiinkcji naprezen (a §ciSle méwiac
rzutéw tych linii na plaszezyzng przekroju). Przy znajomoéei linii najwigkszego
spadku funkcji naprezenn @ mozna bylo ckreslié wartosci samej funkeji @ wzdhuz
takiej linii, rozklad naprezed i noénoéé graniczng przekroju. Prace zilustrowano
przykdadami obrazujacymi metody rozwigzywania zagadnienia,
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2. Rownania podstawowe

Przez. pret zakezywiony, poddany dziataniu skrecania, rozumieéd bedziemy
w dalszych rozwazaniach pret o stalym promieniu krzywizny R, obcigzony jak na
rys. 1. W istocie pret taki jest poddany skrecaniu z jednoczesnym Scinaniem bez
Zginania,

Przy rozpatrywaniu problemu sprezystego skrecania pretéw  zakrzywionych
wykazano, ze ze wszystkich skladowych sfanu naprezed tylko dwie skladowe 7,,,

¥4

T

Rys. 1

Tor 53 TOZne od zera. Przy rozwiazywaniu problemu sprezysto-plastycznego czy tes
czysto plastycznego tych preféw, wykonanych z materiatéw jednorodnych lub nie-
jednorodnych plastycznie (niejednorodnosé zaleina od wspolrzednych r, z w stoso-
wanym tutaj ukladzie wspohzednych r, 6, 2) prawididwoéé_ ta pozostaje aktualna.
Wobec powyiszego problem plastycznego skrecania pretéw zakrzywionych bedzie
si¢ sprowadzal do rozwiazania ukladu dwu réwnan o niewiadomych. 74, 1 7,,, miano-
wicie réwnanie réwnowagi:

Oty 0Ty, 274,

2.1 - =
( ) ar dz r 0
i warunku plastycznoéei

(2.2) Toot 1o, =k3(r, )

przy odpowiednich, napreZzeniowych warunkach brzegowych.
Jezeli do rozwazad wprowadzimy dalej funkcjg naprezed @ (r, z) taka, ze
23 1 op 1 éd
@9 W T T T
to uklad réwnan (2.1} i (2.2) sprowadzi sie- do jednego réwnania o niewiadoruej
funkcii &:
L] Jd

(2.4) (E) + (—67) =r*k*(r, 2)=k@, 2)

€o moZna napisaé takze w postaci

2.5 lgrad &|=k (r, z) .
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Réwnanie to jest identyczne z réwnaniem rozwigzujacym problem plastycznego.
skrecania pryzmatyczoych pretéw o dowolnej niejednodci poprzecznej, kfdry to.
problem byt doktadnie rozpatrzony w pracy M. GaLosa [4]. Wobec tej stwierdzonej
analogii mozna wprowadzi¢ pojecie linii najwigkszego spadku funkcji naprezen
@ (tak w dalszych rozwazaniach nazywaé bedziemy krétko rzuty tych linii na plasz~
czyzng przekroju preta) podobnie, jak w pracy [4]. Ponadto, jak wynika z zestawie-
nia podstawowych rownan obecnej pracy i pracy W. W. SoxoLowskieGo [14],
w przypadku jednorodnodci materialn wystepuje pewna analogia hydrodynamiczna,
jednak w obecnej pracy nie bedziemy z niej korzystali.

Roéwnanie rézniczkowe linii najwickszego spadku, wykorzystujac wyniki pracy
[4], mozna napisaé w postaci

ok ok 2k

@6) A A P e
gdzie k& (r, 2)=r®k (r, z) nazywaé bedziemy dalej nigjednorodnoécia zastgpeza..

Rozwiazanie réwnania (2.6) w sposob Scisly w wigkszosei przypadkéw nigjedno-
rodnodci jest niemozliwe, dlatego nalezy w tym celu stosowad mefody przybliZzone,.
ap. metode szeregdw potggowych.

W przypadku, gdy niejednorodnos zastepeza materiatu zalezna jest tylko od:
zmiennej r, réwnanie ulegnie uproszczeniu do postaci

ok 2k

(2.7 z' E E;E
Dla tego przypadku nigjednorodnodci réwnanie linii najwigkszego spadku okresla
funkcia ‘

28 : g ifﬂﬁ m+c

gdzie € 1 D sg stalymi calkowania,

‘Znajac rownanie linii najwigkszego spadku funkeji naprezen @ w postaci catki
ogolnej, moiemjr przy znanych warunkach brzegowych okresli¢ funkcje naprezen @,
a pastgpnie rozklad naprezed i noénoéé graniczna (tzn. sile tnacqg 7' lub Zwiazany
z nig moment M, M =TR).

3. Warunki brzegowe

W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ warunkami brzegowymi, potrzebnymi do-
okreélenia calek szczegdlnych linii najwickszego spadku, oraz funkcji naprezed @.
Warunki brzegowe dotyczyé bgda powierzchni bocznej preta; na denkach preta
zakladamy taki rozklad napreZen, jaki wynika z rozwiszania problemu.

Dla preta o nieobcigzone] powierzchni bocznej (rys. 2) warunki brzegowe przed--

- stawié mozna w formie p,,=py=p=0. Z réwnosci p,,=0, z zaleznosei (2.3) oraz
prostych zaleznoci geometrycznych wynika, ze dla nieobcigzonej powierzchni
bocznej preta funkcja naprezern @ =const. W przypadku przekrojéw jednospdjnych
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przyjmuje sie na ogdt dla prostoty &=0, a dla przekrojow wielospdinych &=0
na konturze zewngtrznym oraz @=const-~0 (ktére nie jest juz dowolne) na kontu-
TZe wewnetrznym.

¥4

Iy
<

=

Rys. 2 ' Rys. 3

Jakkolwiek mamy do czynienia z reguly z nieobcigzong powierzchnia boczna
‘preta, zanalizujemy przypadek ogélny, gdy funkcja naprezen & jest dana i zmienia
si¢ na pewnym odcinku 4B konturu preta (rys. 3). Taki przypadek bedzie wystepo-
‘wal, gdy rozpatrywaé bedziemy ciala skokowo niejednorodne,

Niechaj na odcinku 4B konturu przekroju dana jest funkcja naprezen @ =6 (1),
Przy czym ¢ jest parametrem konturu, Z analizy wektorowej wynika, ze

dd

£3.1). i lgrad & cos y=k(r, z) cos y,

-gdzie kat y jest katem zawarfym pomiedzy kierunkiem stycznym do konturu a kie-
Tunkiem, wzdtuz ktérego funkeja @ ma najwigkszy spadek (kierunek styczny do
-danej linii najwigkszego spadkn). Z powyzszego réwnania latwo mozna okredli¢
kat pomiedzy linia najwigkszego spadku, a styczng do konturu w danym punkcie
' do
&
43.2) cos p= W R

Jezeli dany jest ksztalt konturu przekroju, np. w formie parametrycznej r=r, (£),
z=2z; (), to wspdltezynnik kierunkowy linii najwigkszego spadku w danym punkcie
M konturn mozna okreslié wzorem

d@ dzl+ df‘i -l/;z (d@ )2
& & ar 2=\

dé dry  dz, ]/f2 (d@)z .
d dar @ ¥ ATy, M

‘Warunki brzegowe dla linii najwigkszego spadku dla przypadku ogdlnego bedzie
moZna, wobec powyiszej zaleznoéci, napisaé w postaci: '

(3.3) Z=tg oy =

(3.4 dla t=ty: r=ry, z=z,, z'=z,.
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Dla powierzchni boczne] nieobeiaZonej, tzn. gdy d=const na konturze, warunki

powyzsze ulegna uproszezeniu: “
dla t=tf,: r=ry, z=2M,
(3.5) dry
. dt
zi=z,,= — -1,
M dz,
et har

co jest warunkiem prostopadfoéci linii najwigkszego spadku do nieobcigZonego
konturn przekroju preta zakrzywionego. '

Powyzej sprecyzowane warunki brzegowe pozwalaja okreslic dwie state catko-
wania linii najwiekszego spadku funkcii naprgzen @,

4, CGkreslenie funkeji naprezen

Dzieki analogii matematyczne], jaka zachodzi pomiedzy rozwazanym problemem
a problemem plastycznego skrecania pretdw pryzmatycznych, plastycznie niejedno-
rodnych, okreslenie funkcji naprezen & jest takie samo jak w tamiym problemie
{praca M. Garosa [4]). Bedziemy mianowicie podobnie jak w pracy 4] korzystaé
z krzywoliniowego ukladu wspdlrzednyeh s, I Jedna rodzina krzywych wspdlrzed-
nych !=const przedstawia linie najwigkszego spadku, patomiast druga rodzina
krzywych s=const — dowolne krzywe, przecinajace pod pewnymi katami (nie-
koniecznie prostymi) linie najwickszego spadku. Rodzine krzywych s=const do-
bieramy indywidualnie dla kazdego zadania w ten sposéb, aby rozwiazaniec moina
przeprowadzié w najprostszy sposdb. Wprowadzony ‘tak uklad wspSirzednych
musi jednoznacznie opisywaé dang cze$é przekrojn preta.

Jezeli znane beda linie najwigkszego spadku funkeji & w postaci

(4.1 r=ris, ), z=z(s,1),

to z réwnania (2.5} mozna okre§lic wartosel funkeji @ w poszezegolnych punktach P
linii najwiekszego spadku. W tym celu nalezy przeksztalcié réwnanie (2.5) do réw-
nania

ap

dm

@.2) =k 2,

gdzie dm jest elementarna dlugoécia linii najwigkszego spadku, ktéra mozna okreslié
Znanym wzorem :

VET T
{4.3) dm= 5]\ ds,
{linia najwiekszego spadku to linia /=const).

Korzystajac z zaleznofci (4.1), mozemy funkeje zastgpczej niejednorodnosei
materiats przedstawié w formie k (s, 1) (zamiast & (r, 2)). Gdy dana jest warto$é

Rozprawy Inzynierskie — 12
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funkcji @& w punkcie M (z warunkéw brzegowych Tub cigglodci), to interesujaca nas
warto$¢ funkcii @ w punkcie P, lezacym na tej samej linii najwigkszego spadku,
mozna okredlié catkujac wyrazenie (4.2) (rys. 3): '

P
(4.4) @ (P)=>D (M)+ f E(s,Ddm .
M

Wzdr ten w przypadku, gdy punkt M lezy na nieobciaZonym konturze zewnetrznym:
(gdzie przyimujemy & (M)=0), upraszcza si¢ do postaci

4.3) D{P)= f k(s, D) dm .l
i

Dla materiatu jednorodnego k =k, r*> mozna okresli¢, wykonujac catkowania (2.8)
1' (4 5)
(4 6) D(P)= ko{ = [F (s, p)—F (&2, )]+ l/r“—D"“l/fM—D}
e ]/
gdzie b=|/ D jest staly wynikla z warunkow brzegowych w punkcie M,
V2 b

=— E=Aarc cos —.
.20 r

5. Inne nieciaglo$ei napreZen

Przy plastycznym skrecanin niejednorodnych pretéw zakrzywionych, podobnie
jak w przypadku plastycznego skrecania niejednorodnych preféw pryzmatycznych,
mozemy mieé¢ do czynienia z dwoma rodzajami linii nieciggloéci naprezen:

a) linie niecigglosci wynikle z charakferu réwnania rézniczkowego. (2.4),

b) linie nieciagto$ci wynikle ze skokowej niejednorodnodci materialu (skok
wartodci funkeji niejednorodnosci & (r, z) lub jej pochodnych).

}

B
2y i_ c
g =, -
A ST

Rys. 4

Jezeli w pewnym obszarze przekroju preta wystgpowac bedzie linia nieciggtodei
typu a), to mozna ja okredlié po znalezieniu linii najwickszego spadlcu i warto$ci
funkcji naprezed @ w podobszarach po obu stronach linii nieciagloei.
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Zatdéimy, Ze mamy do czynienia z obszarem jednospéjnym, jak na rys. 4, przy
czym w calym rozpatrywanym obszarze funkcja niejednorodnosci jest klasy C1,
Wykorzystujac rozwazania rozdziatéw poprzednich mozeny okreslié linie najwicksze-
go spadku oraz wartosci funkceji naprezen w obu rozwazanych podobszarach (w pod-
obszarze ABFE linie najwigkszego spadku oznaczymy jako r;=r, (s, 1)), =
=z (81, ];), natomiast funkcj¢ naprezent jako @, =@, (s, L); w podobszarze CDEF
odpowiednio r,=r3 (52, 52), 2a=23 (53, 1) 1 Py=D, (s5,, 1,). Z analogii pomigdzy
rozpatrywanym problemem a problemem plastycznego skrgcania niejednorodnych
pretéw pryzmatycznych wynika, Ze linie nieciaglosci naprezed mozna okresfid,
rozwiazujac nastgpujacy uklad réwnan:

Di(sy, L) =Py(s5, 1)
5.1) ri(se, L) =rass, 1),
o 2y(s4, 1) =2z,(s,, L).
Po rozwigzaniu powyiszego ukladu réwnan linig nieciagloéci EF mozna okreslié

réwnaniem parametryczaym, przy czym parametrem moZe byé jedna ze wspéhzed-
nych s, 8,4, 1;; np.:

. (52) rn=rﬂ(11)', Zy=2z, (ll) s

a nd tej podstawie mozna okreslié interesujace nas inne wielkodci na linii nieciagloéci,
np. &,

Rys. 5

Jezeli mamy do czynienia z liniami nieciagloSci naprezed typu b), wyniklymi
z nieciggtodci zastgpezej funkcji niejednorodnoéei lub jej pochodnych (rys. 5a),
to zadanie w najprostszym przypadku bedzie sic sprowadzalo do okre§lenia Ziany
wspdlczynnika kierunkowego linii najwigkszego spadku na danej linii nieciaglodci
napregZzen, Gdy na linii niecigglo$ci I zachodzi

ok, ok, ok, ok,

63 - 161(?‘,2)=E2(f=2), T T e —5; et

to z analogii matematycznej, zachodzacej pomigdzy rozwazanym problemem

a problemem plastycznego skrecania niejednorodnych pretéw pryzmatycznjch;
wynika, ze w rozpatrywanym punkcie M linii nieciaglodei I" zachodzi (rys. 5b

(5.4) CZy=zy,  tE. oy =y,
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W przypadku, gdy na linii mamy

5.5y ko #k,,

to zmiane kierunku linii najwieckszego spadku w punkcie M rozwazanej linii nie-
cigglosci mozna okreshé wzorem

ki(r, 2)
féz("s Z) ,
Zalezno$¢ ta pozwala przy znajomo$ei linii najwiekszego spadku w podobszarze |
okresli¢ state catkowania dla linii najwigkszego spadku, przechodzacej przez punkt
M i podobszar 1I. Bardziej skomplikowane przypadki, dzieki wspomnianej ana-

logii matematycznej, mozna oprzeé na pracach J, RYCHLEWSKIEGO [111 12}, ktére
dotycza plastycznego skrecania pryzmatycznych pretéw o skokowe] niejednorodnosci.

(5.6 COS ¥y = cos Y, .

6. Okreslenic nosnosci granicznej

Po okresleniu linii niecigglodci, linii najwigkszego spadku oraz funkcji naprezen
@ w calym rozwazanym obszarze przekroju preta mozna przejéé do okrelenia
no$nosci graniczne] pretfa (tzn. albo momentu M albo zwigzanej z nim sity 7).

Elementarnym momentem dM, pochodzacym od naprezen dziatajacych na ele-
mentarng powierzchnig dF, begdzie

(6.1) AM =z, (r = R)~7y, 2] dF ,
przy czym R jest odleglodcia Srodka cigzkosci przekroju od osi z.
Jezeli zamiast sktadowych stanu napreZenia 1y, 1 7y, we wzorze (6.1) podstawimy

zwiazki (2.3), to po odﬁowiednich przeksztalceniach otrzymamy wzdr na noénosé
graniczng przekroju:

(6.2) H=2Rfffdﬁ.
. 7 1.3.

Poniewaz jednak funkcja naprezen @ jest okredlona na liniach najwigkszego spadku
jako &= (s, 1), a linie najwigkszego spadku w postaci r=r(s,1), z=7(s, ), wicc
calkowanie wygodnie jest prowadzi¢ w ukladzie wspétrzednych s, 7. W tym celu
okredlamy

| o or

ds 8l ’
(6.3) dF=\Jdsdl=]. Vdsdl.
0z 0Oz

os of

Tezeli podstawimy powyzsze wyrazenie do (6.2), to otrzymamy wzor ostateczny,
okredlajacy no$no§é graniczng nicjednorodnego prefa zakrzywionego:

64 o D (s, ) (61' dz or 62)
64 M=2R£f oD |\as ol ol o

dsdl .

Wzdr powyiszy pozwala na stosunkowo latwe obliczenie nosnoéci granicznej prefa.
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Jezeli ze wzoru (6.4) okreslony. zostanie moment gramczny M to sitg T znalezc-—
mozna z prostej zaleznodci : -

l'ﬁli
=

(6.5)

Problem plastycznego skrgcania pretow o przekrojach wielospéjnych jest przypad-
kiem szczegélnym plastycznego skrecania pretdw o skokowe] niejednorodnodci;
otwory w precie odpowiadajg wkladkom wykonanym z materialu o granicy plastycz-
no$ci k=0. Wobec powyzszego stwierdzenia no$noéé graniczna prgta wielospdjnego
okresli¢ mozna takZe na podstawie zaleznosci (6.4).

Nizej podana zostanie praktyczna metoda obliczania noénoéci granicznej pretéw
o przekrojach wielospdjnych na przykladzie preta o przekroju dwuspSjnym (rys. 6).
Jak poprzednio juz stwierdzono, na konturach nieobcigzonych przekroju preta
funkcja naprezen jest stala D=const. Dla konturu
zewngtrznego przyjmujemy dowolnie ®=@,=0, dla
konfuru wewnetrznego przekroju natomiast b=, =0,
Wychodzac od kontury zewnetrznego budujemy funkcje
naprezen @, wzdhuz linii najwigkszego spadku jak dla
przekrojow jednospdjnych. Funkeja fa, bedaca faktycznie
funkcja naprezen tylko w obszarze ograniczonym od
wewnatrz linig nieciagtodci I', przyjmuje na ogdt na kon-
turze wewnetrznym wartoscei @, ,,7const. Oplem;clc sig .
na analogii Sadowsky’ego, dotyczacej plastycznego skr@cama perow pryzmatycz—
nych o przekrojach wielospdjnych, przyjmujemy, Ze na konturze wewnefrznym

g"'Sw 451 mmﬁconSt

Otrzymujemy w ten’ sposéb warunek brzegowy dla okreslenia funkeji naprézen
@==P, w obszarze ograniczonym od zewnatrz linia niepizigioéci I'. Linie nieciagto$ci
okresli¢ moZzna jako rzut linii przecigeia si¢ dwu powierzchni @, i @, na plaszezyzne
przekroju preta. Noénod¢ graniczna takiego prefa dwuspdjnego wynosi

B, @(s, D ( or_0z or az) ff 2 min
(6.6) Mﬁ2Rffﬁsj G o D ds dI 2R dF;

gdzie P=d, w obszarze 11 @=@, w obszarze 11, F oznacza obszar przekroju bez
ofworu oraz F, obszar otworu preta.

7. Deformacja przekroju

Przy rozwigzywaniu problemu spreZystego squcama prqtow zakrzywwnych_':
korzysta si¢g z metody polodwrotnej; zaklada sie mianowicie, 7€ przenneszczenn 1,
v, W W klerunkach r, 0, z s odpowiednio réwne: LR

(7.1) u=0, wv=v(z), w=HE,

gdzie © {r, z) jest funkcja niewiadoma, a H=const oznacz'a: __ 's__k:'c_)'k; krzywe], Srubowej, "
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utworzonej przez odksztalcona of preta, odpowiadajacy katowi Srodkowemu 1
radian. Wobec takiego przyjecia rozne od zera skladowe stanu odksztalcer wynosza
odpowiednio o

2 ('v) _ H+ d (v) 0
(72) Yor=T a\r/’ Yoz = ¥ raZ rl’ Yrz=U.

Jest rzecza oczywista, Ze przyjecie, iz tylko sktadowe Tgr 1 Ty Stanu naprezen sa
rézne od zera, prowadzi do tych samych wnioskéw,

¥4

Linia najwiekszego
spadku

Rys. 7

Rozpatrzmy obecnie zakres plastyczny skrecania pretéw zakrzywionych. Na
liniach najwickszego spadku funkcji @ (rys. 7) spelnione sy zaleinosci

7.3 o=k (s, Dsin B, to,=—k(s,Dcosf, dz=dr tz .

PoniewaZ w rozwazaniach przyjeto, Ze prely wykonane sa z materialdw idealnie
sprezysto-plastycznych, wige z prawa zmiany postaci Prandtla-Reussa oraz z wa-
runku ciaglodci pomiedzy strefa sprezysta i plastyczna wynika, Zze dla zakresu pla-
stycznego zachodzi zaleZzno$c

an
Tor Yor ar \r

7.4 ———=—
0 S

Fodz\r
Po uwzglednienin zwiazkéw (7.3) oraz po wykonaniu przeksztalcen ofrzymujemy
(1.5 a(”)d+a(?’)d— iy

) AT AIF"ATY AT

Zwiazek fen jest spelniony oczywicie na linii najwigkszego spadku funkcji
naprezen @, i ' ' :

Poniewaz wyrazenie po prawej stronie wzoru (7.5) jest rézniczky zupeina funkcji
(vfr} wzdluz linii najwiekszego spadku, wiec

e | d(1)=—§dz.
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Po ‘scalkowaniu powyzsze] zaleZnoéci wzdluz linii najwickszego spadku otrzymad
mozna

. ERCEIE
&) A Rt s

PoniewaZ przy caikowitym uplastyczaieniu preta wartosé wspdlezynnika H roénie
do nieskonczonodci, wigc takze i wartos¢ funkeji (v/r) bedzie rosnaé nicograniczenie.
Qkazuje sig jednak, 7e wyrazenie (v/r)/H posiada warto$é skoficzong:

(7, (“) fd_

Z powyiszego wzoru mozna okreslic warto$é funkcji (v/r)/H dowolnego punktu P,
jezeli znana jest warto$é tej funkcji w dowolnym innym punkcie R, lezacym na te]
samej linii nieciaglo$ci.

Rozpatrzmy obecnie problem sprezysto-plastycznego skrecania preféw zakrzy-
wionych. Dla strefy sprezystej spelnione sa zwiazki

] Tg,-m 6(7)) ng_H+ 6(7))_
(7.9 ¢ "a\v) e T\

Jezeli linia rozgraniczajaca stref¢ spreZysta i plastyczna oznaczona zosfanie przez
I, a element dlugosci tej linii przez dr, fo wzdhuz linii I" mamy

42 o), o) .

(7.10) di - a  dx 9z dx

(7.8)

Gdy do powyzszej zaleznodci podstawione zostang funkcje (7.9), to po przeksztal-
ceniach otrzymamy nastgpujaca zaleznofé spelniona na linii granicznej I':

1 v 1 1
{7.11) | T d(-;) = i (9, dr 414, dz) — 2 dz .
W przypadku gdy warto$é sity 7' ro$nie do warfoéci granicznej T, to obszar spre-
Zysty maleje do zera, linie migdzystrefowe przechodza w linie nieciagloéci naprezen,
warto$¢ 1/GrH maleje do zera i ostatecznie warfoé¢ funkeji (o/r)/H w punkcm R,
"lezacym na linii nieciaglodci naprezen mozna okredlié wzorem

(?)) (v)

rlg * g,  dz

TR =
o

gdy dana jest warto$é funkeji (o/r)/H jakiegokolwiek mnego punkfu R,, lezacego
na fej samej linii nieciaglosci.

(7.12)
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Wzory (7.8) i (7.12) pozwalaja na okredlenie deformacji calego przekroju preta
przy znajomosci deformacji jednego punktu przekroju, np. R, (rys. 8). Nalezy zazna-
czyé, ze warfosé funkcji deformacji (2/r)/H moina przyjaé dowolnie, w dowolnym

" punkcie przekroju; deformacja przekroju (wfr)/H bedzie przy takim dowolnym.
przyjeciu rézna od rzeczwistej tylko o pewne
sztywne przemieszeZenie powierzchni (ofr)/H }z
w uldadzie wspolrzednych r, z, (o/r)/H.

8. Przyklady

Przyklad '1. Rozpatrzono pret zakrzy-
wiony o przekroju waskiego prostokata,
ktérego boki diuzsze sg rownolegle do osi
symetrid preta (rys. 9a, b). Przyjeto, Ze pr'egt )
wykonany jest z materialu jednorodnego ' Rys. 8
(tzo. k{r, 2)=ky). :

Réwnanie linii najwickszego spadku dla maferiatu jednorodnego mozna przed-

stawi¢ w postaci (2.8):
f ]/ 5
Z.= + ]/JT ar--C )

gdzie D i C sa stalymi, ktére okrefla sig z warunkéw brzcgowych
12 Y

e
&

’M Zpr
= C=z,,.
1422 M
zh .
a b
Fok
fem®]
o1
00
50+ e
0 Toz

Po scatkowaniu réwnania (2.8) ofrzymuje si¢ wzdr ogdlny, okreslajacy linie naj-
wigkszego spadku funkcji @ dla materialu jednorodnego:

(8.1) Z:ZM“}“b]/TE[F(El)p)_F(BZ’p)} ,
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gdzie -

b b ]/2 P
(8.2) g =arccos—,  Ey=4arccos—, p=-——, b=I/D ]
r Far 2
Wartos¢ funkeji naprezen @ dl_a przypadku maferialu jednorodnego zostata okre-
§lona wzorem (4.5):
. .

B(P)=ko {N—ZF (21, P)=F (o2, P)] J% Vit p——= 1/ =D }

Dia przekroju przedstawionego na rys. 9b bedziemy w dalszych obliczeniach przyjmo-
wac, ze w okolicy bokdw krétkich prefa wartod¢ funkeji naprezen @ wynika tylko
z warunkdw brzegowych dotyczacycli bokéw diuzszych, Takie przyjecie przy duzym
stosunku #/{rq. — o, ) powoduje znaczne nproszczenie obliczen nie pociagajac za soba,
zbyt duZego bledu. '

Na dwu dhuzszych bokach A8 i CD warunki brzegowe potrzebne dia okreélenia
linii najwickszego spadku moZzna napisac: '

dla r=rqy: z,=0,
dla F=rga:  Zp=0,

skad wynika, 7e stale D, i D, sg réwne zerw, a &, =g, =arc cos 0°=n/2. Wobec
powyZszego, rownania linii najwigkszego spadku beds odpowiednio

Z =2 =00nst,  zy=z,= cb’ns‘i,
tzn. linie najwickszego spadku sa liniami prosfymi, réwnolegtymi do osi r
(rys. 9 b). Funkcje naprgzen @ mozna nafomiast przedsiawi¢ wzorami

1
dla obszaru ABFE: fbl=?kg(r‘3—f‘§1),

i
dla obszaru CDEF: h, = 5 kolrg, ~1%).

Wykresy funkeji @, i @2 przedstawiono na rys. 9¢ dla rg; =35 [em] i 102— 7 [cm]

Lini¢ niecigglodci ET okreslimy wykorzystujac w tym celu wzory (5 1) ktore
mzw1azywaneg0 przykladu sprowadzajg sig do postaci

(8.3) Dy(r, 191) =P, (7, Foz) .

Z réwnania powyzszego réwnanie linii nieciaglo$ci znajdziem
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‘Noénoéé graniczna M okreslimy jako sume M=M,+M,, Przy czym

' Fo1 ro1
“—‘—"kORk( 101+E*T—T),

2 Yo Taz
M2=§- ko Rh I‘*—~I‘02+‘2—;*—2‘—“T .

‘Ostateczny wzér na noéno$é graniczng bedzie mial forme

= 2 3
'(8.4) Mz?koRh{Sf*'_?(h)i“l‘“roz)].
Jezeli uwzglednimy, Ze

_ ForTtoa _
==,  fn=R-

fo promieni rozgraniczajacy strefy wynosi:

3 e
r*=]/R3+ 3RT ,

3 m? a
A:f=2koRh(]/R3+3RT—R)

B 3 '———g—z—
T=2k, h(]/R3+3R = ~R).

W przypadku gdy R—oo (pret zakrzywiony zbliza si¢ do preta prostego), wartosé
M-k, hg*/4, a TS50, co jest zgodne z rzeczywisfodcig 1 moZzna uwazaé za Wymk
sprawdzajacy wyprowadzone wzory.

4 noénos¢ graniczna

dub

Deformacja przekroju. Okreslenie deformacji przekroju mozna rozbié na dwa
etapy:

a) okreslenic deformacji linii nieciaglodci,

b} okreélenie deformacji pozostalych punktdw przekroju.

Deformacje linii nieciaglosci EF ckreslimy zgodnie ze wzorem (7.11), przy czym
dla prostoty przyjmiemy, Ze wartos$¢ deformacii w punkcie R, (rys. 9b) jest réwna
Zeru. Poniewaz dla rozpafrywanego przykiadu linia memag’msm jest dana za pomoca
Ey OWDEH}]& .

#=r*=const,
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to deformacje linii nieciaglosci napreZen obliczymy nastepujaco:

z
r R RdZ z

H- P2 =_r*2-
Ry

Deformacje (o/r)/H poszezegélnych punktéw P linii najwigkszego spadku moina
okredli¢, wykorzystujac wzdér (7.8):

(1 o »
rle N7 [k J‘ dz
H H g

Poniewaz linie najwigkszego spadku sa liniami z=const, przeto w calym obszarze .
preta spelniony jest zwigzek

H H 2

Przyklad 2. Drugim rozpafrywanym przykladem jest fakze pret o przekroju
w ksztalcie waskiego prostokata, jednakze jego duzsze boki sa réwnolegle do osi r
{rys. 10), Pret wykonany jest takZe z materialu jednorodnego,

Poniewaz rozpatrywany przekrdj jest
symetfryczny tak ze wzgledn na kszialt,
jak 1 na funkcje jednorodnosci, wobec te- :
go o3 symefrii EF bedzie zarazem linia R
nieciaglolci napregen. Przy dalszych toz- . ' l
wazaniach, podobnie jak w przykladzie
poprzednim, pominiemy wplyw krétszych
bokéw na postaé funkeji napreed, co
Jjest uzasadnione przy do§é¢ duzym sfo-
sunku 2h/B.

Do znalezienia momentu granicznego Rys. 10
postuzono sie w tym preykladzie metoda
malego parametru, poniewaz sciste rozwigzanie wydaje sig niemozliwe. Jako maly
parametr przyjefo stosunek a=»n/R,

Wprowadzono dalej nowa zmienng &, taka ze

ﬁr—R_l( ¥ 1)
A )

zi

Jezeli do réwnania réiniczkowego linii pajwickszego spadku wprowadzimy nowa
zmienng &£, to po scatkowaniu tego réwnania ofrzymamy

4

z 2 2
§=5M+(I) oc_&fM(—h—) ...,
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po uwzglednieniu warunkdéw brzegowych
dla é=éﬂ,[: ZI\’I:O?‘ ZIIW=OO .

Tunkcja naprezen & okreSlona zostanie ze wzoru (4.2)

dd
T =k (r, 2)=ky r*
oraz po uwzglednienin, Ze
dz
dz (;)

gdzie fi oznacza kat zawarty miedzy linia najwickszego spadku a osig r.

Po przeksztalceniach, wykonaniu calkowania oraz uwzglednieniu, ze dla z=0:
@=0, otrzymamy
4 z3

D=k, R* lz—f—2z§M+ ( 3 —i—é‘fuz) a0 {a*) -i—...] .

Wartodd momentu'granicznggo #, okreflona zostanie ze wzoru (6.2)
_ @
o dnei !

Po wykonanju catkowania otrzymujemy

2 e

M =4k h [

W przypadku o=0 (odpowiada to skrgcaniu’ preta pryzmatycznego) no$nosc gra-~
niczna M=k, hB?, co jest zgodne z nosno$cia obliczong dla preta pryzmatycznégo
o przekroju w postaci waskiego prostokata. ' ,

Rozpatrzono przykdady 1 1 2 pozwalaja okreslié nosnoéé graniczna pretéw
o przekrojach cienkodciennych, bardziej zlozonych, np. przedstawionych na rys. 11.

Przyktad 3. Obecnie rozpatrzymy przypadek szezegSlny nigjednorodnogei,
mianowicie niejednorodnosci typu kofr:. Poniewaz niejednorodnosé zastepcza
k (r, 2y=k,, wiec réwnanie rézniczkowe linii najwigkszego spadku funkcji naprezed
@ upraszeza si¢ do postaci :

Po dwukrotnym scalkowaniu réwnanie linii najwigkszego spadku bedzie mialo
postac
z=ar+b,

Z czego wynika, e dla danej niejednorodnosei linie najwigkszego spadku sa liniami
prostymi, '
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W dalszym ciagu zajmiemy si¢ pretem zakrzywionym o krzywiznie 1/R i o prze-
kroju kotowym, ktérego promiefi jest réwny ro (rys. 12). Rownanie konfuru fego
preta mozna przedstawic w postaci

r,=Riryco8t, zZ,=-—rgsint,
z]
zi
0 -
% ] r
zh Y

[ !} ‘F

Rys. 11 Rys.- 12

‘Warunki brzegowe, z kiorych okreSlone zostang linie najwigkszego spadku, mozna
zgodnie z (3.5) prredstawi¢ w postaci nastgpujacej:
dla t=¢,;: r=Rfrocosi,y,
Z= —rysint,,,
2/ =2y —tg

Wobec powyiszego rownania linii najwigkszego spadku moZna przedstawic wzorem

2=(R—r)tg t,,,
gdzie t,, jest parametreme konturu.
W dalszym ciggu postugiwaé sig bedziemy nowymi wspolrzgdnymi s, 1, zZgodnymi
z zasadg przedstawiona w p. 4. Przyjmujac /=1, czynimy zado$¢ warunkom tego
punktu, ponieWaz rownanie f==const okresla dana linig najwigkszego spadku
funkcji @. Druga wspolrzedna s bedzie odlegloéé danege punktu przekroju od
konturu. Zgodnic z fym odpowiednie wzory fransformacyjne beda nastgpujace:

r=R-4-(rg—s)ycosl, z=—(ro—s)sinl.

Funkcie naprezen @ okreflimy z zaleznodci (4.2):

E

przy czym w naszym przypadka dm=ds.
Jezeli wykonamy catkowanie powyZszej zaleZznodci, fo po uwzglqdmemu wart
ku brzegowego: dla s=0-% =0, otrzymamy P==k, 5. i
Noénodé graniczna przekroju okredlimy, wykorzystujac - zaleznoéé (6.4)

Rff 3G, 1)

=k(r, 2)=Fk,,
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Dla rozpatrywanego przykladu |J | =(rg ~s), natomiast pole gowierzchni F Jjest
ograniczone

wobec czego

" 2z .
— : ko s (ro—1)
T=2R f IR G sos 4
0 0

Po wykonaniu calkowania wzgledem zmiennej / ofrzymujemy

_ * 2R+ —5)] 5(ro—s)
M=.275Rk0 f [Rz_ (],0 _5)2]5,’2

[}

A

Chociaz warto$é M mozna byloby okresli¢ w sposdb Scisly, to dla prostoty znajdziemy
. n0$nos¢ graniczna w postaci szeregu malego parametru, przyjmujac jako mala war-~
tos¢ a=ro/R. Jezeli wprowadzimy nowa, zZmienna ¢& taka, Ze

. Fo—s%
, ‘:Ll— R )
to
. rol R 45 45
M=2nRk, f (2§oc—2§2+6§3 oc—6<§4—l-—7 &5 a—T§6+...) de
0 .

a po wykonaniu catkowanig otrzymujemy

M=2nk, R (% 23 —i—% u5+1—§5§ 957—£—...).

Jakkolwiek przedstawione w tym punkcie przyktady byly bardzo proste (specjal-
nie dobrano ksztatty przekrojéw pretéw i funkcje niejednorodnodci), to Jjednak poda-
ne W niniejszej pracy metody sg ogolne i pozwalajs efektywnie okredlié noénosé
graniczna pretéw zakrzywionych o dowolnej niejednorodno$ci poprzeczne] oraz
o dowolnych ksztalfach. Jezeli ksztalt przekroju lub funkcja nigjednorodnoci
beda bardziej skomplikowane, to jedynie zwigkszy to trudnosci obliczeniowe przy
rozwigzywaniu zadania.
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- Pestome

IMMACTYECKOE KPYYUYEHHE 3AKPMBIEHHLIX B ®OPME KPVYIA CTEPKHEI
C MPOU3BOJLHOM MONEPEYHOI HEOAHOPOTHOCTRIQ

B paBorte obcyxmaeTcs BONPOC NHACTHYECKOTC KPYYCHAR JAKPHBISHALX B hOpMe KPYTA CTEPXK-
Hel, HWITOTOBICHHELIX H3 MaTepmana, ofmazaromero momepedHol wWeogHOponEOCTEE0, C 3TON
HelbH HCHONBb30BAH0, CYMECTBYIONYI0 MaTeMATHYECKYIO AHATOIHIO, MMEIOMYEY MECTO MEXIY
aTo# 3a7a9eil I BOIPOCOM IIACTHYCCKOTO KPYYeHUs HpHSMaTH‘{CCICﬂX CTepoKHeH ¢ IIPOA3BONLHOK
HOMCPCTHOH HEOHOPORHOCTRIO,

Ans pemenwst npumensiercs GyREms B, YTO FacT BOIMOTCHOCT NPHBSCTHE MCTORXEL, CAYIKAITES
I 5PEXTABHOTO pacyera HeCyTIeH CIIOCOOHOCTE 3aKpyYHBAEMEIX cTepiHel, PafoTa mrmocTpu-
DYCTCH TIPUMCDAMH,

Summary

THE PLASTIC TWISTING OF CIRCULARLY CURVED RODS WITH ARBITRARY
TRANSVERSE NONHOMOGENEITY

Consideration is given in this paper to the problem of the plastic twisting of ciruciarly curved
rods, made of material having an arbitrary transverse inhomogeneity. T'o that end, use is made of
the established mathematical analogy which occurs between that problem and the problem of
plastic twisting of prismatic rods with arbitrary transverse inhomogeneity.

For the solution, the stress function @ is used, which enables presentation of the methods
serving for the effective calculation of the Hmiting load of the twisted rods.

The paper is illustrated with examples.
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