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Ostatnie osiagniccia w dziedzinie techniki kosmicznej i nullearnej. wymagaja
nie tylko stosowania najwyzszej jakosci stopoéw dobrze znoszacych surowe warunki
wysokich temperatur i ogromnych cinien, lecz wyfhagaja_.rgﬁwnicz _znaif;zgen-ia
analitycznych mefod okreflenia stanu napr¢zenia i odksztalcenia w réZnego typu
urzqdzemach i elementach konstrukcyjnych. .Odksztalcenia tych urzqdzen W czasie,
nawet przy statym obcigzeniu zewngtrznym. i stale] temperaturze, sa na. ogol bardzo
znaczne, Ten stan deformacji nazywamy pelzaniem., Aby zapewni¢ wysoka sprawnoscé
i duZe bezpiéczeﬁstWo konstrukeji i urzadzend, nieodzowne jest przy. projektowaniu
uwzglqdmeme odksztatcen pelzania, wystepujacych w catym okresie, 1(;]1 eksploatacp,
a ponadfo odksztalcen sprgzysto-plastycznych zachodzacych w chwili obquema

W wielu metalach stosowanych w praktyce inzynierskiei przy przylozeniu W Wy- wy-
sokle ] femperaturze stafego obclazema predkosé odksztatcenia najpierw szybko
- maleje, potem dazy asymptotyczme do stalej Wartosm, & w konicu ponowme wzrasfa
i powoduje zniszczenie materlalu Te trzy fazy nazywqmy 0dp0w1edn10 pelzaniem
przejéciowym (zwanym tez, pelzamem nieustalonym Iub I stadium pe1zan1a) pelza-
niem ustalonym -(II stadium pelzania) i pelzaniem przysp:eszonym_._(III_ stadium
pelzania). W niniejszej pracy rozwaZany jest przejsciowy: i ustalony. stan pelzania
powloki kolowo-walcowej, bgdace] jednym z najlepszyéh preykladdéw wyzej wspom-
nianych urzadzen. Ostatnie stadium pelzania jest na ogét pomijane przy projektowa-
niu, gdy# jest zwiazane ze stanem bardzo niestatecznym, wystqpumcym bezposredmo
przed zniszczeniem przez pelzanie. . :

PowyZsze problemy od dawna przyciagaly uwage badaczy ze wzglqdu na 1ch
‘duze mozliwodci zastosowan praktycznych. Niemniej Sciste rozwiazanie tych za-
gadnien jest bardzo klopetliwe z powodu trudnofci matematycznych, kiorych
stéwng przyezyne stanowi nieliniowy charakter prawa pelzania. Prace dotychczasowe
ograniczaja si¢ badZ do analizy przyblizonej, wynikajacej z pewnych fizykalnych
" zaloZen upraszczajacych, badz do teorii cienkich 1ur kolowych, pomijajacej efekt

() Z angielskiego przettumaczyt J, Baida,

(*) Zastgpen profesora w Uniwersytecie Nagoja, Chikusa-ku, Nagoja, Japonia, przebywajacy .
na stazu naukowym w Instytucie Podstawowych Problem6w Techniki PAN w roku akademickim
1969/1970.
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podparcia koricéw powloki, ktéry jest bardzo istotny z punktu widzenia projekto-
wania konstrukcji, Szybki rozwdj w ostatnich latach maszyn cyfrowych pozwala
na rozwiazanie tych problemdw numerycznie. Platego w niniejszej pracy proponu-
jemy rozwigzanie numeryczne metoda réznic skonczonych. Pozwoli to wyjaénié
pewne ogolne wiladciwosei pelzania powlok kolowo-walcowych, pracujacych
w warunkach wysokiej temperatury i duZzych napreZen.

W pierwszej czgéei pracy przeprowadzono analize przejSciowego stanu pelzania
powiok kolowo-walcowych przy zaloZeniu potggowego prawa pelzania oraz teoril
pelzania Misesa-Misesa, Treski-Misesa, 1 Treski-Treski (poi-. str. 635). Przyjeto hi-
potezg wzmocnienia zaleZnego od odksztalcenia (strain hardening) oraz wzmocnienia
zalenego od czasu (time hardening). Sfan odksztalcenia petzania i odpowiadajacy
mu stan naprezenia jest analizowany dla réinej geomefrii powloki i réznych wicl-
kosc1 ci$nienia wewnetrznego. ' ‘

Czesc druga z kolei dofyczy anallzy ustatonego stanm pelzamd powlok kotowo-
walcowych przy zalozeniu potegowego prawa pelzania i teorii typu Misesa~-Misesa.
Zaproponowano kombinowana mefode rozwiazania zagadnienia, mianowicie
procedure iferacyjng w polaczeniu z metoda réznic skoriczonych. Zbadano wplyw
geometrii powlok i potegowego wykladnika pefzania na stan napreZenia i predkosé
odkszialcenia. Ofrzymane $ciste wyniki poréwnano réwniez z istniejacymi rozwia-
- zaniami dla powloki sandwiczowej oraz przedyskutowano shusznodé przyjecia
powloki sandwiczowej.

Oznaczenia

# wspolrzedne ortogonalne (rys. 1),
! usredniony promien, grubosé i dlugodé powloki walcowej,-
p cisnienie, ‘
w skladowa osiowa i promieniowa przemieszczenia,
N., Ng skiadowa osiowa i1 promieniowa sily membranowsi,
M., My skladowa osiowa i promieniowa momentu gnacego,
o, & naprezenie i odksztalcenic w stanie jednoosiowym,
o, 8. naprezenie clektywne i odksztaleenie efektywne,
o, og skladowa osiowa i obwodowa naprezenia,
&., 6p skladowa osiowa i obwodowa odkszialcenia,
5 i, iy dewiatory stanu naprezenia | odksztalcenia,
t czas, ’
E,y raodut Younga i wspolczynnik Poissona,
A, n,m  stale pelzania,
liczba prezedzialéw polowy diugodci powloki,
g 1/N odleglo$é migdzy wezlami siatki na osi & (rys. 2},
7 dowolna wartodé cisnienia sluzaca do okreslenia wielkosci bezwymiarowych,
¢ wskaZnik odnoszacy si¢ do pelzania,
i wskaznik odnoszacy sie do i-tego wezla siatki,
(") pochodna wzgledem czasu 7,
k, n stale pelzania,

=
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o parametr okreélajacy ksztalt powloki [14].
W czesci pierwszej wielkosdei bezwymlarowc odniesione sa do warfodei ci§nienia p=p.

CZRSC L. PRZEISCIOWY STAN PELZANIA POWEOK KOLOWO-WALCOWYCH

.' - 1. Wstep-

Przy projektowaniu na pelzanie r(’)i_nego rodzaju aparatury pracujacej w niesprzy-
jajacych warunkach wysokiej temperatury i duZych naprezei, gdy projektowany
czas jej eksploatacji jest stosunkowo krétki, poczatkowa faza pelzania zajmuje
Jego wigksza czesé i dlatego nie moze by¢ nigdy pomljana Przykladami takiej
aparatury sa nacgynia poddane ci$nieniu wewnetrznemu. Informacje dofyczace
ich stanu deformacji w krétkim przedziale czasu sa czesto bardzo pozadane, a ilosé
publikowanych. na ten temat prac jest stosunkowo bardzo skapa. W szczegélnogci
odczuwa sie dotad zupelny brak Scislej analizy przejscmwego stanu pelzania dla
powlok kotowo-walcowych obciazonych ciénieniem Wewnqtrznym [1], nie liczac
oczywiscie kilku prac poswigconych wydrazonym walcom kotowym [2 — 4].

W pracach wezesniejszych 5] autor wraz ze WspolpraCOkaaml dﬂ‘c’lllZOW&]f
przejéciowy stan pelzania skrecanych kWEldl'atOWYCh pr@tow zastgpujac wyjéciowy
uklad réwnan rézniczkowych odpowiednim ukladem réwnan réznicowych. Powstaly
w ten sposdb dla wszystkich punktéw siatki pokrywajace] pret vklad rownan li-
niowych catkowano wzgledem czasu. Taka metoda moze byé oczywiscie zastosowana
réwniez do innych problemdéw brzegowych.

W pierwszej czedci niniejszej pracy rozwazany jest problem pelzania kolowo-
walcowych powtok poddanych wewngtrznemu ci$nienin przy réznych warunkach
obcigZenia zewngtrznego. Do rozwiazania zagadnienia zastosowano wyzej wspomupia- -
ng metodg przyjmujac potegowe prawo pelzania oraz teorig pelzania typu Misesa-
Misesa, Treski-Misesa i Treski-Treski. Przyjeto ponadto hipoteze wzmocnienia
zaleznego od odksztalcenia i wzmocnienia zaleZnego od czasu. W szezegdinosei
wiele uwagi po$wigcono dokladnoscl metody. Analogiczne podejicie do rozwiazania
problemu pelzania powlok kulistych, przyjmujac hipoteze wzmocnienia zaleZnego
od crzasu, zaadoptowal ostatnio R. K. PENNY [6]. ' :

Giéwnym celem niniejszych rozwazan jest wyjasnienie ogdlnych Wlasnosm.
pelzania powlok kolowo-walcowych ze szczegdlnym uwzglednieniem wplywu geo- . .
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mefrii powloki; dalszym — poréwnanie i oKreélenie zakresu stosowalnodci wyzej
wspomnianych hipotez wzmocnienia w przypadku przejSciowego stanu pelzania
powlok. Poniewaz wzmocnienie zalezne od odksztalcenia oraz wzmocnienie zalezne
.od czasu sa bardzo czesto stosowane do zagadnien pelzania réZnego typu konstruk-
cji, a ponadto istnieje powszechne przekonanie, ze pierwsze posiada uzasadnienie
fizykalne, a drugie cechuje sig lafwoscia matematyczng, ich rozbiezno$¢ ub pop-
Tawnoic byly przedmiofem ciaglych dociekan [7]. Badania te byly jednakze prowadzo-
ne gléwnie w jednorodnym stanie maprezenia przy pomocy cienkich rurkowych
prébek, a zatem poprawnos$é powyZszych hipotez wzmocnieniowych nie moze byé
" przeniesiona na praktyczne problemy inzynierskie. W konsekwencji interesujgce
jest zbadanie ilodciowe] réznicy miedzy tyml hipotezami na przykiadzie kolowo-
walcowych powlok.

Innym jeszcze celem (ej pracy jesi wykazanie réZnic _rozwiqzaﬂ analitycznych
ofrzymanych przy previecin iéZnych teorii pelzania i wybranie odpowiedniej do
projektowania na pelzanie powlok walcowych, poddanych cisnienin wewnerrznemu.
Najbardzie] znane formy naprezenia efektywnego (odkszialcenia efektywnego)
1 praw plynigcia stosowane w wieloosiowych zagadnieniach pelzania sa typu MIsgsa
 TRESKT [8 1 9] i zwykle Wérdd ich-czterech’ kombinacji w prakfyce sfosowane sa
najezelciej teorie pelzanid - typu rMisesaJMisésa Treski-Treski i Treski-Misesa
{efektywne naprqzeme “Treski i ‘prawo” plquma Misesa). Teoria pelzania fypu
Misesa-Misesa Jest najbardzwj popularna i przyjmowana w wigkszosel dotychcza—
‘SOWych prac, ' :

CACM. WAHL 11] na podstaWIe tych tizech teorn przeprowadzﬂ szereg, badan
dotyezacych pelzania wirnjacych krazkow, przcdyskutowai réznice migdzy nimi
i poréwnal wyniki z odpowiednimi rezultatami eksperymentalnymi. Zgodnie z jego
badaniami teoria Treski-Misesa pokrywa sig dobize z wynikami eksperymentalnymi,
podezas gdy teoria Misesa-Misesa daje mmniejsze wartoscei ‘odksztalcet pelzania
i diatego z punkfu widzenia teorii pelzania daje wyniki po sfronie niebezpiecznej.
Podobne badania i wyniki dla zagadnied pelzania w dwuosiowym stanie naprézenid
uzyskane zostaly réwniez w pracach [12 i 13]. Dlafego tez w tej czeéei pracy problem
przejiciowego stanu petzania powlok kolowo-walcowych, poddanych ciénieniu we-
wagtrznemu jest badany dla trzech rodzajow teorii pelzania i przedyskutoWane s
szczego}owo zachodzace migdzy nimi réznice. :

2. Réwnania podstawowe

. 21, Zwigzki podstawowe. Rozwazmy cienka powloke walcowa o usrednionym
promieniu a, gruboécei ki dtugodci I, poddana ci$nieniv wewnetrznemu p. Przyjmijmy
ortogonalny uklad wspéhzednych x, 8,z z poczatkiem ukladu w plaszezyZnie
$rodkowej w srodku powloki i wspSlrzedng promieniows z, skierowang do wewnaftrz
(rys. 1). Niech skladowe przemieszczenia w kierunku osiowym i promieniowym
beda oznaczone odpowiednio przez u i w, a sifa membranowa i moment gnacy
w kierunku osiowym i promieniowym przez N, Np, M, i M, JeSli przyjmiemy
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klasyczna hipotezg Love’go-Kirchhoffa, otrzymamy nastepujace réwnania réwno-
wagi 1 zwigzki ® kinetyczne dla nieskoficzenie malych osiowo-symetrycznych
odksziateen: '

AN, M, N,
@D T % e AT
oraz,
du d*w W
{(1.2) | ax:;;;“*l"cgz-, Eg:—"‘"z—,

gdzie e, i g, oznaczaja sktadowe stanu odkszfalcenta w kierunku x i 6. Wprowadzone
‘wy’ej zalozenie malych ugieé w przypadku powlok walcowych moze byé stosowane
w szerokim zakresie odksziatcen, co L e

stanowi podstawowa réinicg miedzy == 2= o % ¢ ;
powlokami i plytami. = .. . i & TT;TT
_ Przyjmuje sie, ze calkowita : prqd— B i '
kos¢ odkszfalcenia moze by¢ wyrazona o
przez sumg czeSci sprezystej i czedci -

pelzania: _ N
I U J i
Sx:E (axhvaﬂ)ﬁ;»gxg: S T IS S S ——
{1;3) . 7 _?__ iz
59:_ (0-0 Vo'x) + Sﬂcs 7 Rys 1. Cienka kolowo walcowa powloka

B G e 1 nomenklatura -

gdzie Gy Gp OFaz &y, &9, oznaczaja skfadowe ‘prgdkoéci'naprQZenja i predkosei od-
ksztalcenia pelzania; a E i v sa odpowiednio modulem Younga i wspolczynmkmm
Poissona. Jesli uktad (1.3) rozwigzemy Wzglgdem > Op OYAZ WYTAZIMY £, 1 &g PrZEZ
u, w za pomocy (1.2), to otrzymamy nastepujace founuly

. _E du'a’zyf:"_ )
szl_vz dx Z—d-.;; “‘V?-_'(Exﬂc—I"VEﬂc) )

. E [ v:;+ (dfz _dza{:) ]
G =T 2| 2 Py (snc.vsm).‘

Z kolei calkoWame réwnan (1. 4) prowadm do nastgpu;qoych wzordéw na predkosé
sity membranowej N, N, i momentu gna,_,cego M,, Mg :

(1.4)

2

Lo Ehojdi w\ E R
Ny= jaxdz:—l-—_—v; ———y {(sxc—{—vsec)dz,-

ax a 1—y?
(1.5) —hf2 —hj2
_ 3 "z . B Eh ( ) E w2 d
Ny = f.aﬂ dz== 1—12 dx 1— f (Sec.+v'9vc) Z.

Rz —n/z
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oraz _ :
o B e B W .,
Mx: f O"".ZdZ‘“ 12 (}. —'Vz) dxz 1‘;—‘])2 f (exc+vgﬂc)\z Z,
(L.6) —hjz . —h/2
o e e a B
My= f ggzdz= DA de 1o f (EpetVexcr) zdz.
—nf2 ) —h{2

Zaldzmy teraz, ze zwiazek migdzy odksztalceniem pelzania w stadium przejscio-
wego pelzania g, czasem ¢ oraz napreZeniem o w jednoosiowym stanie naprezenia
ma nastepujaca postad;

(1.7) ' ' .= Ac"t",

gdzie 4, » 1 m sa stalymi materiatowymi. Zwiazek. (1.7) jest poprawny dla
wigkszofci metali w podwyzszonej temperaturze przy wzglednie niskich napre-
Zeniach [8,9 1 10]. Jedli zrozniczkujemy (1.7) wzgledem czasu, napiszemy predkosé
odksztafcenia zgodnie z hipotezami wzmocnienia zaleznego ¢d odksztalcenia i od
czasu {81 9], to ofrzymamy odpowiednio

dla wzmocnienia zaleznego od odksztalcenia

1 n m—1

(18) éc:mA it q.m &, nt R )

‘dla wzmocnienia zaleznego od czasu
(lsf) éc=mAa"t”'f1.

Hipotezy powyzsze postuluja, ze spadek predkoéci pelzania, tzn. wzmocnienia ma-
terialu jest spowodowany jedynie przyrostem odksztalcenia pelzania lub uplywem
czasu, a zatem predko$é pelzania w dowolnej chwili moZe byé wyrazona jako fun-
keja mapreZenia i odksztalcenia pefzania lub naprezenia i czasu, lecz nie historii
obcigzenia, Innymi sfowy postuluja one, ze przejiciowy stan odksztalcenia pelzania
Jjest quasi-statyczny. Dlatego tez mimo Ze zwigzek (1.7) zostal wyprowadzony dla
stale] wartoSci naprezenia, zaleznoéci (1.8) moga byé rownlez stosowane w przypadku
malo zmieniajacych sig napr@zen ‘

Jesli zalozymy izotropie i niescisliwosé matena%u powyzszy zwiazek (1.8) moze
by¢ rozszerzony na wieloosiowy stan pelzania, Zatem zgodnie z trzema wyZej omo-
wionymi feoriami pefzania sktadowe predkosci odksztakcenia: osiowa &,, 1 obwodo-
wa &g, wystepujace w réwnaniach (1.3), mogg byé wyrazone nastgpujaco [8 1 9],

W feorii Misesa-Misesa i-teorii Treski-Misesa dla wzmocnienfa zaleZznego od
odksztalcenia - '

1 m—m w1 1 1 m—m m—1 1
(] 9) axc:n'lA m 7, mog om (Jx _ __2_ 0,9) , 3eczmA m o, H Scem oy _i'a‘x);

dla wzmocnienia zalefnego od czasu
1

. 1
?o‘ﬂ), 2 —~mAG" 1r’" 1(@"‘*;0}),

(1.9;) éxc:on.g—l g1 (O_x_.
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gdzie o, 1 &, oznaczaja efektywne naprqzeme i efektywne odksztaiceme pelzania
i sa opisane nastgpujacymi zaleZno$ciami:
w {feorii MISESB.-MISCSB.,

(1.10) 0.={0i~a, 0T, 8= (62, +Excboctep)t?;

;/3
w teorii Treski-Misesa
, 2
(110 ) ae=Max {ng!: [Ux—ﬂ'oi, ]Jﬂl}s Ec‘e:? Max{l25xc+£ncl= igxc'"eﬂcla EZEac"!“ﬁ‘xci};
w teorii Treski-Treski |
0 > op>00 & =0, £4,=0: oo, >01  £.,=0, &=}
(111) G, >0>ay: éxc:cx 8-002—(,‘; Uﬂ>0>0.x: éxcz -G éﬂczc;
0>Ux>06: é.tc=0= éOc: —C, 0>00>G-x: éxc= —-c, ét)c:O:

gdzie dla wzmocnienia zaleinego od odksztalcenia

1 H m—1

{1.12) ) c:mAT‘o*:' e ™
a dla wzmocnienia zaleznego od czasu .
(1.12) . c= mAa"t"’ t

oraz gdzie o, 1 &, maja postad

1
=Max{!axi, IO'x—U'els Eaﬂj}ls sce:‘?MaX {128x0+£8ci3 ngc_aﬂcla [2393+8x(:i} .

2.2. Réwnania wyjéciowe w przemieszezeniach. W dalszych obliczeniach i dyskusii
rezultatéw wygodnie jest wprowadzi¢ okre§lone wezedniej (por. str. 631) zmienne
bezwymiarowe. Ciénienie p z definicji jest dowolnym ciSnieniem, a « parametrem

ass I
7 E‘]{ys 2. Siatka ]ednowymlarowa

okreslajgcym ksztalt kolowo-walcowe] powloki [14]. Nastgpnie pokryimy oé &
jednowymiarows siatka o skonczonym przedziale g fak, jak to pokazano na rys. 2
i zastgpmy pochodne przez zwykle okre§lone niZej réZnice Srodkowe [15]:

(d@) 1 )
v i—?g‘(@tﬂf"@z—ﬂﬁ“o(g ),

d
(d‘*qs
i

d*d 1
(1.13) Ty ‘:?(@1+1”*2@:'4*@1‘—1)—3‘0(82):

1
)-“g‘t (¢i+2_4q§i+ 1+6®t“4¢i—1+¢i-2)+0(‘g2)’
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gdzie wskaznik 7 odnosi sie do warfoéci funkcji w punkcie ¢=ig. Wplyw bledu
obcigeia O(g?) pa wyniki numeryczne moze by zbadany przez jednoczesne prze-
prowadzenie obliczen dla réZnych wartosci g i poréwhanie ofrzymanych rezulfatéw.
Zatem zwigzki powyisze prowadza do nastepujacych zaleZnoéci:

1) réwnan réwnowagi (1.1)

(’}x)en _(;Ix)l—1 =0,

(1.14) V3a—v

a’g?

{(mx)x+1 2(mx) +(mx)i 1}‘5’(??3)1—17

2) wzordw na skladowe odksztalcenia petzania (1.9), (1.10) i (L.11).
Teoria Misesa-Misesa i teoria Treski-Treski dla wzmocnienia zaleZnego od odksztal-

cenia prowadzi do wzorow
n—1
wm n—m mi—1

7 R 1
(Bl m(EA)™ (-’;—) (S " (Eed " [(Sx);-—;(sa)i],

n—1

. 1 p”a m e m—3
(Eﬂc)i:m (EA) " (k) (Se)i " (Ece) " [(Sﬂ) (Sx)l]s

(1.15)

dla wzmocnienia zaleznego od czasu

Aot i— L

. P 1
(Exc)i:n? (EA) (h) (Se):‘_‘_l tmﬁ 1 {(St)l - ? (Sﬂ)i] ’
(1.159 i
. p"a- n—1 » 1
(Egc)i=m(EA) I (S em= L (Se): — X (S: ],
gdzie w teorii Misesa-Misesa
2
(L16) Se=182 =8, 8¢+ 852, Eo=—p= ") (B2 Ao FgotER)';
a w teorii Treski-Misesa

(S2)e=Max (IS, 65— (Solil, [(Sl} »

(1.16')
(Ece)x T M&X{IzlExc) +(Eﬂc) | I(Exc)l (Eﬂc) ! I? (Eﬂc) +(‘E‘CC)EI}

Teoria Tresk1—Tresk1 prowadzi do wzordw
S >S0>0 (Exc)i_cn (Eﬂc) 0

Se>8,>0:  (F.i=0, (Fp)i=C);
S>0>8y:  (Ex)i=Ci, (Bodi=—Ci;
Se>0>8 . (Eudi=—C, (B =C;

08>8 (=0, (fadi=—Ci;

055> 8 (= —Co (Eadi=0,

(1.17)
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gdzie dla wzmocnienia zaleznego od odksztalcenia

n—1

P

hm—1

) ’ 1 pa m e m—1
’ Ci-'_—fﬂ(EA) " —h— (Se).gm (Ece)i " )

a dla wzmocnienia zaleznego od czasu

-

p n—1 )
c;=m(EA) (T) (St
oraz '

(Se)i=Max {l(Sx)iL | (Sx)i —(Se)ls I(SB)LJ} 3

1
(Ecek :“i“ Max { !2(Exc)i+l(E9c)i! 2 (Exedi—~ By, 12 (Eec)f+(Exc)il} .
3) Sktadowe odksztalcenia (1.2)

Via—y 1, o
7. ’O,_ggz Wi —2W+Wi_y,

1 )
" .x = .H—l_ Ui—i -
(1.18) (Eh g(U _ )

(Eﬂ)i: - W: .

.4) Sktadowe napreZenia (I1.4)

) 1. . Vig—) 1
(8= 42 [E(UHL_ULJ— 5 ?ngg ®
X(W!H;ZW;'JFWiOTT-VW:]_I_—[VZ [(Exc)1+V(Eec)a]s-
(1.19) —
. . v . V3=
(S = 1—v2 l_Wi+E(Ui+1_ Ui—1)— 2 wig? *

x(Wip 1 —2W W) 7?] = m (Fochi +y(Eei] -

5) Skiadowe sily membranowej (1.5)

. 1 1 . . . 1 .
(”x)i"_ﬁ [”g" (Uis1— Utj—l,)_VWI] "'m O,

{1.20)
1

. v -
2 [_WE_I_E(UHJ_IUE})]MW—RE ,

(76 1y

gdzie

1 1

W20) = [ [EetvUadldn,  Re= [ Kadrbr(Boddn.

—1 : -1
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6. Skladowe momentu gnacego (1.6)

. 1 1 . . . o 1 .
. (771‘_\')1' 4]/3 (1 2)0 gz (Wi+1 2W5+Wi—1) 4(1 —VZ) Fi,
{1.21) ; L :
(11); = T VAo (1 2 g (F’KH 2Wf+We_1)*m Gy,
gdzie
1 ' Y
(121 ’) 715‘1' - f {(EIC)E_I_V (Eac)i] 77 d’?: f {(Eﬂc 4‘!_1’ (Exc) ’7 d}?
_1 —1

Z rownowagi statycznej w kierunku osiowym sﬂa osiowa (n,), moze byé okreslona
Jjako réwna zeru (koniec ofwarty) ub 1/2P (koniec zamkniety). Zatem réwnanie
réwnowagi (1.5) wraz z réwnaniami (1.20) i (1. 21) prowadzi do nastgpujqcego ukiadu
réwnai réznicowych:

. . . 1,
E(Ui+1_in])_VWi:(1—'V2) ,u_-l-?Qi

{gdy p=0, koniec otwarty; gdy u=1/2P, koniec zamkniety),
1—12
4

V3ia—» 1 o -
4 “2g? (Fi+1‘"2Fi’i"Fi~1)+7 R 1.

LR . . 1 , . .
(1.22) ;(UrH—qu)“Wi_ @(M+2“4Wi+1+6wi"

_'4ng1‘§‘ Wi—2)2(1 _VZ)P'}T[

‘Warunki brzegowe (1.22) sa nasfepujace:

brzeg zamocowany
E=0; l;r():Oa Url"“[.f—1=oa Wl—W~1=O» WZ—W_Q_:O,
{1.23) . . , :
{=1:  Wy=0, W1 — Wy =0;

brzeg swobodnie podparty
€=03 (}0—_-0, [}1+l}%1=0, WJ“'W—1=01 WZ_W—2=O:

(1.23) . .
521: WNmO, (mx)N=0.

Ostatni zwiazek (1.23) moze byé réwniez wyrazony w postaci

3 2F0
VU—T“g

Réwnania (1.22) wraz z réwnaniami (1. 23) sfanow;a,_, uktad liniowych réwnas
© (2N+-1) zmiennych U; (i=1,2,. NI W (i=0,1,..., N—1, N+1), ktére
moga byc napisane w posfaci macwrzowc_]

{1.24) : AX(N=B().

'(] .23 ,) WN+1 - WN,,.
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Wyrazenia na A, X (¢)i B (¢) sa podane w Dodatku T na stronie 673. Poniewaz ma-
cierz A nie zalezy od czasu, przeto X (¢) w dowolnej chwili f moZe byé otrzymane
przez mnoZenie B (¢) przez macierz odwrotna do macierzy A pod warunkiem, Ze
byla ona znama na poczatku obliczen.

W szczegblnym przypadku dlugich powlck walcowych stan odksztatcenia w ich
czgiel Srodkowej jest réwnomiernie roztozony w kierunku osiowym. W rezulfacie
fa czed¢ powloki moze by¢ {raktowana jak diuga cienka rura kolowa, dla ktérej
mozna ofrzymaé rozwiazanie w postaci zamknigte]. Na przyklad dla walea z
konicami zamknietymi sktadowe naprezenia maja postad

(1.25) S.=1/2, S,=1,

a zafem ugigeie w czasie ¢ prowadzi do nastgpujacych rozwiazan:
w feorii Misesa-Misesa
n41

wo ek ) ol

w teorii Treski-Misesa

I L

{1.26") W= — 1—?1’+ 4 (EA)T o
w teorii Treski-Treski

S =

3. Metoda obliczen

Pierwszym. krokiem obliczen numerycznych jest okre§lenie odkszialcen spre-
zystych, odpowiadajacych danemu ciénieniu. Odksztalcenia te stanowia warunek
poczatkowy dla dalszych obliczen. Réwnaniami wyjéciowymi dla stanu spreZystego
moga byé réwnania (1.8)~(1.24), o ile wyrazy zawierajace predko$é pelzania
przyjmiemy za réwne zeru i opuscimy kropki nad poszezegdlnymi symbolami.

Predkose pelzania w pewnej chwili ¢ moze by¢ obliczona ze zwigzkdw (1.15) -
(1.17) ze znanych w poprzedniej chwili wartodci naprezenia i odkszialcenia pelzania.
W rezulfacie U; i W, sa okre§lone wzorami (1.23) i (1.24). Wykorzystujac te wartofei
predkosci pozostalych zmiennych otrzymuje sig z zaleznosei {1.18) — (1.21). Zatem
poszukiwane funkcje w kazdej nastgpnej chwili # moga byé okreslone droga nume-
rycznego catkowania wzgledem czasu znalezionych uprzednio ich predkosei.

W chwili t=0 (tzn. gdy £..=0) predkosé pelzania przyjmuje jednakze warto$c
nieskonczona, co jest widoczne bezpodrednio z rdwnan (1.15) - (1.17), 1 wyZej
opisana procedura upada. Celem muniknigcia tej frudnodci wybieramy szczegdlnie
krotki pizedzial czasu 0<{#<C#, bezposrednio po obcigZeniu i w fym przedziale
obliczamy przyrosty poszukiwanych wielkosci catkujac réwnania wyjSciowe zamiast

" Rozprawy Inzynierskic — 9
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wyznaczad ich predkosei. Jesli przyrost napreZenia w tym przedziale czasu jest dosta-
tecznie maly w poréwnaniu do warto$ci naprezenia w chwili t=0, fzn. taki, Zze mo-
zemy przyjaé stala wartodé naprezenia, to przyrosty odksztatcen petzania moga byé
obliczone przez catkowanie réwnan (1.15) oraz (1.17) i wyraZone mezalezme od
hipotez wzmocnienia w sposéb nasfepujacy: :

w teorii Misesa i teorii Treski-Misesa -

ﬁa a—1 X
AExcz(EA) ’F Sg(, Afm Sﬂ{) »
(1.27) sayit | 1
ecf(EA) ( ) Sg;l A™ (Seo - ? Sxo) P

gdzie w przypadku teorii Misesa-Misesa
(1.28) , Soe=1{850—Sxo Soo+S§o)”2
a w przypadku teorii Taeskl—Mlsesa

(1.289 Soe=Max {|Ssol 1Sxo=Sa0l, S0l -

[N

W teorii Treski-Treski (tzn. gdy Syo<So<0) 7

A r-1 )
(1.29) AE =(EA) (?) oe iy AEe=0,

gdzie .
SOx:MaX {ngUL |S.\'D_SHO‘! |SGO‘} -

W powyzszych wzorach S, i Spo oznaczaja poczatkowe wartoéci naprezenia.
Pozostate zwigzki, tzn. (1.18) - (1.24), réwniez powinny by¢ scatkowane wzgledem
czasu, ale formalnie pozostang one niezmienione. Zatem przyrosty pqsiukiwanych
wiclkoéci moga by¢ obliczone z réwnan (1.18) —(1.24) w sposob analogiczny
do przytoczonego wyzei, o ile tylko zwigzki (1.15)-(1.17) zostana zastapione
zwiazkami (1.27) — (1.29). W obliczeniach numerycznych przeprowadzonych w tej
pracy przyjeta warto§é fo=10"3 godzin okazala sig wystarczajaco dobra.

Numeryczne catkowanie wzgledem czasu wyzej wspomnianych predkosci po-
szukiwanych wielkogel wykonano metoda Runge-Kutta-Gilla [16], a réwnania
(1.20") i (1.21") rozwigzano wykorzystujac regule Simpsona [16], dzielac przy tym
grubos¢ powloki na dziesigé réwnoodleglych przedziatéw. Powyisza procedura poste-
powania zostala zaprogramowana w jezyku FORTRAN IV, a wyniki uzyskano
w podwdjnej precyzji (13 bitéw) na maszynie cyfrowej HITAC — 5020E na Uni-
wersytecie Tokijskim. Program zawiera okoto 71 000 slow w przypadku g=1/25,
a czas obliczei przykladowo wynosit okofo 150 sekund w przypadku powloki
«.=2%, path=15 kG/mm?, przy zatoZeniu teorii Misesa-Misesa i hipotezy wzmocnie-
nia zaleZnej od odksztaicenia w przedziale czasu (0, 120) [godz].
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4. Wyniki numeryczne

Tako przyklady numeryczne zostaly rozwazone dwa nastgpujace przypadki:
swobodnie podpartych kolowo-walcowych powlok z zamknigtymi koncami (u=
=1/2P), wykonanych z 0,159 stali weglowej. Przyjeto temperature réwna 450°C.
W przykiadzie pierwszym zostat rozwiazany numerycznie problem pelzania powlok
o parametrach a=7 i a=27 dla czferech wartoci stalego ohciazenia zmieniajacego
si¢ od pafh=3 kG/mm?* do 20 kG/mm?2. W drugim przykladzie przyijgto skokowo
zmienne obecigZenie pafh=7,5, 10 i 12,5 kG/mm? powloki «=2n i teorie Misesa-
Misesa. Parametry a=n 1 a=2n odpowiadaja odpowiednio krétkieji diugiei powlo-
ce, a pafh jest réwnowazne naprezeniu obwodowemu w dhigich cienkich rurach
kotowych.

Przyjeto nasfepujace stale mafenalowe

E= 18000 I{G/mm v=0,3, 4=4,36%10"" {kG/mm 486 godz ~O218, .
) m 0218 n=4,66, ‘ '

ktore zostaly otrzymane z proby na pelzanie dla wyzej wspomniane] stali.

Blad powstaly z zastapienia pochodnych §rodkowymi réznicami skofezonymi
jest rzedu g?, gdzie g=1/N [15]. Rdznica w wynikach numeryczaych miedzy g=
=1/25 i g=1f50 jest. mniejsza niz 0,2% dla powloki walcowe] a=2xr i pajh=15
kG/mm?, Zatem przedzial siatki g=1/25 jest praktyczme dopuszezalny i byl przyjmo-
wany w dalszych obliczeniach. :

Btedy wynikajace z numerycznego calkowania metoda Runge- Kutta—lela 59
proporc;onalne do At® (Ar jest przyrostem czasu)'i sa o wiele mniejsze niz- bledy
wynikajace z metody rdznic skonczonych W obliczeniach przeprowadzonych w tej
pracy warto$é przyrosiu Atr Jgst wyspecyfikowana tak, _aby wartosé W w punkcie
&=0 mogta w tym przedziale czasn wzrastaé o pewna stalay warto$é (tzn. 1/K) po-
czatkowe]j warto$ci energii spreZystej W, Wyniki obliczert dla K=30 i K=60 pokiy-
waly sig z dokladnoscxac do szdste] cyfry znaczacej w przypadku g=1/25, ¢=2x
i pajh=15 kG/mm?. Do obliczefi przyjeto zatem warto$é K= 30,

Gdy proces pelzania trwa dostatecznie dlugo, a odksztalcenia pelzania staja sie
dosy¢ duze w poréwnaniu do odksztalced sprezystych, predkodé naprezenia stopnio-
wo maleje i rozklad napreZenia dazy do vstalonege stanu pelzania. Dlatego fez
w niniejszych rozwazaniach obliczenia prowadzone sa do sfanu Max 6}t <10-7
godz ~1, a naprezenie stad otrzymane przyimuje sig takie, jak dla stanu ustalonego.
(tzn. dla t=oc0). Wyniki obliczen zostaly przedstawione na wykresach. Na przykiad
dla pafh=20 kG/mm? i teorii Misesa-Misesa powyzszy warunek jest spelniony dla
czasu ¢ réwnego odpowiednio 6000 i 4000 godzin w przypadku ¢=7 i «=2%, a sto-
sunki odkszialcent pefzania do odksztalcent sprezystych nie przekraczaja odpowiednio
201 15,

4.1. Powloki kolowo-walcowe poddane cisnienin wewnetrznemu, 1, Ro Zpatrzmy naJplelW
zagadnicnie na gruncie feorii Misesa-Misesa. Wyniki obliczed nume-
rycznych dla feorii Misesa-Misesa przy prayjeciu stalego cignienia sa przedstawione _
w tablicy 1 i na rys. 3-7. Linie ciagle i przerywane reprezenfuja odpowiednio
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Tabllca 1. Obliczone wartoscl EfiWoe/pa®, Eftlmaxipah § (Nglan/pa dla roznych czasdw (wg teorii
Misesa-Misesa)

(a) ==, palh = 15 kG/mm?

t(h)
0 0,1 1 10 100 -
ERWanax * — 0923 —1473 —1815 —2360 —3273 —
Tpat ok —1,484 1,835 —2,403 —3,324
Ehttmas * 01201  0,1234 01256 011299 0,1378  —
~pal o 0,1234  0,1254 0,1290  0,1358
(M- * —00818 —0,0662 —0,0610 -0,0559 —0,0517 —0,0454
“pah o —0,0644 —0,0583 —0,0527 —0,0486
(Mphnax * —0246 —0,0120 —0,0103 —0,0088 -—0,0077 —0,0054
" pah o —0,0116 —0,0084 —0,0059 —0,0057
{Ng)max * 1,073 1,057 1,051 1,046 1,042 1,036
oz * 1,055 1,049 1,043 1,039
(b) e=2n, pajh = 15 kG/mm
t{h
0 0,1 1 10 100 o
EhWrax # —0,905 1,392 —1,699 —2,201 3,027 —
pa® B --1,400 —1,712 —2,221 3,057
Ehttmgs » 0,1100 02211 01133 01157 01202 —
T pal wk 0,122  0,1140  0,1155  0,1193
(M uax * — 00822 —0,0678 —0,0629 —0,0577 —0,0537 —0,0483
" pah % —.0,0661 —0,0587 —0,0552 —0,0514
(Mpsax * —0,0247 —0,0131 —0,0105 —0,0091 —0,0080 —0,0058
" pan *E —0,0112 —0,0077 —0,0064 —0,0061
(Ng)max * 1,055 1,033 1,020 1,025 1,022 1,018
" pa % 1,03t 1,026 1,022 1,020

* Wezmocnienie zaleine od odksztalcenia
#% Wizmocnienie zalezne od czasu

wzmochienie zalesne od odkszialcenia i wzmocnienie zaleine od czasu. W dalszym
ciagu pracy ciénienie wewngtrzne p odgrywa rolg ciSnienia odniesienia f przyjetego
w definicji zmiennej bezwymiarowej. '

Na rys. 31 4 pokazana jest zmiana maksymalnego ugigcia i maksymalnego napreg-
zenia dla réznych wartosci pajh. Puste koteczka na osi rzedne] przedstawiajg warfosci
odpowiadajace odkszfalceniom sprezystym. Na rys. 3 réZznica miedzy wynikami
obydwu feorii jest mniejsza niz 3%. Naprezenie opmah/pe pokazane na rys. 4a
i 4b odnosi sie do powierzchni z/h=—1 odpowiednio W przekrojach 2x/{=0,4
do 01 od 0,7 do 0,6. Zmiang miejsca wystgpowania naprezenia maksymalnego
w czasie moZna okredli¢é w spos6b przyblizony z rys. 6 1 7 oraz z fakiu, Ze ngpak




Ethax/paz
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i MISES-MISES
,_.-r-""""' =]
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(/ b
/ Wemocnienie zalezne od odksrhatcenia
) 7 o Wemaenienie zalezne od czasu
4
4
iy
A e A N MO |
o :__;___.L___;_;:_-.::-':‘——“"’ 15
e
-2 /
SRV .S S SR S _
g s (L. 1
a 20 49 &0 80 400 12D
th)
2
Eh;’max/pa
i
M'—-——‘
=
Qo= /’?Jv:w[kG/mmz] MISES-MISES

|
|

—a |

——Wrmotnienie zaleine od odkszietcenta
w ——— Wemacnienie zalezne od czasy

: TN DR W S
e — ]
e —
o /
e
-2
( . ’ID__ ~ 3 —
e e : :
ﬂ i K o 60 00

Rys, 3. Wykres maksymalnego ugigcia

[543]
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(,(-{E)Hux h/p[t

: d i
o=n ‘ MISES—MISES |

pa/h="5[kG/mm*]

e

\'* 15 -
- e —_—ee
" 464 ' 20 —
Wzmecnienie zaleine od odkszlalcenia
— ———Wzmocnienie zaleine od czasu
100
0 70 A 50 a0 100 120
t{h)
(Ge)maxh/ pa I

=27 MISES - MISES

AAZ, [ omnmme— e g—L

ﬁa/nig[ksﬁnqﬁj

1,08 — “"‘L’—'i L

wzmocnienie zalezne od odksziatcera
\ , ———— Wazmuocnienie zalezne od czasu

> \-,:':_“‘- 40 J—h—_‘——r—j_ ] T
[ C SN NN N PR NS P
4m¥ ] : __wfyﬂﬁg__I:J__ﬂg::;
AN e
N -
T C ___‘20 1
4,030 20 40 6t 00 » ;2)0

Rys. 4. Wykres maksymalnego naprezenia

wykazuje prawie taki sam rozklad, jak M, [pah, lecz jego wielkos¢ wynosi od jedne]
trzeciej do jednej dziewigte] wartoSci M, [pah.

Zaczernione kotka na osi rzednej oznaczajg maksymalne naprezenia w ustalo-
nym stanie pelzania. Zauwazmy, 7e maksymalne naprezenia w powlokach walco-
wych e=n i a=2m sa w przyblizeniu o 5% i 3% wigksze nawet w stanie usfalonego
pelzania niz w rurze cylindrycznej, dla ktérej zawsze mamy o, hfpa=1,0. Na rysun-




Ehw paz

T 3

_________ . o : - MISES—MISES
37 - o=
5 —= %
t=100h \
ANNE
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kach powyZszych mozna rowniez zaobserwowaé zaleznoSé predkoéci malenia
09 maxf1/pa 0d wielkosci cignienia wewngfrznego i geometrii powloki. Réznica migdzy
linig ciagla i przerywana na rys. 4 wynosi mniej niz 0,5%.

Rozkiad Ehwipa® w przypadku pa/h=15 kG/mm? jest pokazany na rys. 5.
Krzywe 1=0 reprezentuja spr¢iyste ugiccie w chwili obcigZenia, 2 kétka na osi
rz¢dnej sa wartodciami obliczonymi z réwnania (1.26") dla 1=0; 0,1; 1; 101 100
godzin. Widzimy wige, ze ugigcia w Srodku powloki w=7 sa w przybliZzenin 15%
wigksze niz w diugich cienkich rurach. Z drugiej strony w powlokach «=27 kétka
pokrywaja sig¢ nie tylko z wynikami rozwiazania spreZystego, lecz réwniez z rozwig-
zaniem teorii pelzania, opartej na hipotezie wzmocnienia zaleznego od odksztatce-
nia z dokladnoscia rzgdu 1. Zgodnie z wynikami dla a=2n, tzn. rys, 6b i 7b,

No/pa
12 T
% MISES—MISES
40 ‘ %
o= ' .\
08
pa/h = 15 [kG/mm?]
05
02
Wzmacnienie zaleine od odkszlatcenia
~———Wzmocnienie zaleine od czasu
a2
1
0 02 04 06 T oa 10
2%/l
+Ng/pa
12 — [
| MISES—MISES
e
40 == ;
o= .t.___ Uh
98 : e Y NN
_ I3 10
pa/hi=15[ki/mm?]
06 : .
04 [~ . .
Wzmocnienie zaiezne od adkszlatcenia \
~———Wzmacnienie zulene od czosu
62| .
¢ az 04 08 a8

; 40
2%/t
Rys. 6. Rozklad sktadowej obwodowej sity membranowej
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frodkowa czeié powloki znajduje sig prawie zawsze w stanie naprezeni obwodowych,
W konsekwengji fakt pokrywania sie¢ wynikdw rozwigzania Scistego (1.26") z odpo-
wiednimi wynikami obliczefl numeryeznych potwierdza dokladno$é prayjetej pro-
cedury obliczen. Maksymalne ugigcia w powloce «=2n wystgpuja w przekrojach
2x/l= 0d 0,55 do 0,65 1 s3 okolo 109 wicksze niz obliczone ze wzoru (1.26°). Nalezy
-podkreslic, ze te obszary maksymalnego ugigcia nie moga byé pomijane przy pro-
Jektfowaniu konstrukcji. _

Rozklady Nyjpa i M./pah w przypadku pafh=15 kG/mm? sy pokazane na‘rys.
61 7. Maksymalne wartosci Ngfpa dla powlok a=n 1 «=27 sa, nawet w ustalonym
stanie pelzania, w przyblizeniu o 2%, wieksze niz warto§é¢ Ny/pa=1,0 dla dingich
rur kolowych przy pominigeiu efekfu obydwu korfcdw. Warto$é Ngfpa nie znika
w przekroju 2x/l=1 wskutek wysfgpowania sily osiowej. Z drugiej strony M, /pak
osigga znaczna wartosé jedynie w otoczeniu podpartych koncdw, a na przyklad
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w érodkowej czesci powloki w=2n mozna go pomingé. W przypadku n= M. /pah
znika w przekroju 2x/I=0 w powloce a=n i w przekrojach 01 0,5 w powloce
a=27n [14]. Dlatego tez latwo zauwazy¢ z rys. 7, Ze w procesie postepujacego pelza-
nia efekt swobodnego kodca oddzialuje w szerokim przedziale, Réznice migdzy
liniami ciaglymi i przerywanymi ma rys. 6 1 7 wynosza mniej niz 3% i 6%,
Z rys. 61 7 mozna réwniez zaobserwowaé, Ze zmiany w rozkladach sily mem-
branowej momentu gnacego sa dosyé szybkie w pierwszych kilku godzinach,
a maksymalne wartosci zmieniaja sig w clagn 10 goduin okolo 6079, ich cal-
kowitych wahan. '

Na zakoticzenie podajemy rys. 8 1 9, kidre ilustruja prayklad rozkladu naprezen
w strefie drodkowej. Nalezy zwrdcié uwage, ze rozklad naprezen w poszezegdlnych
przekrojach wykazuje w sfosunkowo krdtkim czasie znaczng tendencje do rozkladu
rdwnontiernego.

2. Teoria Treski-Misesa i Treski-Treski. Niektdre z ofrzymanych wy-
nikéw numerycznych dla powloki =2z dla teorii Treski-Misesa i Tresli-Treski
s przedstawione na rys. 10— 12. _

Rysunek 10 pokazuje rozktad ugigeia ofrzymany na podstawie £ych teorii w przy-
padku palh=15kG/mm?. Male kétka na osi rz¢dnej odpowiadajg jak poprzednio
rozwigzaniu Scistemu dla diugich cienkich rur (1.26") i (1.26'"). Chociaz wyniki
dla teorii Treski-Misesa (rys. 10a) wykazuja podobny charakter jak dla teorii Misesa-
Misesa, to jednak wartodci otrzymane wedlug pierwszej teorii sg okolo 4077 wigksze.
Réznica migdzy hipoteza wzmocnienia zaleinego od odksztalcenia i hipofeza
wzmocnienia zaleznego od czasu wynosi mmniej niz 29, a wartosei w $rodko-
wej czgscl powloki pokrywaja sig prawie catkowicie z wynikami dla dhugiej rury
(1.26). '

Z drugiej strony w §wietle wynikdw teorii Treski-Treski miejsce wystgpowania
maksymalnego ugi¢cia zmienia si¢ znacznie z uplywem czasu. W szczepdlnosc
maksymalna warto§¢ ugigcia, otrzymana przy przyjeciu hipofezy wzmocnienia
zaleznego od odksztafcenia, znajduje si¢ w $rodku powloki po czasie 100 godzin.
Roéznica miedzy linia ciagly i przerywana wynosi mniej niz 3%, ChociaZ ugigcie
srodka powloki pokrywa si¢ z wartodeig (1.26'") dia t<0,1, fo jednak z czasem
réznica fa sic powieksza. I dlafego zgodnie z feorig Treski-Treski obszar, w ktrym
oddzialywuje zaburzenic kofica powloki, wzrasta w czasie postgpowania pelzania,
a rozklad odksztalcenia staje si¢ podobny do rozktadu dla powloki e=n, pokazane-
go na rys. 5a. Maksymalna warto$C ugiecia w tym przypadku jest wigksza o okofo
80% i 40% od odpowiednich wartosci ofrzymanych na podstawie teorii Misesa-
Misesa i Treski-Misesa.

Odnoénie skladowych przemieszczenia osiowego, sily membranowej i momentu
gnacego wykazano, Ze teoria Treski-Misesa daje podobne rozklady i prawie takie
same wartodci jak teoria Misesa-Misesa. Jednakze w przypadku teorii Treski- -
Treski wplyw brzegu swobodnie podpartego na rozklady tych wielkoscl dat sig .
réwnieZ wyrazZnie zauwazyc. e
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Rysunki 11 i 12 przedstawiaja z kolei pordwnanie frzech teorii pelzania na przykla-
dzie zmiany maksymalnego ugiecia 1 maksymalnego naprezenia. Jak widac z rys. 11
oraz z wynikéw numerycznych Whala dla wirujacych krazkow [11 i 12], teoria
Misesa-Misesa daje mniejsze wartodei odksztalcenia niz feorie Treski-Misesa
i Treski-Treski i dlatego znajduje sig po stronie niebezpiecznej. Nafomiast odnosnie
maksymalnego naprezenia teoria Misesa-Misesa daje wigksze wartosci niz pozostale
teorie (rys. 12} i dlafego jest po stronie bezpieczniejszej, co jednak nie pokrywa sig
z badaniami Wuara [11]. Widzimy wiec, Ze trudno jest wyciagna¢ bezposrednie
wnioski odnodnie wyboru wiasciwe] teorii petzania przy projekfowaniu konstrukcji
na pelzanie, .

Nalezy zaznaczyé, Ze przy projekfowaniu na pelzanie oprdcz stanu naprezenia
znajomosé stanu odksztalcenia jest réwniez bardzo pozadana, a znaczna réznica
migdzy stanem odkszfalcenia, otrzymanym wedhug teorii Misesa i Treski wynika
z wysoce nieliniowego.prawa pelzania. Zafem roznica migdzy feoria Treski i Misesa
posiada wieksze znaczenie wteorii pelzania niZ w teorii plastyczno$ci, gdzie okresle-
nie stanu naprezenia badZ no$noéci granicznej odgrywa powazna role. Zafem mo-
dyfikacja clementarnej teorii wydaje si¢ by¢ wainiejsza w teorii pelzania niz
W teorii plastycznodci. ' _ '

4.2. Powloki kolowo walcowe poddane zmienneﬁm ci$nienin wewnetrzneme. Mimo OCZy-
wistego faktu, Ze hipotezy ‘wzmocnienia zaleZnego od odkszialcenia i od czasu
daja rézne rezultaty odnosnie stanu naprezenia, to jednak prac poswigconych
ilo§ciowe] téznicy migdzy tymi hipotezami 1 dotyczacych podstawowych problemow
inzynierskich jest zaledwie kilka. Sfad fez w 1 czeSci pracy zilusfrowaliémy tg
roznice na przykiadzie swobodnie podpartych powlok kotowo-walcowych, poddanych
cisnieniu  wewnetrznemu wykorzystujac teorie Misesa-Misesa, Treski-Misesa
1 Treski-Treski oraz wykazali§my, Zze wyniki otrzymane dla dwéch hipotez wzmocnie-
nia réznig sie w kazdym przypadku o mniej niz o kilka procent.

W celu zbadania réznicy miedzy wyZej wspomnianymi hipotezami wzmocnienia
w przypadku zmiennego obciazenia w rozdziale tym zanalizujemy ponadto problem
petzania kolowo-walcowych powlok poddanych zmieniajacemu sig skokowo cisnie-
nig. Posluzymy sie teoria Misesa~-Misesa. . ‘

Otrzyrhane na przykiad wyniki dla powloki =2, sa pokazane na rys. 13a
i 13b. Cisnienie wewngfrzne zmienia si¢ o pa/h=2,5 kG/mm? w chwilach t=24
godziny | t=48 podzin. Latwo zauwazyé, Ze roinica migdzy wynikami dla wzmoc-
niénia zaleznego od odksztalcenia i od czasu wynosi okolo 209 i 409 dla wzrostu
ciSnienia odpowiednio o 25% i 50%. Jednakze w przypadku spadku cisnienia o t¢
sama wielko$é réznica wynosi mniej niz 10%. W szczegblnoéci dla chwilowego spad-
ku obcigZenia pokazanego ma rys. 11b rézZnice migdzy wynikami obydwu teoril
mozaa prawie pomingé. Poniewaz réznica ta moze zaleze¢ od czasu i od wielkosci
zmiany napreZenia, to (odwohuyjac sig do istotne] wlasnosei hipotezy wzmocnienia
méwigcej, ze w przypadku skokowego wzrostu obcigZenia hipoteza wzmocnienia




Wmux/a ) T ]

MISES —MISES

,25,(40’_5 . . . O S . SN I ¢

-0 I

ot

Wzinacnienie zafeine od odkszlateenia
= ——= Wzmocnienie zieine og czasy

=5 . — — - . - . -}

0 20 a0 0 &0 woT 10

ih)
M/ Q. I - -
MISES - MISES
125c10° - — - L.
a=27, //’
|
0.0 i /| } J
25— i‘ ; |
= - . —
pa/h=10{ks/mm?] - {_L___ _____ -—’Q——."“ T
1 R — | |
F— r 10
Ta /1006 i’ ] = |
50 - : -
Wzmocnienie zalezne od odkszintcenia
———— Wzmocrienic zalezng od czasu

25

i 70 a0 &0 80 400 420

th)
Rys. 13, Wykres maksymalnego ugigeia w przypadke zmiennego cidnicnia wewngtrznego
‘ [653]




654 ’ SUMIO MURAKAMI

zaleznego od odksztalcenia daje zawsze wigksze warfofcl odkszialced niz pozostale
hipotezy) mozna wyciagnaé wniosek, Ze rdznmica ta jest fym wigksza, im pdZniej-
sza jest zmiana obcigzenia. Odwrotny wniesek zachodzi w przypadku spadku
obciazenia,

5, Whioski

Analiza przej§ciowego pelzania kotowo-walcowych powlok poddanych ciénie-
niu wewngirznemu przeprowadzona zostala na podstawie dwéch hipotez: wzmoc-
nienia- zaleznego od odksztalcenia i wzmocnienia zaleznego od czasu. Przyjeto
feorie pelzania typu Misesa-Misesa, Treski-Misesa, Treski-Treski oraz potcgowe
prawo pelzania. Zatozono, Zze odksztalcenie calkowife jest suma czefei sprezystej
i czeci pelzania. Réwnania réwnowagi zastapiono odpowiednimi réwnaniami -
réznicowymi wzglegdem predkosci przemieszezeri. Rozwigzanie powstalych w fen
sposob jednoczesnych réwnah liniowych otrzymano droga numerycznego catko-
wania wzgledem czasu. Obliczenia przeprowadzono dla powloki wykonanej z 0,15%
stali weglowej i dla temperatury 450°C.

Pierwszy przyktad stanowily powloki swobodnie podparte o a=n (krétkie)
i e.=2x (dlugie) z zamknigtymi koficami, poddane ci$nieniu wewnetrznemu. Wyka-
zano, #e feoria Misesa-Misesa daje odksztalcenia mniejsze odpowiednio o 40%, 1 807
od teorii Treski-Misesa i Treski-Treski. Zatem modyfikacja feorii elementarnej
wydaje si¢ mie¢ dufe znaczenie w teorii pelzania, gdyz w projektowanin
na pelzanie wymagana jest znajomo$c nie tylko stanu napregenia, lecz rowniez stanu
deformacii, a réZnica migdzy wynikami ofrzymanymi na podstawie feorii Misesa
i Treski jest duZa ze wzgledu na nieliniowy charakfer prawa pelzania.

QOdnosnie naprezef maksymalnych moZna powiedzied, ze teoria Misesa-Misesa -

daje wigksze warto$ci niz pozostale teorie i z tego wzgledu jest po stronie bezpiecz-
~ nej. Réznica miedzy wynikami dla hipotezy wzmocnienia zaleznego od odksztalce-
nia i wzmocnienia zaleznego od czasu, mimo duzych lokalnych zmian napreZenia,
byla w badanych powlokach mniejsza o kilka procent. Maksymalne wartosci ugigeia
i skladowej obwodowej sily membranowej wystegpowaly w érodku powloki a=nx
i w otoczeniu podpartych koncéw w przypadku powloki =27 (z wyjatkiem rezul-
tatéw dla r=100 godzin uvzyskanych wedlug teorii Treski-Treski i wzmocnienia
zaleznego od odksztalcenia, gdzie warfosci maksymalne wystepowaly w érodkn
powloki, tzn. tak, jak dla powloki a=7) i byly od 5 do 10%, wigksze niz dla dhtugich
cienkich kolowych rur, dla ktérych efekt podpartych koficdw nie byt uwzgledniony.
Nalezy podkredlié, ze obszary maksymalnych wartodei sa bardzo wazne 7 punktn
widzenia projekfowania na pelzanie.

Jako drugi przyklad rozwazono problem swobodnie podpartych powlok a=2x
% zamknigfymi koficami, poddanych zmiennemu cinienin przy przyjecin teorii
Misesa. Skokowy przyrost ciénienia wewnetrznego od 2,5% do 50% powoduje
réZnicg migdzy dwiema hipotezami od okoto 20 do 40%. W przypadku spadku
cifnienia o te samg wartoéé rdznica byla mniejsza niz 10°%.
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CZESC Ti. USTALONY STAN PELZANIA POWLOK KOLOWO-WALCOWYCH

1. Wstep

W pierwsze] czeci pracy analizowali$my prrejéciowe pelzanie powlok kotowo-
walcowych obcigZonych ci§nieniem wewnetrznym i wyjaénilismy proces deformacji
az do stanu ustalonego pelzania, w czasie kférego predkosé pelzania maleje z uply-
wem czasu, a odksztalcenia sprezysto-plastyczne zmieniaja sig wraz ze wzrostem
odksztalceri pefzanja. Zgodnie z otrzymanymi rezultatami zmiana rozkladu napre-
zenia. w przypadku stalego obciazenia koficzy si¢ w stosunkowo krétkim czasie
i gdy odksztaicenia petzania przewyzszaja od 15 do 20 razy odksztalcenia sprezysto-
plastyczne, realizowany jest stan ustalonego pelzania. Stad fez analiza ustalonego
stanu pelzania jest réwnie wazna, gdyz obejmuje wigkszo$é catkowitego procesu
pelzania, w szezegdlnosei przypadek stosunkowo niskich naprezen.

Analiza ustalonego stanu pelzania w powlokach kolowo-walcowych, poddanych
cisnieniu wewngtrznemu byla ostatnio przedmiotem wiely prac [1}. Przeglad réz-
nych rozwiazaf przyblizonych tego zagadnienia zawarty jest w pracach [17 - 23],
Wirdd nich w szezegdlnodel zashuguja na wwage prace J. N, RABOTNOWA [26 i 27],
ktory metodami rachunku wariacyjnego znalazt rozwigzanie przyblizone dla swo-
bodnie podpartych i zamocowanych pdtnieskoficzonych powlok sandwiczowych,
wykonanych z materiatu podlegajacego warunkowi Misesa i polggowemu prawu
pelzania. Jego wyniki wykazuja duzq zgodno$é z rezulfatami J. M. WOLKOWICZA
[28], ktory stosujac bezposrednio metode kolejnych przyblizer otrzymat takie same
réwnanie wyjiciowe, Z kolei F. A. COZzARELLI, S. A. PATEL i B. VENKATRAMAN
[31] stosujac metod¢ iteracyjna analizowali podobny. problem zamocowanych
kotowo walcowych powlok sandwiczowych i wykazali, 7e wielko$é momentu gna-
cego spada w kierunku osiowym od maksymalnej wielkosci na koficu ZAMOCOWANym
bardziej gwattownie niz przewidywalo rozwiazanie M. P. BIENKA i A. M. FREUDEN-
THALA {19].

W cytowanych wyZej pracach zwigzek miedzy powloka sandwiczowa a powloks
o przekroju pelnym uzyskuje si¢ dzigki zatoZeniu, Ze obydwie powloki zachowuja
si¢ identycznie tylko w przypadiu stanu membranowego lub czystego zginanja
[26]. JednakzZe stan naprezenia w tych powlokach daleki jest od stanu membranowe- -
go lub czysto zgicciowego, kidre na ogdt wystepuja réwnoczesnie, Dlatego tez,
mowigce $cile, doktadnos¢ wyzej wspomnianego rozwiazania dia powlok sandwiczo-
wych jako rozwigzania przyblizonego dla powlok pelodciennych w ustalonym stanie
pelzania jest problemem nadal ofwartym. Czy zalogenie powloki sandwiczowe] jest
dobrym przybliZeniem czy nim nie Jest mozna stwierdzié rozwigznjae kazdy problem
brzegowy oddzielnie i poréwnaé go z rozwiazaniem §cistym. _

Trudnosci w analizie pelzania powlok z reguly wynikaja z faktu, ze skladowe
sily membranowej i momentu gnacego w powloce nie mogg by¢ wyrazone przez
znane funkcje proste, jak na przykiad skladowe odksztalcenia Tub predkosei od-
ksztalcenia. Przyczyng jest nieliniowy charakter zwiazku: napreZzenie-predkosé
odksztaicenia. W konsekwencji, wysilek autoréw wezeéniejszych prac prawie zawsze

Rozprawy Inzynierskie — 10




656 SUMIO MURAKAMI

ograniczat sig do tego, aby otrzymac pewne rozwigzanie przyblizone przez wprowa-
dzenie dodatkowych zatozef upraszczajgcych odnodnie powyiszego zwiazku fizy-
kalnego. Rozwigzanie §ciste rozwaZanego problemu nie jest dotad nane. Jesli
przyjaé jednak mate zaburzenia (przyrosty) skiadowych przemieszczenia zamiast
skladowych przemieszezenia catkowitego, podstawowe réwnania pelzania powlok
moga byé zlinearyzowane wzglgdem tych przyrostéw. Przyrosty przemieszczes
mozna juz latwo okiedlié Zzadajac jedynie, aby spefnialy réwnania podstawowe,
o ile oczywiscie przyblizone wartosci skladowych przemieszczenia zostaly przjrjgte
wlasciwie. Jesli powtdrzymy te procedurg rozpoczynajqd od wlasciwych wartosct
poczatkowych skladowych przemieszczenia, to wartosci przyblizone bgda dazy¢
do $cistego rorzwigzania rozwazanego problemu.

W tej czgéci pracy TozwaZany jest osiowo-symetryczny problem ustalonego
stanu pelzania cienkich kotowo-walcowych powlok. Przyjmuje si¢ wyZzej omdéwione
podejécie do rozwigzania stosujac teorig pelzania typu Misesa-Misesa oraz potggo-
we prawo pelzania. Obliczenia numeryczne zostaly przeprowadzone dla zamocowa-
nych powlok walcowych z otwartymi koricami. Ofrzymane rezulfaty zostaly poréw-
nane z wynikami CozZZARELLEGO 1 innych [31].

2. Rownania podstawowe

2.1, Zwiazki podstawowe. Rozwazmy ponownie cienka kolowo-walcowa powlo-
ke przedstawiona na rys. 1. Réwnania réwnowagi i zwiazki kinematyczne sg dane
nastepujgcymi zaleznoéciami [14], identycznymi jak w czgSei b

dN. d*M N,
@.1) 5 o
dx 0, dx* + a r
oraz
55 _du 4w W
22) 5 ae a2’ Y a

Zatozono, ze predko$é pelzania w statym jednoosiowym stanie napreZenia jest opisana
powszechnie uzywanym potegowym prawem pelzania

(2.3) e=ko".

Stwierdzono, Ze zwiazek powyZszy jest spefniony w ustalonym sfanie petzania dla
wiekszosci uzywanych metfall w wysokiej temperaturze DIzy wrzglednie niskich
naprezeniach [8 - 10]. Jedli przyjmiemy izotropig i nieScisliwo$¢ materiatu oraz
przeniesiemy zwiazek (2.3) na wieloosiowy stan naprezenia zgodnie z feoria typu
Misesa-Misesa, fo ofrzymamy nastgpujace wzory [89]:

3

3 : L
(2.4) . éfj:?ka_g#lsij’ O—e:(?‘sijsij) .

Na podstawie analogii HoFFa [33] powyzsze formuly sa podobne do nieliniowego
prawa sprezystego

3
(2.4’) Bij:“‘é“kﬂ':_l.f”.
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Gdy warunki brzegowe nie ulegaja zmianie w czasie, obydwa zwigzki (2.4)
daja takie same napreZenia, a stan odksztalcenia (2.4) otrzymuje sig odpowiednio
' przez zastgpienie predkosci odksztatcenia odksziatceniem (2.4"). Stad tez dla utatwie-
nia przeprowadzenia dalszej analizy wykorzystywaé bedziemy analogie z (2.49.
Zgodnie 7 zaloZeniem przyjetym przy wyprowadzaniu réwnaf (2.4), tzn. ze napre-
zenie efektywne i odksztalcenie efekfywne okreélone sa takim samym zwiazkiem
Jak naprezenie i odksztafcenie w stanie jednoosiowym, réwnanie (2.4") moze byé
wyrazone réwniez w innej postaci:

3
PoniewaZ stan odksztalcenia w rozwazanej powloce jest zasadniczo stanem
plaskim, nie znikajacymi sktadowymi tensora naprgZenia sg: napregzenie osiowe o,
i naprezenie obwodowe oy, kire na mocy (2.5) maja postaé

) 3 _1 1-—-n 2 ifz
(2.5) ' Su:?k e "oy, Se:(_eueu) :

4 _1 1-m 1
ax=—3—k et ey T8l

2
' 4 _ 1 1-w 1
(26) 092*3—16 "Ee " (£9+—2‘£x),
— 2 2 2
ae¥”]7§(8x +exepteg) .

Skladowe sity membranowej i momenfu gnacego, wystepujace w (2.1), sa bezpoéred-
nio-obliczone z {2.6): ' o

nl2 Hi2 !
@7 Ne= [ oudz,  Ny= [ oyiz,

—uf2 —kiz
oraz R

#l2 Kz
(2.8) M= f gyzdz,  My= fagzdz.

—hi2 —hf2
Jesli wprowadzimy zmienne bezwymiarowe okre§lone poprzednio, to réwnania
(2.1)~(2.3) i (2.6) - (2.8) mozemy przepisaé w postaci

31 &M |
(2.10) M= i, EF“@—T(%—I)EO

(jesli =0, fo mamy koniec ofwarty, jesli u=1/2, to koniec jest zamkniety);
R v 3 1 aw
(2'11) Ex_ dé: Z 0:2 ﬂ d(fz >

1—n 1—n
5] (). se(5e)
Sx: 3 e x 2 [ Se— ?Ee

2
o= (B REE,+ED;

Ey= -,

e )
(EG + 'Z_Ex) ’
.12
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o 1 2 1 !
2.13) mz;_{ Sedi,. narz—_[ Sodiy;
- o 1! |
(.2714) - mx:*4—_{ S dn, HIGZT_! Sgndrg_v.

2.2, Réwnania podstawowe w przemieszezeniach. JeSli podstawimy (2.13) do rdwnaf
" réwnowagi i wyrazimy skladowe sity memebranowej i momentu gnacego przez
skladowe przemieszezenia, to otrzymamy uklad nieliniowych réwnan rézniczkowych.
Jednakze, jak wynika z (2.11) i (2.12), skladowe sity membranowej i momentu gna-
cego nie moga byé wyrazone bezpo$rednio przez funkcje proste skladowych prze-
mieszczenia droga catkowania (2.13) 1 (2.14) i dlatego rozwigzanie analityczne
wyze] wspomnianego ukladu réwnan réiniczkowych jest na ogdl niemozliwe.
Fakt, ze powloki pelnoécienne w tego rodzaju problemach sg czesto aproksymowane
przez konstrukeje sandwiczowe, wyplywa gléwnie z tych przyczyn.

Dlafego tez aby ominaé te trudnosé przy rozwiazywaniu danych problemdw
brzegowych rozpoczynamy od whadciwej warfodci przyblizonej przemieszczenia
i wyprowadzamy zlinearyzowane réwnania dla matych przyrostow przemieszczenia
migdzy rozwiazaniem przyblizonym i rozwiazaniem dokladnym. Dokiadne sklado-
we przemieszczenia mogg by¢é wyrazome w sposéb nastepujacy:

(2.15) U=U*+T, W=W*+W,

gdzie U* i W* oznaczaja warfoSci m-tego przybliZzenia, a U, W sa malymi réznicami
odpowiednio migdzy U, W i U*, W*  Zatem je$li dane sa przyblizone wartosci
U*, W#, a wartosci U, W moga by¢é okreflone tak, aby ny, my, #11,, 1y wyprowadzone,
z U, W spelnialy réwnania rownowagl (2.10), fo tak otrzymane wartosci U, W
stanowia dokladng warrtoS¢ przemieszezenia. JednakzZe otrzymanie $cistego rozwig-
© zania dla U, W oznacza nic wiece]j niz rozwigzanie bezposrednio wyZej wspomnianego
ukladu réwnan nieliniowych, co jest na ogdl niewykonalne. Zlinearyzujemy wigc
wyprowadzone réwnania na U, W przez rozwinigeie ich w szereg w otoczeniu
przyblizonych wartoéci U*, W*. Wykorzystujac uktad réwnaf nieliniowych otrzy-
mamy przyblizona wartoéé U, W. Wartodel U, W rzedu aproksymacji m+1 otrzy-
mamy przez podstawienie otrzymanych wartosei U, W-do wzoru (2.15). Powtarza-
jac te procedurg dokladnoéé przyblizonych wartodci U*, W* mozZe by¢ sukcesywnic
zwiekszana. '

Zatem je$li podstawimy (2.15) do (2.11) - (2 14) i pominiemy wyrazy wyzszych
rzedéw dla U i W, to otrzymamy nastgpujace zaleznoSei:

dai 3 1 4&*w

(2.16) Ex=E:+2(7é‘—gﬁﬂdéz—)s Ey=Ey—W;

80 e 1Id2W
Sx= 8,21, & 4 ot e qer
@.17) i
40 31 d*W
Sy=St 2T e S T —

“ dg & o2l de
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» dv 1 P 31 W
n+“d£ 2 P W g e g
(2.18) - _ N
dt/ - 31 4*W
ne—ffowLQa“dE——“Qb mz"Qc—gé;;
1 ,du 1, 31 LW
=t g T g o g
(2.19) - ) -
+1G*dU—lG*- 31 4w
M= e Ty ety T T T g o2 Ve gt
Wielkosci EL, Ey, ..., M: sa okre§lone z réwnan (2.11) — (2. 14) przez zasfqpiénie
w nich Ui W przez odpoW1edn1e przyblizone wartosci U i Wrzgdu m I, I, .., G
sa funkcjami U* 1 W* i okreflone sa nastepujaco:
20— 2E24EF - 2
I:_[ ( ). e ¥ *]S*
3n . (E,)?*  2E,+E,
(2.20) , ]*_'[2_(1—n) 2E;+E, 1 ] .
“ L 3m 0 (ED* 2B -E S
=1 '
J*m[2(1—11) 2EC+E, 1. ] R
L 3 (B ' 2EItE,
| . .
21y - - .__;;[2(1—;;) 2E;HEY. 2 i:] N
T B TR G e

I,Jc:J;‘n;

:'-fjj"dn', p;‘: -f}qu, 1?:;'. flffd;g,'
o e

2.22) 1 | 1
Q= [Tidn, &= [ndn, 0= [71ldn;
—1 —1 —1 ’
. 1 1 .
F,=P}, F,= f]:ﬂd}], F= fI:?pdiy,
(2.23) iy - -1

_ 1 - 1
Gi=05 G= [Iindy, Gi= [Jindp.

Poniewaz (2.18)1 (2.19) sg liniowymi funkcjami & i W, fo podstawienie ich do réwna-
nia réwnowagi (2.10) prowadzi do ukladu réwnas réiniczkowych na U i W

- A0 1 31 W
(2.24) Py AW Pc a +l - =0,

“dE 2
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7 3 d?
R T
31 4 dau 1 « 31 &wW 3 1 d*ml
s déz'(F“ PR R ) (2 AT ﬂﬂ“1)=°-
Warunki brzegowe _dla powyzszych rownan sg nastepujace:
dla kofica podpartego
. _aw -
(2.25) =0, U:d_dj=0: E=1, W=m,=0;
dla konca zamocowanego
, _dw AW _
(2.25) £=0, UfAd—g;O &=1, Wﬁ%fo.
Na mocy (2.19) ostatnie réwnanie (2.25") moze byé zapisane réwniez w postaci
N 1 ,d0 v 3 1  &W
(2.25") [ x+2 a df IFb W'“"l_ﬁ_—;Fc de? ]§~1=

- Aby rozwigzaé powyZsze réwnania numerycziie, pokryjmy oé & jednowymiarowa
siatka o przedziale g=1/N (N jest liczba podziatu odcinka 0<C&<1) i zastagpmy
pochodne przez zwykle réznice §rodkowe [15]. Blad wynikajacy z przyblizenia
réznicami skoriczonymi jest rzedu g2. Zatem réwnania (2.24) wraz z warunkami brze-
gowymi (2.25) sprowadzaja sig do 2N-+3 ukladu réwhan liniowych na wielkodd
U,(i=1,2,..,N+2)i W, (i=0,1, ..., N—1, N+2) dajacych sig przedstawi¢ w naste-
pujacej postam macxerzowej R o
(2.26) o "~ AX=B,

- gdzie U, i W, sa wariofciami U i W w punktach &=ig. Symbole A, X i B oznaczaja
odpowiednio macierz wspolczyn_n}kow -wekfor-kolumng szukanych wielkoéci i staty
wektor. Dla zwigzlodel wzordw na te wielkoéci nie przytaczamy. Catki w réwnaniach

- {2.13), (2.14), (2.22) i (2.23) zostaly obliczone wedlug reguly Simpsona przy podziale

grubosci powloki na 10 réwnoodleglych odcinkéw. Bledy numerycznego catkowania

58 proporcjonalne do (1/N) i sg duzo mniejsze niz w metodzie réZnic skofczonych,

Jesli powloka jest dostatecznie dhuga, to w szezegdlnodei §rodkowa jej czesé jest.

wolna od wplywu charaktern kosicow powloki. Zatem dla tej czesci powloki mozna

otrzymaé rozwigzania w postaci zamknigtej:

dla powtoki o koncach otwartych

[ Jg T
:0’ :I’ :I’
pa pra pa
(h) (h) (h)
227 id 1 ! L x
T B
ak 7 a P
My My Ne_ o Mo
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dla powloki o koficach zamknietych
g, 1 oy . V3

.27

M. My o N 1N,
pah__pahm’ e 2’ pa

3. Metoda obliczen
L]

Jesli wartosci U; i W, dla dobrze postawionego problemu byly okreslone z (2.26)
z uwzglednieniem m-tych aproksymacji U;, W, to m--1 przyblizenie U, i W,
moZe byé dane za pomoca wzordw

(2-28) ’ C U= Ui‘_;—)‘[—]i > W= W:‘E")LWU

gdzie A(0 < 3<1) jest paramefrem 'relaksacji, wprowadzonym dla uniknigcia
rozbieznoSci rozwiazania. Tak wiec jesli wykorzystamy otrzymane w ten sposdb
U,i W, jako U*i W* w (2.16) ~ (2.23), to z (2.24) otrzymamy znowu nowe wartosci
T, 1 W,. Zatem (m-|-2)-gie przyblizenia U, i W, sa okreélone z (2.28). Z kolei powta-
rzamy procedurg iferacyjna a% bedzie spetniony nastepujacy warunek dla odpowied-
nio dobranej malej wartodci 4: :

U, w,
(2.29) Max

T s T s [=0,1, ..., 4.

Celem rozpocz¢eia obliczen danej powloki nalezy dobraé wartoci pierwszego
przybliZzenia rozwiazania wyzej wspomnianyéh réwnan, Wartosci te oczywiscie mogg,
by¢ dowolne dopdty, dopdki sg one na tyle bliskie dokladnemu rozwiazaniu, aby
poprzedzajacy proces iteracyjny byt zbiezny. Jak latwo zauwazyé z réwnan (2.12),
(2.17), (2.20) i (2.21) réwnanie (2.24) po podstawienin n=1 i U* = W*=0 prowadzi
do tozwigzania dla przypadku linjowego, a wiec moze byé uzyte jako pierwsze
przyblizenie rozwigzania dla n>1,

Dalsze obliczenia byly przeprowadzone dlan=1, 2, 3, 41 5 dla powlok zamocowa-
nych z koricami otwartymi, a rozwigzanie dla n=m bylo wykorzystane jako pierwsza
aproksymacja rozwiazania dla n=m-+1. Warunek (2.29) z wartoSciami A==1, §=
=10"7 byt spetniony w kazdym przypadku przez zastosowanie kilkakrotne wyzej
opisanej iteracji. ,

Poprzednio H.B. KeLrer i E.L. REiss wykorzystywali technike kolejnych

" iteracji polaczona z metoda réznic skonczonych dla analizy kilka geomefryqz'ﬁ_iq-_-"-..
ajeliniowych probleméw takich, jak na przyklad duze ugiecia sprezystej plyty Kofo- -
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wej lub przegiecia powlok kulistych o malej wyniostodci [34 i 35]. Zaprezentowana
tu metoda jest odpowiednikiem ich mefody zastosewanej do zagadaieri fizycznie
nieliniowych. W naszym przypadku moZna bylo oczywiScie bezposrednio zasiapic
niefiniowe réwnania réZniczkowe réwnapiami réznicowymi i rozwigzaé otrzymany
uktad nieliniowych réwnan algebraicznych i transcendentalnych dowolna. metoda
numeryczng. Jednakze w naszej mefodzie procedura analityczna jest uproszezona;
po plerwsze przez linearyzacig skladowych napreZenia wyrazonych przez przemiesz-
czenia rozwinigte w otoczeniu ich odpowiedniej wartoSci przyblizonej, po drugie
przez podstawienie tych przemiészezen do réwnani rownowagi i w konicu wyprowa-
dzenie w kazdym punkcie siatki ukladu jednoczesnych réwnan liniowych wzgledem
matych przyrostdw przemieszezenia. Przedstawiona metoda obliczefi mozZe by¢ wige
interpretowana w pewnym sensie, jako odmiana metody Newtona dla nieliniowych
réwnan w postaci uwiklanej [16]. Na podstawie przeprowadzonych obliczen mozna
stwierdzié, ze przedstawiona metoda jest bardzo uZytecznym i wszechsfronnym na-
rzedziem do rozwigzywania nieliniowych zagadnien plyt i powlok.

4. Wyniki numeryczne i ich dyskusja

Obliczenia numeryczne przeprowadzone byly dla wykladnika pelzania n=
1,2, 3,415 wprzypadku zamocowanych powlok kolowo-walcowych o parametrach
e=xn I «=2x z koricami swobodnymi [14]. Przedsfawimy tu niektdre wybrane
wyniki dla =1, 3 i 5. Opisana wyZej procedura zostala zaprogramowana w jgzyku
FORTRAN IV, a obliczenia otrzymano w podwdjnej precyzji (13 bitéw) na maszynie
cyfrowej HITAC-5020E na Uniwersytecie Tokijskim, Program sklada si¢ z okolo

Tablica 2. Wyniki numeryczne w przypadku » — 1 i odpowiednie wartosci analityczne

{a) a=m -
2xf1 0 0,2 04 06 0.8 1,0
— " Wumeryczne g = 1/25 | —1,086 1,050 —0,919 —0,646 —0,259 0
ke ( pa ) Numeryczne g*= 1/50 | —1,086 1,050 - 00918 —0,646 —0256 0
h Analityczne [14] —1,086 —I1,050 —0,918 —0,646 —0,255 4]
M Numeryczne g — 1/25 | —0,0285 —0,0391 —0,0607 —0,0580  0,0399  0,3307
— Numeryczne g = 1/50 | —0,0288 —0,0393 — 0,0610 —0,0580  0,0408 0,3319
pan Analityezne [14] —0,0288 —0,0393 —0,0610 —0,0580 0,009 0,3333
(b) a=2n
2/ 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
v Numeryczne g == 1/25 { —0,997 —1,003 —1,031 —1,018 —0,651 0
e (5’3 " Numeryezne g — 1/50 | —0,996 —1,004 1032 —1.018 —0644 . 0
k| Analityezne [14] —0,996 1,004 1032 —1018 —0,641 0
M Numeryczne g = 125 0,0012 0,0025 —0,0018 —0,0366 —0,0606 10,3230
— Numeryczne g — 1/50 | 0,003 0,0026 —0,0018 —-0,0375 —0,0608 0,3308
pa Analityczne [14] 0,0013  0,0026 —0,0018 —0,0377 00609 0,3333
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68 tysiecy stéw w przypadku g=1/50, a czas obliczen wynosit przykladowo okolo
120 sekund w przypadku powloki «=2n 1 n=1,..,5.

Jak juz wspominaliémy, zastapienie réwpad rozaiczkowych (2.24) przez odpo-
wiednie réwnania roznicowe prowadzi do bigdu rzedu g2 (g jest przedziatem podziatu
réznicowego). Dlatego tez w obliczeniach blgdy te byly oszacowane przez poréwna-
nie wynikéw otrzymanych przy kroku calkowania g=1/25 oraz g=1/50. Tablica 2
przedstawia wjmiki numeryczne dla przypadku liniowego n=1 dla kroku g=1/25
i g=1/50 wraz z odpowiednim rozwiazaniem $cistym [14]. Réznica migdzy wynikami

h
w przypadku M, /pah, a z kolei wyniki dla g=1/50 pokrywaja si¢ z rozwiazaniem

_analitycznym 7 dokladnoscia 0,4%, dla- w / k(%?) i 0,8% dla M,/pah. Ponicwa?

dla g=1/25 i g=1/50 jest mniejsza niz 1,67, dla wielkodci w/ak (pa) i23%

stwierdzono, Ze rozbiezno$é migdzy wynikami dla g=1/251 g=1/50 w przypadku
n=3 i n=>5 jest mniejsza niz dla n=1, uznano wyniki dla g=1/50 wystarczajaco
dokladne dla celéw praktycznych. Stad tez wszystkie obliczenia zosfaly przeprowa-
dzone dla przedzialy réinicowego g=1/50, ‘

Wyniki numeryczne dla kazdej wartosci n pokazane sg na rys. 14-19.

Chociaz sfan odksztalcenia i naprezenia w dlugich kolowych rurach przy po-
minieciu efektu konicéw jest okreslony za pomoca wzoru (2.27) odpowiedni stan
odksztalcenia w powloce o= wykazuie, co jest dobrze widoczne z rys. 14a, znaczne
odchylenie od stanu (2.27; nawet w $rodkowej czedei powloki. Warto zauwazyc,

Ze warto$é w / ak: (i—a) w przekroju 2x/1=0 w przypadku n=35 jest okolo 12

mniejsza niz otrzymana ze Wzofu (2.27), podczas gdy Vod:‘powiedni'e wartosct dlan=1

i n=3 sg wieksze od (2.27) w przyblizenin 0 9% 1 2%. Z drugiej strony, w powloce
: " "

a=2x {rys. 14b) maksymalne wartosci w / ak (I;:I) 53 od okolo-47%] {(n=1) do 5%

(n=75) wigksze niz dla diugich rur kolowych, a punkty maksymalnych wartoéci prze-
suwaja sic ze wzrostem n w kierunku $rodka powloki. Chociaz warto$ci w / ak (%)

w érodku powloki prawie pokrywaja si¢ z wartoscia (2.27) w przypadku n=1, to
dla n=31in=>5 sg okolo 2% (n=3) i 5% (n=5) wigksze niz (2.27). MoZna wigc wy-
ciagnaé interesujacy z punkiu widzenia projektowania na pelzanie wniosek, Ze wplyw
zamocowanego kofica przewaza w szerszym obszarze, gdy wykladnik pelzania n

wzrasta. Wartoéé u / ik (PT:I) w przypadku «=2n prawie pokrywa si¢ z (2.27)

dopoty, dopdki 0<2x/1<0,6.

Rozklad M /pal i Ny/pa jest pokazany na rys. 15a i [5b. W powloce a=n war-
1086 Np/pa w przypadku n=1 w punkcie 2x//=0 jest okolo 8% wigksza niz (2.27),
podczas gdy w przypadku r=3 1 n=>35 jest wigksza odpowiednio okolo 1%/ i 4%.
Tak widaé z rys. 15b maksymalne wartoéci Nyfpa dla powloki a=27% sa okolto 47,
(n=1) lub 2%.(n=3) i 1% (n=>5) wigksze niz dla dlugiej kotowej rury. Jednakze

poréwnujac M, /pah i Nejpa moina zauwazyé, ze centralna cze$¢ powloki a=2m. = -
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‘jest prawie w stanie naprezen obwodowych opisanym wzorem

(2.27). Z tys. 15
mozna zauwazyé, ze rozklady M, [pah i Ny/pa stajg sie na ogdt bardziej rdwnomierne
w kierunku osiowym, a efekt koncéw przewaza w szerszym zakresie, gdy » wzrasfa.
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Rys. 14. Rozklad przemieszczed dla roznych wartodei n

Na rys. 16 ~ 19 przedstawiono poréwnanie ofrzymanych wynikéw z odpowiedni-
‘mi rozwigzaniami dla powlok sandwiczowych. Linie przerywane reprezentuja wyniki
-dla powtok sandwiczowych zaczerpaigte z pracy COZZARELLEGO i in. [31]. Korelacie
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migdzy powloka pelnoscienng i sandwiczowa wynikajaca z warunku, aby zachowa-
nie si¢ obydwu powlok pokrywalo si¢ w stanie membranowym i czysto momento-
wym, zawdzigczamy RABOoTNOWOWI [26].
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Rys. 15, Rozklad momentu gnacego i sity membranowe]j dla rdznych wartodci »

Wyniki dla powloki cylindrycznej a=x sa pokazane na rys. 16 i 17. Chociaz
w przypadku n=1 rozwigzanie dla powloki sandwiczowej powinno pokrywac sig
{cifle z rozwigzaniem dla powloki petnosciennej, to jednak 7z rys. 16a daje sig zauwa-
2yé rozbieznoéé wynikéw rzedu 3%, co moZna thumaczyé bledem reprodukeii linii .
przerywanych z pracy [31] w polaczenin z bledem obliczes, kidry mozna zauwaiyé APEI,
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w tablicy 2. W przypadku n=3 i n=35 pokazane pa tys. 16b i 16c maksymalne
wartosdci w / ak (P;)ni u / ik (%)"SQ wigksze od odpowiednich warto§ei COZZAREL-
LEGO i in. [31] w przyblizeniu o 1% (n=3) 5% (n=5).

Podobny cfekt mozna zaobserwowaé z rys. 17 odnoénie skiadowych momentu
'gnqcego'i sity membranowej z ta roznicg, Ze linie przerywane dla M. /pah dajy
wieksze wartodci niz linie ciaglte. Chociaz rozbieznosé miedzy linig ciagly i przery-
wana jest mniejsza niz w czescl Srodkowej i w bliskim, sasiedztwie zamocowanego
kotica, gdzie sita membranowa (czesé Srodkowa) i moment gnacy (blisko kotica) do-
minuja nad soba niezaleznie, jest ona doé¢ znaczna w przedziale 0,85 < 2x/1=C0,05,
edzie efekt M. jpah 1 Np/pa mozna poréwnaé. Jest oczywiste, Zze taki charakfer
wyplywa ze wspomnianego juz zalozenia, ze zachowanie si¢ modelu sandwiczowego
pokrywa si¢ z powloka rzeczywista jedynie w stanie membranowym 1 czysto zgigeio-
wym w przypadku n7=1. Réznica maksymalnych warto§ci dla tych dwoéch teorii
wynosi odpowiednio 1% (n=1), 2% (n=3) i 4% (n=15) dla M,/pah i 0,43, (n=1),
0,7% =3} 1 1,59 (n=>5) dla Ny/pa.
~ Podobne rezultaty dla powloki o.=2x s przedstawione na rys. 18 i 19. Na rys. 18
odwrofnie niz na rys. 16 linie ciggle | przerywane pokrywaja sie z soba w przedziale
2x/1<0,4, co znowu potwierdza fakt, ze te cze$ci powloki, jak na rys. 15b, sa w stanie
naprezefi obwodowych.

Na podstawic rys. 19 réZnice maksymalnych wartodci M. /pah 1 Ne/pa migdzy
powlokg pelnodcienna i sandwiczows wynosza odpowiednio od 3%, (n=1) do 107
n=5)1io0d 0,1% (n=3) do 0,5% (n=15). Znowu jak poprzednio nie pokrywanie sig
linii ciaglej i przerywanej jest bardzo znaczne w przedziale 0,85<2x/I<0,95.

5. Whnioski

Zaproponowana zostala mefoda numeryczna do rozwiazywania problemow usta-
lonego stanu pelzania powlok kolowo-walcowych, poddanych ciSnienin wewngtrzne-
mu, bedaca polaczeniem metody rdznic skoriczonych 1 metody kolejnych przybli-
zef, Przyjete warunek plastycznodci Misesa, stowarzyszone prawo plynigcia i po-
tegowe prawo pelzania. Jako przyklady numeryczne rozwazone zostaly zamocowane
powloki kotowo-walcowe z otwartymi koncami o dwdch réinych dlugodciach.
Dla ustalonego stanu pelzania szezegdlowo zbadano stan deformacji I naprezenia.
Okazalo sie, Ze zaproponowana metoda jest stateczna i otrzymano poprawne wyniki
po kilku iteracjach wzgledem czasu rozpoczynajac od rozwiazania sprezystego,
Metoda ta moze byé wiec efekfywnym narz¢dziem do rozwigzywania bardziej zto-
Zonych problemdéw ustalonego stanu pelzania plyt i powlok. Przedyskutowano efekt
nieliniowosci zwiazku naprezenie-predkosé pelzania oraz wplyw zamocowania kofi-
<a powloki.
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Wyniki numeryczne poréwnano z istnigjacymi rozwiazaniami COZZARELLEGO
iin. [31] dla powlok sandwiczowych. Pokazano, e dla’ rozwazanych w tej pracy
powlok réznice maksymalnych wartosci przemieszezeri, momentu gnacego 1 sily
membranowej migdzy powloka pelnoéciénng i sandwiczows wynosza mniej niz 3%
(n=1), 5% (n=3) i 10% (n==5), chociaz wyraZne ré7mice wystepuja lokalnie w pobli-
Zu zamocowanego konca, gdzie sifa membranowa i moment gnacy stanowiag wielko-
$ci pordwnywalne. Model sandwiczowy przyjmowany przéz Cozzarellego moze daé
zatem dobre ilojciowe i jako$ciowe oszacowanie stany odksztalcenia pelzania
w petnosciennej powloce walcowej. Jednakie w przypadkach, gdy stan naprezenia
jest daleki od stanu membranowego Iub czysto momentowego, takich jak powloka
walcowa, kidra jest dosyé krétka badz poddana zloZzonemu dziakaniu sity osiowej
i ciSnienia wewngfrznego, lub powloki kulistej o malej wyniosto$ci, gdzie efekiy
momentu gngcego sg tak samo znaczne jak sify membranowel, zalozenie powloki
sandwiczowej nie zawsze prowadzi do dobrego przyblizenia pelnosciennej powloki
rzeczywistej, w szczegdlnodei dla duzych wartosci wyldadnika pelzania n. Shuszno$é
teorii pelzania dla konstrukeji sandwiczowych w tych przypadkach jest sprawa
nadal otwarta,

CzgS¢ tej pracy byla przygotowana w czasie pobytu autora w Instytucie Podsta-
wowych Probleméw Techniki PAN w roku akademickim 1969/1970. Autor ty
droga wyraZza podzigkowanie Polskiej Akademii Nauk za Zaproszenie.
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(L7 + §00g ]

°t

L e+ 10y

B = |

L n3(1 -] 1 .
1—v) P+ [\%‘f—” e (Fi—2F 4 Fy) Mo],

31— > . . )
L L UL SR PS V.

a?
M-eny 1 . . -
-7 1’*{*[*(4—‘)3;ﬁ;ﬁl’iv—zl-t\-q+1':\-_a)+%1‘1’x,,+%.u¥IJc By F-\‘]

bF—?

L TS ML RPN SIS

Rozprawy Ingzynierskie — 11




SUMICO MURAKAMI

672
- ] = r .
2fy g U,
0 P 7, |
1
~1fgio g :
. |
1
1
1
|
\ I
. |
. !
4 |
M 1
I B
! -
i -y Uy
) "
—1gie 1 ) o . Uy
Am |ommmme e ffi_-flg; ______________________ -, X =t
Tvlg 1 a 2 2 ,
I
0 vg : b atec b c IT’]
—vig O vfg ;c b a b ¢
T ! . .
: 1
- I
i 1 \
i
I ..
1
. 3 1 ¢ b a & ]
_ - . : e b a & 0
: ¢ b oate 0 : Wy,
I ) : ;
~rlg O g} ) & ble e s
gdzie
1—v2 1 1-v* 1 I—v? 1
a= = 6 4 5(434-— 1, b=4 4 o'.‘*g“ s €T T 4 0,-"484 ’

dla kodica otwartego p—v, dla zamknigtego x=1/2P, a znaki gérne i dolne
F odpowiadajg odpowiednio koficowi zamocowanemu 1 swobodnie podpartemu.
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Peziome

IIPUMEHEHNE METO)I(A KOHEYHBIX PAZHOCTEI
K 3ANAYAM IOI3YUECTA KPVIOBLIX T_[[/IJII/IH,EEPI/I‘:IECKI/IX OBOJIO‘:[EK

Il prserRseTes METOZ ROHEYHBIX PASHOCTEH X BONPOCAM IIONE3YYeCTE MAIERAPTISCKEX 06010~
4CK, TIO/BEIKCHARIX BEyTPeHHEMY HaBNeHmo. Ha OCHOBAHER pacyeToR BRIMCHMIOTCH HEKOTOPHIS
XapaxTepHble CROHCTBA IOM3YIECTH obomodex.

B meproit wacTi paboTh AHANMBHPYETCS TEPSXONHOS COCTONNTS HOIYYECTH I PHEYECKTX
obonogex. [IpARUMAETCH CTEHCHELIH 32KOR TON3YICCTH | TEQpHM Mumzeca-Muaseca, Tpecka-Museca
7 Tpecxr-Tpecka. TIpesnonaraercs yIpoTHEHES MATEPHATA, 3aBHcasulee oT AedOPMAIEE B YOPOY-
HeHde, 3aBHCAMES oT BpemMenn. JedopmHpoBaEHOe cocrTofmEe T HAIPAKCHAY ARATHM3HPYSTCH
s paaHLxx'reOMeTme{ H ST PASHEIX BEIHYRH BHYTPEHHET0 HaBiennAs. Qbcympamres onpobHo
Da3HULET MEXY OTHEALHBIMA TSOPHAMW LOJ3YHCCTE B ABYMH THIOTCIAMA YIpowHerws. Bsram- N
CHCHIS HPOBOTMIACE KAk % TOCTOSHHEOTO, TaKk W JUIS HePeMEHHOIO BO BPEMEHE BHyTpemrem- TS
HABICHA, '

Bropas vacTe paborsl KacaeTcs YCTAHOBEBIGHCS MOMIyYecTH I{pyTOBHX Hﬁnﬂﬂnp}al;ecm'_.
o0omoYex, Ha OCHOBE CTEHEHHOTO 3aKOHA IOM3yvecTH Toma Mmieca-Mmseca. Hpepnoxero merof’.
TIOCTICAOBATEILHBIX NPUOAMKeHHiE, B COYSTARER ¢ METOIOM KOHETHEIX pasHOCTeH. I/Iocne)xonamfxcr»
monpolHO BIIIHEE TEOMETPEE OGONOIRA B HOKATATENT TMOAIYUECTH 1A ,x(ed)opmrponamioc_ K Ha-'
HPSIEHHOE COCTOsMH, Pe3yAbTaTR, nonyYeHHtle B paboTe CpABHEBAIOTCE © MIBECTHBIMHE o
IMCHUAME [ CARABHYeR0H OOOIOTR ¥ 0OCY:KAASTCH NPABIILHOCTS m:uennono;xem caHJIB
YEBEIX KOHCTPYKHHIL, .
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Suymmary

THE APPLICATION OF THE FINITE DIFFERENCE METHOD OF CREEP DEFORMATION
IN CIRCULAR CYLINDRICAL SHELLS

The numerical approach to creep deformation in pressurized circular cylindrical shells is devel-
- oped by way of the finite difference method, and some features of the deformation in the shells
are elucidated. .

. In Part I of the paper, the transient creep analysis of circular cylindrical shell is developed on
the basis of the power creep law and the creep theories of Mises-Mises, Tresca-Mises and
Tresca-Tresca type. Use is made of the strain-hardening hypotheses, The creep deformation and the
associated state of stress is investigated for various shell geometries and various magnitudes of
internal pressure. The difference between the creep theories and hardening hypotheses as applied
to the present problem is also discussed. Calculations are performed for constant as well as
variable internal pressures.

Part I is concerned with the analysis of the steady-state creep of a circular cylindrical shell
according to the power creep law nad the creep theory of Mises-Mises type. An iterative procedure
combined with the finite-difference method is proposed. The effect of shell geometry and the creep
exponent on the state of stress and rate of deformation is investigated. The rigorous results ob-
tained are also compared with the previous solution on the basis of a sandwich shell, and
the validity of the assumption of sandwich construction is discussed.

Praca zostala zZlozona w Redakeji 1 kwiernia 1970 r.






