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STATECZNOSC WSTEPNIE SPREZONEGO WALCA KOLOWEGO

E. ZEATANOWA, Z. WESOLOWSKI (WARSZAWA)

Dotychezas rozwigzano caly szereg zagadnien statecznodel elementdw poddanych

skofczonym odksztalceniom. Wszystkie te rozwigzania dotyczyly elementéw,

ktére znajdowaty sie w stanie naturalnym tj. wolnym od odksztalcenia i naprezenia.
Stan krytyczny dla takich elementéw mozna bylo scharakteryzowad podajac odksztal-
cenie krytyczne lub obcigzenie krytyczne na brzegu.

Element rozwazany w nieniejszej pracy jako calo$S nie jest w stanie naturalnym.
Deformacja w tym elemencie odpowiada jednej spos$rdd deformacji Volterry.
Podane obliczenia dotycza wiec dyslokacji Volterry w prostym walcu kolowym.
Jak pokazemy dalej, dyslokacja taka moze by¢ niestateczna nawet przy braku
obciazenia zewngtrznego, '

1. Walec z dyslokacia Volterry

Rozwazamy prosty walec kotowy o dhugosci £ i promieniu 4 wykonany z niescisli-
wego materialu sprezystego. Walec ten poddany jest wstgpnemu skoficzonemu
odksztalcenin przez rozcigcie go polplaszezyzng przeéhodzacca przez of, dodanie
(lub usunigcie) klina o kacie rozwarcia ¢, a nastgpnie przywrécenie spdjnosci ma-
teriatu. Powstale cialo oznaczymy przez B. Jesli dlugosé i promiefi powstaltego walca
sa h 1 g, to parametry odksztalcenia

(1.1) u=ald, A=hlk, x=2n/Q2n—p)

definiuja wstepna deformacje. Usunigein materialu (p>0) odpowiada x>1, nato-
miast dodaniu materiatu (¢ <0) odpowiada x < 1. Poniewa? rozwazany matertal jest
nifci§liwy parametry g, A i x nie sa niezalezne, a zwigzane zaleznoécig wynikajaca
z porownania objetodci przed i po odksztalceniu:

gy 2T
(1.2) h =a*h
: 2n
Wynika stad zgodnie z (1.1)
y B 1
(1.3) A= ]/;C—/T .

Z dalszych zwigzkéw bedziemy rugowaé parametr u korzystajac z (1.3). Parametry
ki A uwazamy za wzajemnie niezaleine parametry zagadnienia. :
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Wprowadzmy walcowy uklad wspolrzednych I i oznaczmy wspo{rze,dne typowego
punktu przed odksztalceniem przez 7, 8, z a wspélrzedne po odkszialeeniu przez
r, %, z. Ze wzgledu na jednorodnosé opisanego wyzej odksztatcenia zachodza zwigzki

1.4) F=pr, S=xd, z=iz.

Zakladajgc teraz, ze 9'=(r, 3,z) sa wspShzednymi konwekcyjnymi, mozna
wyznaczyé tensory metryczne ciala nieodksztatconego g, i odksztalconego Ly
(wzory potrzebne w niniejszej czesci pracy podane sa np. w [L]).

o~ Jrool - 1o o]

(1.5) g;,=|0r20l|, g'=|o1r0

: 001 0 0 1

i na podstawie (1.3) _

' Kh 0 0] Ty 0 0
(1.6) gy oir2 0 gi={ 0 * 0

) - &l K ¥ Ar?
0 0 132 0 0 2

Tensory (1.5) i (1.6) okreflaja catkowicic stan odksztalcenia ciata B. Nlezmlenmkt
stanu odksztalcenia I, réwne sg odpowiednio

: A1
(L.7) ——-l- -H. I =K)u+-;+?, =1,

KA

Wykorzystujac znane wzory [1] wyznaczamy teraz tensor naprezenia:
. 1 1 2
T =@17+_Q5;_ F+; +p,r

1 |
(1.8) ret=dy +®2(22 H’C)”’

A
BP0 | B, (;Jﬂcﬂ.) +p,

12

ST =23 g3l=g,

gdzie p jest dowolng funkcja skalarowa, a @, sa podwojonymi pochodnymi po-
tencjatu sprezystosci W wzgledem niezmiennikéw stanu odkszialcenia I,. Poniewaz
zgodnie z (1.7) niezmienniki I, sa niczalezne od &', wige réwniez funkcje &, sa nie-
zalelne od 9'. Funkcja p moze by¢ znaleziona z warunku brzegowego

(L.9) =20 na r=a

i réwnan réwnowagi

(1.10) _ oV r”—r” —!—FJ LAl 'J~0

gdzie I'}, sq symbolami Christoffela dlu walcowego uldadu wspolrzqdnych
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Ze zwigzkow (1.8) i (1.10) wynika, ze p jest jedynie funqu zmiénnej 'z, spelma~
jaca réwnanie rézniczkowe

L E Vs
(1.11) —+—(@1+z cbz)(——HT) 0,

skad wynika ,,

1.1 = — (@, 2 (——— ) ——
( 2) p ( 1+) d?2) ICI?. lﬂ a Ca
gdzie C jest stala catkowania.
Podstawiajac teraz (1.12) do (1.8), i uwzgledniajac (1.9) otrzymuje sig

i ostatecznie

(1.14) ' p=_(@1+32¢.2)(i_ Ic)lnr'
o kA A a

oraz |

. 1 i )
M= —'(9’51—!-33"152)(_ML —‘I) Inrfa,

1
(1.15) r 22—111+(@1+1 gbz)(-ﬁ—q)

K o
B=glly ¢1+T¢2 }»2—;;{— .

Jak wynika z (1.15), naprezenie 7/ ma w punkcie r=0 osobliwo$¢. Osobliwosci
tej nie bytoby, gdyby przyiaé; ze rozpatruje si¢ nie-petny walec, a rurg o wewngtrzne]
§rednicy #>0, nasunigta na niedciSliwy rdzen o takiej samej Srednicy, podobnie,
jak to robi sig¢ w teorii dyslokaql Dla uproszczema obliczeds nie bedziemy jednak
rozpatrywah tofaj takie_] sytuacji. Stosunck energii rdzenia do energil caltkowitej
wynosi dokfadnie #*/¢” (jednorodny stan odksztalcenial), wigc przy malych » jest
pomijalnie -maty. W zwiazku z tym mozaa twierdzié, Ze rozwiazanie uzyskane
dla pelnego walca jest rozwiqzaniem dla rury o nieskonczenie malej $rednicy we-
wnetrzne].

Jak wynika z (1.15), = 0 tylko dla #=1. Cialo B jako calo$¢ nie ma stanu na-
turalnego. Stan naturalny mozna osiagnaé jedynie naruszajac spojnosé materiatu.

- Catkowita sila osiowa, jaka przenosi- walec, wynosi -

(1.16) Q.=2nf’c33rdr,
. B o
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co po podstawieniu (1.15); prowadzi do wzors

1 K KA A
p—— — EREETY
(1.17) Q—m{t [@1 (;{2 5 A)'I"@z( 2 2 + ZIC)]

Sila ta jest réwna zeru dla
| a (o) ol e
— A4 o,
A(Az &2 1) |
P,

2. Réwnania statecznoSci

Nalézmy na opisany wstepnie odksztalcony walec B pole malych przemiesz-
czett ew. Pole to wywoluje dodatkowe odksztalcenia i dodatkowe naprezenie,
ktérych liniowe czgdei oznaczamy znakiem «prim». Ogdlne wzory dotyczace takiego
odksztatcenta podane sg np. w [1 i 2]. Tutaj podamy tylko ostateczne rezultaty
dla rozpatrywanego walca oznaczajic kowariantne wspdlrzedne wektora w. przez
4, v, w. Mianowicie mamy

2u, o, T uy—20fr . u,-+w,

.10 8= | vetus—20fr  2{vytru) v +w |;
U+ w, Uty 2w,

, 2 n 2k a2
IIHHur 7z }b(-z)mtm)—k W,

2 I
2.2) I, = = 2cdu,— (v,9+ru) 2
Do u
;=2 (u,-l— 7+~r—+ wz) =0,

1 1
1=y, -Hﬁ B+ -I-m-l F—pl+
232 33

2 1 1 /12 _ ) i 1}y, 1
+-;2-('U§+i’u)m—i;A_— ) + B+ 1+—;[3‘—K—2 F+F¢2 +
(2.3)

/’{3

|2 4-( -1)+( 1= s P
R et Sl Ty F Al e it e sy Bl gt 2 o5

1 1 1
r? '22—211,[ - A ( -l—:cZ)LZ)B-l-(—— —Icz+l) F—i—;z—@z]-l-

A A3
2 x> 1
+?2+ (vat-rut) F -%-J{Z) B+ +rc ~ 1 F—pl+

1 .
+2w, [ArcA - (‘i"z+—§') B-I-(l—l—;c/l3 - ﬁ) Fluld, ]—}—p’,
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y 1 . A
T3 =2y ?A — (A2 422 B+ 1+ PR 1A> FJr-’.-c— @D,[+

2 A . A3
+~;~2~ (vptruy|cAd — F-i—)»z B+ 1+1c2——;c— F+ixd, |+
3

1 A
(2.3) + 2w, [A‘*A —-(—'-er) B+ (—~ Frd— I)F—p]ﬂ:’,
o] KA A K .

A
Tl’31 == (K¢2+P) (”z""i"wr »

r?r'3= = (kADs+p) (+ws)

1
p2ril2= — (F gﬁz—i-p) (v, 4-ug—22/r),

gdzie
&*w 62w 02w

(2.4) A=2—aIf . B=2TI§ , F=2 6116'1‘;.

Roéwnanie (2.2); jest réwnaniem niecisSliwogc,
Poniewaz niezmienniki 7, sa stale, wige réwniez funkcje 4, B1 F sa stale w calym

walcu. Nalezy teraz wyznaczy¢ przyrosty I';} symboli Christoffela 17, i podstawic

(1.14), (1.15) i (2.3) do réwnan réwnowagi dla malych dodaikowych odksztatcen:
(2.3) Ver'V T w0 =0.

Odpowiednie obliczenia prowadza do wzordw:

Ty
1 _ ) ‘1 _ v
i 11 Hers 1 zzmuﬂz‘}'f'rur_z ¥ u, 133_”'225

o o o U, Uy b
ror=u,, anfuﬂz—T'sz, Iri=us— —T+2 5Fs
. 1 2 2 s 1 ,
F“:T'Z 'aw—Ter—i——rz 2!, F22=?(1;M+2ruﬂ+r'vr—2'v),
L -

133 2 Vzz»

(2.6)
- | 1 i 1
F31=? T)rz_m;:'vz ) F23=F’(‘vﬂz+ruz)9

'3 = 3 o 3 _
F11H-wrrs Fzz—wﬂﬂ"l"’wr: ]_‘33*““’}::

Wy
'3 — i '3 __ ———a
Fal'”wrz, Fzs_ 20 s r;z—wrﬂ P
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il oo e oot
2.n 2u,, WA? —;:‘i—ﬂ. B REERL L] F aél 2 @y 1+
2

u[ ays 2( Ty ZAZ)B 2(K+ 2 I)F
+T %222 T TR E e

Hagr=) oo v ao 2o anal]
3:01_7 P13 '+‘/12 )@ ﬁA A

N A e L
+x*—1| F+ H—I_—I D+ F+¥+ i) D, |-

Jrilz) B+

{5

1 Mg - Tre L
w( @ +w2) it L G0, i) [az A 2( - ;;2—)34-
o1 1 2 A P [
+ Z(H,@"K—z) = 951*("1?*75) @2]‘2?[("27“2)/"

e LAl L o LA VN ey LA
“—E l—i‘x—zBJrZF——ijﬂc F"f‘};i' @+ 'f" +/'ii'c D, [+

1 1 | 1 AN
3 —_ : . — -
+ ;L)B—l—?.(/l +1 33)F+M@1+(lz+2x)@2]%

A
+w,; [2 — A2 (
s ;L

w1 1 1 )
1+ (? w:c) [AA— B+ (13- 713_) F+1Q52]+P;-_0;

2 K 1 % 1
(2.8) l!m[ﬁAWZ(l_JrICZ}‘.Z) B2 (?—}CZ—E—I) F-E";L“ ¢1+(2_'13_“+ﬁfc) @2] +
| w? x )
+— /12 e =2 — “i'/E. B2 F+I€ -1 F+ 2 + &, +
2 - ) 1y o \
+ ?—E"LL‘CJr? &+, — T?),. ;C—;:(@_L‘{“}tchz)"l"ﬂzz A Gﬁl—i—;@z +

["'2 - ) (e L
I c)°+'1 B+ 1t — &, (,12

+ l:c) @z] -+

1 1
+2W19z I:AICA ( + )B‘i‘(I—I—IC/'P'— '““) F+ x ¢1+ (ICl+ﬂf) @2} -FPI;:O,

’14

1 .
2.9) Upy [2 A—200*4x222yB+2 (1 +—- ;c),f’) F-32p, +(2* —’rfc)) @2] +

2 /'1'3

i
+—[2;c,1,4 2( +ﬂ,2) B+2(1+x “ﬁ) F+(~—_HZ)®1 :

A Uz | - - A2 . A?
-+ TC*—I—MK @, +-—;3" ZKAA—Z,E}- A B+2 1+12—7C— F+ 2@+
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Jr(a%—;z ))rp]Jr ( R | )‘4_wr(1 1. )+
K ]CLV 2 . Wer\teh (pl—i:?qu o\l 1—}—

42 Bt
I)B

Wy ]

K. 1 1
( Qﬁl—i— Az )}~2wzz[;{"'A (

C/«
23 T .
. —P(? Jrlcl_a —1) FJFAZQI_I_(TCN' "E"fc;,{-) sz] +P;':0

Réwnania (2.2)s, (2.7)-(2.9) tworza uklad czterech réwnaf rozniczkowych
z niewiadomymi u, o, w oraz p’. Wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi
ukiad ten tworzy jednorodne zagadnienic brzegowe. Je§li zagadnienie to jest samo-
sprzgzone, to jak pokazano w {3], istnienie nictrywialnych rozwigzan jest warunkiem
osiggnigeia rownowagi obojetnej, a wiec straty statecznofei.

W niniejszej pracy ograniczymy sie do przypadku, gdy w=0, 0/0z=0 i tylko dla
tego przypadku podamy odpowiednie warunla brzegowa oraz znajdziemy warunek
utraty statecznosci. Rozwazenie przypadku ogdlnego jest znacznie bardziej skomph-
kowane. Jak si¢ zdaje, daje si¢ ono rozwiazaé jedynie za ‘pomoca mefod cyfrowych,
w zwiagzku z ¢zym zostawiamy je do odrebnej publikacii,

3, Plaskie odksztaicenia

W rozpatrywanym przypadku w=0, 8/0z=0 z ukladu réwnan (2.2),, (2.7)~(2.9)
mozna wyrugowaé funkcje v oraz p’ otrzymujae jedno réwnanie na funkcie u (+9):

&+ 1 d*u - 8% 1 du 1

u 1 A2 B 2I2F
G et et ge w12 U e

@ +A2d,

u J*u

1 w1 u
+:cz—|—1 Tr2—re =0

_ TR N
7 orags Ty 61‘682) (=) e T G
oraz nastepujace réwnania dla funkeji v oraz p’:

dv (26u+ )
(3.2) . 619_ ¥ 81_ Uy,

o*p’ (26?u+6 Fu Pu 1 du - 1 ) 1 o
g . = +5§'2— rar 2 E(QSH— )+

1 &*u n 2 3Py 21 ﬁzu)[rcz (1 n 7) ( ) F
T e 7 ety S ) e A A B+ Sl R

o

B P s LR e
’+ 45+ + Al WS?—T AB+2 +11F+

\
I ‘ _ 1 2u -1 ou x?
+7, q51+ /’%Jc_l_‘l? @2 T—_—'— ‘_‘A 2 +}«. B+

s r* 89 A?

o I K 1
+2(—A—3_—I—rc2¢«l)F+(2“I+H) +( """" +23?€+ P,.
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Zadamy, aby na powierzchni r=g walec byt wolny od obciazenia, skad wynika
3.3 =0 dla r=a.

Jest to jedyny warunek brzegowy. Nalezy jednak pamietaé, Ze przemieszezenia musza
by¢é viaglymi funkcjami zmiennei & Warunki (3.3) moina wyrazi¢ przez u, $ oraz
p’ korzystajac ze zwiazkow (2.3).

Przejdziemy teraz do znalezienia-rozwiazania ogdlnego. Poszukujemy go metods
Fouriera badajac funkcje [4]

(3.4) _ u(r, H=a (O,
Latwo sprawdzié, ze l
(3.5 Q(H=sinnd lub Q{H=cosnd,

gdzié n jest dowolng liczba naturalng (ciaglo$¢ przemieszezen wzglgdem §1). Podsta-
wiajac teraz (3.4) i (3.5) do (3.1) otrzymuje si¢ niezaleznic od tego, czy wrzigto
funkcje sinnd czy cos nd, zwyczajne rownanic rézniczkowe

4_d“c\'. 3 d?o 3 i
(3.6) r W-i—Gr 5 57 Rt +oc—
2 de
—25”2(1‘2 o —i—rE)—nz(l—}—icz)oc—i—ri“:ﬁa:o,
gdzie
| 1 AF24BL232F 1
a7 b ey (1),

Podstawienie (3.4) i (3.5) do warunkdw brzegowych (3.3) prowadzi do réwnarn

Y
'(F)[ (1- Kz)(iA+2AZB+2F)+(2+E2)(I @)+ — @2)]

2 1
Hm(?)( Byt qbz)——-1 [ﬂ ) dro () Lo () —
(3.8)

o) e

na{r) +— [r'2 Fy—ra' (1) Fa(r)}=0.

Mozna pokazaé, ze zagadnienie brzegowe (3.6) i (3.8) jest samosprzeZone.
Istnienie nietrywialnych rozwigzad jest warunkiem utraty statecznodei zgodnie
z [3]. Rozpatrywany problem zredukowal sie wiec do poszuklwama wartosci wias-
nyeh zagadnienia brzegowego.
Réwnanie (3.6) jest réwnaniem Eulera, rozwugzamem ogolnym Jest wige funkcja

(39) W= ulr I—I—C,,;J’ 2,
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gdzie ¢, sa rozwigzaniami réwnania charakterystycznego
(3.10) g*—2(1+1°b) g% —n?(1 1 62)-Lne? -1 =0,

a C, stalymi calkowania. Popiewaz dla r=0 u jest organiczone, wigc w przypadku,
gdy g, sa rzeczywiste, mamy :

(3'11) : Cn3=Cn4-=0'

W przypadku zespolonych g; obowiazuja podobne zwigzki, ktérych tutaj nie przy-
taczamy.

Podstawienie (3.10) do warunkéw brzegowych (3.8) prowadz do ukiadu dwdch
réwnan algebraicznych na stale G, 1 €,

Cord™™ H{n*[q,(2b+1)—1] (g, — D*} +
(3.12) +Cpaa® H{n* g 26+ 1)— 11— (g, — 1)} =0,
Cond™(1* 41— g3+ Coad®™(n® +1—42)=0.

Warunkiem istnienia rozwiazan niezerowych jest znikanie wyznacznika charakte-
rystycznego tego uldadu rownan

G.13)  {Plg@b+D)—1]— (ql—l)ﬁ}mwrl— 2y
— {*1g2(2b+ 1) =11~ (g2~ 1)*} (2 +1—¢})=0.

Réwnanie (3.13) jest poszunkiwanym warunkiem utraty statecznoéci.

. Podamy tutaj posta¢, do jakiej redukuje si¢ warunek utraty statecznosei (3.13)
w przypadky materialu Mooney'a, dla kidrego @, i @, sa stalymi niezaleZnymi
od Iy, a A=B=F=0. Dla tego materialu

(3.14) gy =1 (kn-+ 112, q2=[(n—1’)”‘<m—1)1”2
i warunek utraty statecznos'ci- ma- pbstaé: _
(3.15) (1 +DA=) {20+ V U+ mme— D — 1] = [V (1 tn) (et D—1]7}—
— [ (1 =)=+ 7[>+ 2V (o= 1) (e — )= 1] = [V Gr— 1) e +-1) = 1]°} =0.

Numeryczna analiza (3.15) przy n=2 prowadzi do x=2,7. Jest to krytyczne
odksztalcenie walca. Przy innych n krytyczne odksztalcenie znajduje sie dalej od
stanu naturalnego, okre$lonego réwnoscia k=1 (np, dla n=3 mamy x=2,9). Walec
z dyslokacja Volterry moze wige znajdowad si¢ w stanie krytycznym.,
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Peasone
VCTOHYHBOCTD TIPELABAPHUTEIRHO HAﬂP}DKEHHOFO-KPYFOBOFO OUITIRHTPA

PaccMaTpuBacTes npavoit Kpyrosoit TITHALD, TOMBePIKeHHbIL XOReTRO FehOpMAIET, NyTem
BRIPEIKH Myl NOGABECHIS (AHHA, C TPOM3BOIBHEIM YITIOM K BOCGTAHOBIEHNA CBAZHOCTY MATCPHANA.
VicemenyeTes yoToHMBOCTD 06pa3OBABIUErOCs, TAKAM ODPA3OM IPEABAPUTEILED, HANPIKCHEOTO
LIHHAPA, TPHMEHAS METOR MANBIX FedlopManyii,” HMaNOWERHMX Ha KOHeTHbe JedopMalfiu.
OrpasiaMEasch CioydagM, KOrma Hobapognast nedopmargas SRNFETCA TUICCKOH, naeTcs YCITORHE
noTepr ycroumsocr, OmpeneaieIcs KDATEIECKAT FedGoPMANET S MATEpHANR, My}rex

Summary
STABILITY OF A PRE-COMPRESSED .CIRCULAR: CYLINDER

A simple circular cylinder is deformed in a finite way by the adding or cutting out of a wedge
with an arbiirary angular aperture and by restoring the cohesion of the material.

The stability of the cylinder so formed is investigated by using the method of small deforma-
tions superposed on the finite deformations. The condition.of loss of stability is given with a limita-
tion to the case when the additional deformation is plane, The critical deformation is calculated
for Mooney’s material.

ZAEKYAD TEORH OSRODKOW CIAGLYCﬁ
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMQW TECHNIKI
POLSKIES AEADEMIE NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 26 listopada 1969 r..






