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1. Wstep

Liny juz od dawna stosowane byly jako elementy nosne w konstrukejach mosto-
wych, lecz stosunkowo niedawno zaczeto je stosowad jako elementy noéne przekry¢
dachowych. Jednym z mozliwych przypadkéw realizacji takiego przekrycia jest
uklad plaski dwupasowy: lina noéna i lina napinajaca, obie o przeciwnych krzy-
wiznach. Potaczenie pomiedzy tymi linami moZe byé w postaci pionowych wiesza-
kéw, pionowych pretéw rozpierajacych-lub w postaci ukoénych skratowan preto-
wych (rys. 1a, b, ¢ i d). Uklady takie m.in. zastosowapo w rozwiazaniu konstruk-
cyjnym przekrycia dworca lotniczego w Amsterdamie oraz dworca autobusowego
w Berlinie. Réwniez ukazal sie caly szereg prac teoretycznych dotyczacych obliczed
statystycznych wyZej przedstawionych ukladéw linowych.

Zakladajac, ze roziozenie shupkéw lub wieszakéw jest dostatecznie geste oraz
Ze ugigcia pionowe obu lin sa jednakowe (w pracy [1]);5‘;-rozwizgzanic doprowadzono
do uktadu dwéch réwnan rzedu drugiego na sity w linie no$nej i napinajacej. Wspot-
czynniki tych réwnan to cafki, ktérych funkcje podcatkowe zalezne sa od ksztaltu
-geometrycznego lin oraz rozkladu obciaZenia zewngtrznego i wstgpnego 'naciagu.
Przy analogicznych zaloZeniach, co uprzednio, autor pracy [2] otrzymal rozwia-
zanie w postaci réwnania piatego stopnia ze wzgledu na ‘wypadkowa site w pasach
d#wigara linowego. Wspdlezynniki tego réwnania zawieraja charakterystyki geo-
metrycznie 1 fizyczne ulkdadu. o

Pewng modyfikacja pracy [2] jest opracowanie [3}, kiére przy tych samych wiasci-
woéciach doprowadza do dwdch réwnafi stopnia trzeciego na sily w Iinach noénej
i napinajacej. Mniej doktadne rozwigzanie rozpatrywanych ulkiadow pedaja prace
[4] 1 [5]- - ' '

Wszystkie wyZe] cytowane prace w podstawowych rownaniach réwnowagi
elementéw dzwigara aproksymuja krzywizny giéwnych lin z dokladnoécia do dru-
gich pochodnych, We wzorach na kizywizny w stanie odksztalconym w niniejsze]
pracy, podobnie jak w opracowaniu [6], uwzgledniono pewne wyrazy nieliniowe.
Rozwigzano przykiad liczbowy i otrzymane wyniki poréwnano z rezulatami uzyska-
nymi dla tegoz przykladu na podstawie wyzej cytowanych prac z eksperymentalnymi
danymi z pracy [7]. -
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Rys. 1

2. Réwnania podstawowe

Rozwazmy dla przykladu uklad przedstawiony na rys. 2, gdzie ling nosng jest
lina o polu przekroju poprzecznego F, oraz lina napinajacg lina o poli przekroju
poprzecznege Fy. Zalozenie, ze pionowe prety éciskane sg dostatecznie geste i nie-
skracalne, prowadzi do wspdlnego dla obu lin ugiecia pionowego, a w konsekwecii
do rozniczkowej formy rozwiazania zagadnienia. Oznaczajac przez r wektor wo-
dzacy dla poszezegSlnych lin, mozemy za pomoca jego rézniczkowania wzdiuz
krzywej otrzymaé wektory jednostkowe trdi$cianu Freneta:

: dr dz d T
Qn CEa,,, Bl ?
‘ ds

ds  ds 0 p’

gdzie T4 oznacza \;vektor jednostkowy styczny do krzyWej, v, wektor jednostkowy
prostopadly do krzywej ptaskiej oraz k= 1/p krzywizna krzywej. Réwnowaga wekto-
rowa elementu w stanie odlsztalconym przedstawionego na rys. 3 ma postaé

dT; dT,

(2.2) ds +?= — 4
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Wyrazajac wektor sity w linie przez jednostkowy wektor styczny oraz wielkoéé
skalarng
Ty=T{ %91, T2=T27q2

oba wyrazy lewej strony réwnania mozna przedstawiC w postaci

(2.3) ds —dS('iTo)— ds Toi-+ 13 ds  ds Toi 7"0:‘-

: e

“ -
7
e ” g

Ti if2 ' 1f2 .

42 Fll=ng, Fafl=n

7

Rys. 2

Wstawiaj@b (2.3) do (2.2) ofrzymamy

a7, dar, .
(2.4) - TTOI_‘"kl T, Vof‘”? Toz+kha Tz Voo =—gn.
7 zatozenia malej wyniostoéci wynika, 7e clementy 7oy, Toz OIazZ Wi, Vo, 5& do
sichie rdwnolegle. ‘

Mnozac réwnanie (2.4) skalarnie przez wektor Ty, lub g, oraz wektor vo, lub
Vo, i przyjmujac, e ¢, oznacza skladowa obciaZenia prostopadiy do liny (pionowej)

oraz qg sktadows pozioma obcigzenia zewng- nids
trznego, otrzymamy L e— e LrdT
= T+l
_ ar, drT, i ~TRE
o g tan=0, | o |
@5 4 -
kl T1+k2T2+?|1=0' ’ Rys. 3

Poniewaz faczniki pomigdzy lisami 1 i 2 nie przenosza sit Scinajacych, to réwnanie
(2.5), moze by¢ rozbite na niezaleine dwa réwnania

' _ a7 dT,
(2.6) ) E——!—qm:{), EJFQZH:O’

pIZy czym przez ¢, oznaczono pozioma sktadowa obciaZenia zewnetrznego, przy-
tozonego do liny napinajacej, a przez g,, pozioma sktadowa obeiazenia zewngtrzae-
go, przytozong do liny noénej.

W przypadku braku obciaZenia poziomego, co ma miejsce w wigkszosci przy-
padkéw w praktyce, z réwnai (2.6) wynika, ze Ty =const, T, =const. ‘
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Wspdhrzedne lin po odksztalcenin wyrazi¢ mozna jako sumy:
Zy=Zg3+W, Za=ZpatW,

gdzie zo; oznacza odksztalcenie liny w stanie nicodksztalconym, a w przemieszczenie
pionowe ukiadu.
Krzywizna i-tej Imy w stanie odksztalconym wynos1

Zy W'

Vit Vit twyl

1

(2.7) k= 2 ko,—l—w”

Wstawiajac (2.7) do (2.5), otrzymamy

2

W
e +g,=0

2

i )%—Tz(kzo-i-

(2.8) T, (kw +ms

Sity w linach powiazane sa z przemieszczéﬂiami' nastgpujacymi zwiazkami fizycz-
nymi (por. np. [2]):

.EF dzgr dw EF, o [ dw\?
T, =T1gt—— f X,

1) dx i BT dx
2.9
B +EF2 f dzp, dw EF, ( dw)2
1= Toom— B ax o ) o] @

gdzie Ty oznacza sile wstepng napigeia w i-tej linie, 7 rozpieto$é dZwigara oraz £ mo-
dul Younga materiatu liny.

-Rdéwnania (2.8) i (2.9) tworza uklad réwnan op1sujqcych zachowame dZwigara
Tlinowego. :

3. Przypadek diwigardéw o linach pa;'aboiicznych

Najezescie] wystgpujacym obcigzeniem w przekryciach dachowych jest obcig-
Zenie rownomiernie rozioZzone, dla kicrego linig ciSnied jest paréboIa. Roéwniez
stan wstepnego napiceia w przypadku ksztaltu parabolicznego spelnia warunki
rownowagi w kazdym weZle dZwigara i wielkoS¢ sit napinajacych jest stala na calej
dhugosci liny.

Zaldzmy wige, ze w stanie wstgpnego napigcia osie fin opisane sa nastgpujacymi
réwnaniami

(3.1) Z10 :f1(452—1)= Zyo=—/2(4E 1),
gdzie &=x/l; wéwezas ich krzywizny opisane s zalezno$ciami

B,

(3.2} k= T(F6dn? 2y

Po wyznaczeniu z (2.8) drugiej pochodnej przemieszezenia pionowego i oznaczeniu

(3.3) T=T,+T,, N=T,~T,




’

(3.10)
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otrzymémy . -
d>w 1
(3.4 @{: = T’ (T ko +T, ]C20+Qra) © e

Catkujac dwukrotnie réownanie (3.4) otrzymamy

Lyl ,— i
(3.5 w=——|(—VIi6d2 & F64nE &~ MP)HC, E4-Cy,

T\ 8y
gdzic AP oznacza moment «belkoWy» od obciagZenia z_ewnqtrzhego, aiidC,sa
statymi catkowania, ktére wyznaczymy z warunkéw - brzegowych.

Zakladajac niepodatnodé podparé oraz symetrig obciazenia zewnetrznego n‘“;iamy

3.6 [ i } 0 0

( . ) . ldé o — NV o i:}v}f:l.uﬁ E

co w konsekwencji prowadzi do wartosci na stale:

3.7 C,=0 LBl 1+ 1652
(3.7) 1=V, CZ—T(Srh =+ ’?z)-

Wstawiajgc wartosei (3.7) do (3.8) oifrzymamy

3 8 we Ty (V 1+16f§‘2 H"]/l 647?252)_
- STﬂ]_ ! 1
b

M
(l/ 141642 —V1+64y2 )

8;"2

Zakladajqc Ze liny posiadaja jednakowa strzalke wymo,s%osm (fi=f— pr=@2="

=g), otrzymamy wzdr na ugiecie w postaci

(3.9) W= (]/1—}-16;7 —l/1+64r] 52)+?

Wyznaczajac pochodng przemieszczenia przy wykorzystdmu zaleznoscl dMP/IdE =
=" i wstawiajac ja do wzordw (2.9) otrzymamy
2

N
2T yi=ds ?‘AZ?“S?{“f&:ﬁ———AS,

2

N 1 N
2(Ty—Tao) W= —A1?+A2F+ Aa‘j;?_i_A‘;F"FAs,

gdzie wy iy, oinaczajq odwrotnosci sztywno$ci podtuznej lin oraz gdzie y,=1/EF,,
wa=1[EF,,

1f2 .
& d - —
Ay =128 f—g_,ﬂ/ I—}—l6q2 +1In ]/ 4??+1/ 14644 ,

Vit & 4+ 14642
31D v
A =16y [ Qr&de,
—12

Rozprawy Inzynierskie — 9
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1f2 fz dé 1 '
— 4 _._—f:a————= . )
Ay =647 f 11645 £2 i 4 # arctg 4n,
(3.11) =12 i :
ca) it Q& dt
D hm [ @k, Ae=tor [ e
) _‘{,2' i ]/ —!—64??2 &2

Réwnania (3.10) maja podobng postaé w przypadku, kiedy #,77,, lecz wspél-
czynniki obliczone za pomoca wzoréw (3.11) sprowadzaja sig do do§¢ skompliko-
wanych calek typu eliptycznego.

Dokonujac linearyzacji funkcji (3.9) mozemy otrzyma¢ wzory podane np.
w pracy [1]. '

4. Przykiad liczbhowy i pordwnanie wynikéw

Rozpatrzmy dzwigar linowj{ o schemacie podanym na tys. 4, obciazony sila
skupiong P, ktérego liny w stanie wstepriego napigcia przyjmuja ksztalt paraboli
drugiego stopnia. Przyjmijmy nastepujace dane dla rozpatrywanego dzwigara:
rozpieto§é I==1000 mm, odlegtosé zakotwiczenia lin e=254 mm, strzalka w $rodku
rozpigtodci fy = f> =64 mm, rednice hn d, =d;=1,62 mm, wstepny naciag w li-
nach Tio=Ta0=22kG, S$rednica wieszakow pionowych d,=0,25 mm, odstep
migdzy wieszakami b= 50 mm oraz modut Younga lin £=2,1.10° kG/cm?. Obrany
schemat dZwigara calkowicie pokrywa sig z dfwigarem, ktory zostal poddany

badaniom eksperymentalnym, wyniki ktorych zostaly opublikowane w pracy [71.
)

l P=2,26 k5

ol
_ 8
i g
A =
20x50= 1600 mm ﬁ}
Rys. 4

Korzystajac ze wzoréw (3.11) dla przypadku. obciazenia w postaci sify skupio-
nej w $rodku otrzymamy:

,=—2 P=—02919 [kG],

2

P 2
4,=-, =1.276 [kG?],

P ) -
As:“I(l_]/ 14-1647 ) =0,2884 [kG],

A;=0,044, 45;=0018.
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Réwnania (3.10) majg wiec postac

Fy =T~ 4472 —T740N2+11840N — 52500=0,
4.1 .
@ F,=TN41770N-11980=0.

Nicliniowy uklad réwnah (4.1) rozwigzano metoda iteracji, podana w pracy [8].
Oznaczajac przez ¢ i n kolejne przyrosty sit T i N stwierdzimy, Ze spehione sa
réwnania

4.‘JF1+ JF, o 0
A T Ry N—_Fi(T , N9,
4.2)
oF, + aF, _ o Aro
ti T 1 N““ —Fz(T ,N)-.

Przyimujac jako pierwsze przybhzeme warto$cl wstgpnego napiecia T°=22-}22=44
kG oraz N°=0 i wykonujac obliczenia przypisane réwnaniem (4.2), znajdziemy
nast@pujqcy uklad réwnan liniowych:

1936 ¢, + 11840 n, = 52500,

1814 1, =11980;
stad ny=6,6 1 t;=—13,27 kG.
Po pierwszej iteracji mamy wiec

T =Ty =44-13,27=30,73 i N *=N4n, —0-16,60==6,60 kG .
Wykonujac cztery kolejne przyblizenia otrzymamy
=46,70kG  orez N*=640kG.
wicm]
2|

1 T —_——

\ ) Metada nielin. wspot.
sl 7 — = Meloda doswiadczaing
— — Mefoda Dmitriewn

Rys. 5

Z réwnania (3.3) obliczamy wartosci sit w linie noénej 7,=26,55 kG oraz sily
w linie napinajacej T; =20,15 kG: Wykorzystujac wzér (3.9) ofrzymujemy wielkoéci
ugiecia dzwigara i)od obciazeniem, kidre zostaly przedstawione na rys. 5. Na tym
samym rysunku podano ugigcia uzyskane z badas do$wiadezalnych, opublikowanych

w [7] oraz wielkosci przemieszczen nzyskanych metodq zlinearyzowana podang
w [2].
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5. Whaioski

Rozbieznoéé nzyskanych wynikow w.pordwnaniit z wynikami dodwiadczalnymi
oraz, wynikami opartymi na metodzie zlineryzowanej-jest stosunkowo niewiclka.
Wynika to z faktu, Ze przyjety do rozwazan uklad jest silnie wstepnie napiety i zmiany
sit w linach spowodowane obciaZeniem zewnetrznym. sa stosunkowo niewielkie
w poréwnaniu z sitami sprezajacymi. Uktad taki pracuje w sposéb bardzo zblizony
do uktadu liniowo-sprezystego. :

Dla sit napinajacych lub wigkszych obciazen zewnetrznych metoda podana
w niniejszej pracy lepiej opisuje rzeczywisty stan pracy dzwigara, ktérego zacho-
wanie staje sig coraz bardziej liniowe.
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Pesrome

HEKOTOPLIE HEHHHEFIHLIE PEINEHMA ABVIIOACHBIX,
HIPEABAPHUTEILEHO HAIPAXEHHBIX BAHTOBBIX CHUCTEM

JaeTcs AelMHEHHOE PEITCHUE JBYIOACHLIX NPENBAPHTENLHO HANDMKEHHBIX BAHTOBLIX (iepu.
Pe3yapTaTH ONMCARHOTO METOAA CPABHHBAIOTCH HA ODUMEPS ¢ PE3YALTATAMY IKCOEPUMEHTAID-
HBIX PAGOT W ApYrHx A3BECTHLIX JUTHEHHEIX DEImeHrmt,

Summary

A CERTAIN NONLINEAR SOLUTION OF TWO-BELT PRE-COMPRESSED LINEAR
SYSTEMS

A solution is given here of a pre-tensioned two-belt cable girder, The resulfs of the paper are
confronted in an example with the results of experimental works and other known linear solutions.

POLITECHNIKA LODZEA

Praca zostalg zfoéona_‘n‘f Redaﬁccﬁ' Hm’q 17 listopada 1969.1'.






