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PEWNE METODY WYROWNYWANIA NAPREZEN GLOWNYCH
W PLASKICH OSRODKACH SPREZYSTYCH

JAN HOLNICKI-SZULC (WARSZAWA)

1. WsTEP

Celem pracy jest przedstawienie metody nuwmerycznego rozwigzania ukladu
réwnan rézniczkowych, opisujacych zagadnienie wyrdwnywania naprezen gldwnych
w plaskich ofrodkach sprezystych przez zmiany grubodci oraz wprowadzenie pola
sit masowych [ pewnego ukladu obcigzen na brzegu ofrodka. Metoda ta moze mieé
zastosowanie m.in. przy optymalizacji elementéw betonowych, sprezonych ukladem
gesto rozmieszczonych ciegien [2,3 1 4L

Wprowadzajac do elementu betonowego ciggna sprezajace wywolujemy w nim
pole sit masowych X i uklad obciazen na brzegu s. Odwracajac zagadnienie, mozna
poszukiwaé takiego ukladu ciggien, ktore realizowac bgdzie okreslone pole X i vkiad
s [2 i 6]. W niniejszej pracy rozpatrzono pierwszy etap tego zadania, tzn. wyzpaczenie
pola sit masowych X i ukladu obcigZeni na brzegu s. Zagadnienie wyboru odpowied-
niego ukladu ciegien sprezajacych rozwazono w pracy [6]. Okreslone sily masowe
mozna takze realizowaé przez wprowadzenie odpowiedniego pola temperatur Iub
sit Lorentza pochedzacych od pola elektromagnetycznego.

Zagadnicnie sformultowano jako plaskie, wogdinione zagadnienie teorii spre-
zystodci, zaktadajac, Ze rozpatrywany ofrodek jest jednorodny i izotropowy. Opraco-
wanie obejmuje sformulowanie zagadnienia, wyprowadzenie rdwnaf, metodg
rozwiazania podstawowego rdwnania rdézniczkowego, opisujacego kat pochylenia
trajektorii naprezen gléwnych, omdwienic warunkéw brrzegowych oraz przyklad
liczbowy. ‘

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA 1 WYPROWADZENIE ROWNAN

Przyjmujemy, e w plaszczyZnie symetrii rozpatrywanego ofrodka okrelono
potprzestrzen D ograniczong lukiem krzywej regularnej C (rys. 1).

Na brzegu C dane sa obcigzenia brzegowe p (xy, X,)={p; (x5, X2), P2 (X1, X2)]
oraz grubos$¢ ofrodka z (xy, x,;). Wielko$¢ [p| nalezy rozumieé jako warto§¢ obcia-
zenia odniesiong do jednostkowej grubodci brzegu ofrodka.

Celem pracy jest okreélenie grubosci ofrodka z (x, x,) oraz pola sit masowych
X, (%, x2), X, (x4, x,) tak, aby naprezenia gléwne w kazdym punkcie- obszaru D

zostaly wyréwnane do wartoéci o i 0.
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Zalozono, ze wielkosci dane na brzegu C: pg (x4, X,), P (X1, X2), 2 (%1, X2)
sq klasy C* oraz ze brzeg C jest lukiem otwartym w sensie geometrii rézniczkowe;.
Mozna zakladaé spelnienie powyzszych warunkéw na brzegu jedynie przedziatami.
‘Wtedy otrzymujemy rozwigzanie przez zlozenie rozwiazan otrzymanych dla poszcze-
golnych odcinkéw brzegu. . . S

Z zadania wyréwnania w kazdym punkcie obszaru D wartosci naprezen gléwnych
“wynika, ze

5 - _Gie G0 |
}/2127//? ;222// u=—3 + 5 cos2a,

-

c /,’;////z 77 7 /// % B N
/6[%// 1) o= ote e cos 2«

Q

29 2

éxz N e Ewg
Gi2 = 3
Rys. 1

sin 2¢e,

‘gdzie « okrefla kat zawarty pomiedzy kierunkiem gléwnym przyporzadkowanym
wartodci gldwnej ¢ a osig x,. .
Poza tym w kazdym punkcie obszaru D muszq byé spetnione warunki réwnowagi

(o1, Z), 1+(5122),2+X1=0
(0212), 1F+(0222) 2 Hyz+ X, =0

(gdzie y oznacza staly site masowa odniesiong do jednostkowej grubofci ofrodka,
Xy i X, poszukiwane sily masowe, odniesione do calej grubosci ofrodka z) oraz
-warunek ciaglodci odksztalcen :

(2.2)

(2.3) 322,11+311,22?31z, 12

W ofrodkach, w ktérych zwiazki konstytutywne okrelaja wspdlne kierunki
Blowne dla tensoréw o, i e, (zwiazki konstytutywne wyrazone sg przez funkeje
“tensorowe izotropowe, np. prawo Hooke’a w klasycznej teorii sprezystoéei), wy-
réwnanie w obszarze D napregzen gléwnych pocigga za sobg wyréwnanie w tym obsza-
‘rze odksztalced gléwnych do warfosci ¢ i s,

Zatem spelnione sa zaleznosci

. & E—g

311'_" 2_."" zﬁ COSQ-OC,
, gt+e e—&

'(2.4) ) . 822= 2_ - zﬁ 005205?
g—¢ |

813= 2 sin2e.

- Wstawiajac funkcje (2.1) do (2.2) oraz (2.4) do (2.3) otrzymano nastgpujacy
wklad réwnai do wyznaczenia poszukiwanych wielkoéei:
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a) jezeli o0, to

p .
z (o, 5008 20— or 1s1n2m)+——z 1( +cosZoc)+

1 ) X,
+—z ,8in2u+= =0,
2 ' a— .

@5

. 1 oo
z{o 4 cos2at 06,281n206)+72’j E—; —cos2u |-

1 +yz
+—z, sin2at+— Xatyz
2 o—0

=0,

(cos2a), 11 —(cos82a) 22=—2(sin2a} 15 ;"
b) jeseli =0=7, to |
(2.6) oz, ,+X; =0,
az, 3 +yz-+X2=0.

Trzecie réwnanie spelnione jest tozsamoSciowo.

W ogdlnym przypadku (a) wyst¢puja trzy rownania rézniczkowe z czierema
funkcjami niewiadomymi: z (x1, x2), o (¥, X2), Xy (%1, x2), X (xq, x5). W szcze-
gélnym przypadku (b) zagadnienie sprowadza si¢ do ukladu dwu rdwnan z trzema
funkcjami niewiadomymi: z (x;, x,), X1 (%1, X2}, X (X1, X2).

W dalszej czesci pracy przedyskutowano warnunki rozwigzywalnosci zagadmema
oraz opracowano efektywne metody rozwigzania wyprowadzonych ukladéw rownan.

W przypadku (2) kolejno$é rozwiazywania zagadnienia jest nastgpujaca: 1)
wyznaczenie funkcji « z réwnania (2.5);, 2) rozwigzanie ukladu réwnafi (2.5);,,
z dodatkowym warunkiem F(z, Xi, X;)=0.

W przypadku (b) rozwiazanie zagadnienia’ sprowadza sig do rezwiazania ukladu
réwnan (2.6) z dodatkowym warunkiem F(z, X, X;)=0.

3. METODA ROZWIAZANIA ROWNANIA ROZNICZKOWEGO
62

~—sin?2
dw o, Sn 20

e e
(?x?— o2 ) cos2a= -~*2
Po wykonaniu rézniczkowan réwnanie (2.5)_3' pr,zs)biera i_iatst@pttjEp:cac postaé:
oy (—28in26) 4, 25 (25i0 20) -0, 15 (408 200)+
@1 (2, )2 (—4c0520) (e, 5)* (dcos20) —«, 1 &, 5 (sin 2a)=0.

Jest to réwnanie rozniczkowe quasi-liniowe, Wyréznik réwnania ma wartosc

0= —4sin? 2o —4cos?2a=—4<0,




290 JAN HOLNICKI-SZULC

Zatem rownanie (3.1) jest typu hiperbolicznego w calym obszarze D. Zgodnie
z twierdzeniami o istnieniu i jednoznacznoéci rozwiszad réwnah rézniczkowych
hiperbolicznych [1 i 5] ma ono rozwigzanie w przypadku zagadnienia brzegowego
Cauchy’ego, charakterystycznego oraz mieszanego Zagadnienia brzegowego.

Rozwiazujac réwnanie (3.1) zastosujemy metode charakterystyk {1 i 5.

Jesli wzdtuz pewnejlinii L o réwnaniach x, =£; (5), x.=/£,(s) w plaszezyznie x; x,
znane sg funkeje «, o 4, o, (inaczej o, «_,), to zbadamy, czy W jej otoczeniu mozna
WYZNACZYE o 15, & 5, % 12

W tym celu zrézniczkowano wzdluz linii 7 dane na niej funkeje « 5, @ 5:

(1), s=2 11 f1, s+ 122,55
(“,'2),;3“,21f1,s+0€, 2zf2.s-

Otrzymano w ten sposéb ukiad trzech réwnan (3.1) i (3.2) z trzema niewiadomymi
% 115 ®,22, % 12= & 33, kiory mozna napisa¢ w postaci macierzowej

(3:2)

Gy
[A] ® a2 |=[A].

%12

W réwnaniu tym
—2sin2a 2sin2o 4cos2u

[A]: fll,s 0 st s

0 f.?.,s fl,s
(3.3)
' 4cos2a(x, 1)* —4cos 2o (e, 2)*+-8sin20 0, o, 5
[B]= (1),
(0(', 2), 5

Rozwazy¢ nalezy dwa przypadki: a) 40 w kazdym punkcic krzywej L; b) 4=0
14;=4,=4,=0 w kazdym punkcie krzywej L. Symbol A oznacza tu Wwyznacz-
nik gléwny uktadu réwnasi (3.3) oraz A4, wyznaczniki podstawione. Znikanie jednego
wyznacznika A; pociaga za soby znikanie wszystkich A,.

W przypadku a) wzory Cramera dajg jednoznaczne rozwigzanie ukfadu (3.3).
Zatem pochodne o, ® 22, ¥ 12 83 WyZnaczone w otoczenin L jednoznacznie.

W przypadku b} nie mamy jednoznacznego rozwigzania o 1y, &, 22, ®, 13 W OlOCZE-
niu L. Krzywa L o tej wlasnosci nazywamy charakterystyka, W opracowanej meto-
dzie rozwigzania wykorzystano wlaénie przypadek b).

Wypisujac warunek 4=0, otrzymano

(3.4) 2sin20f%  ~2sin2af? A4cosafy fo s=0;
stad “ '
. s |2 dx,
szm(dxi) +2cos2u dxs —sin2a=0.
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Z powyzszego rownania kwadratowego otrzymano nastepujace rozwigzania:
jesli a#nn/2, to '

dax, —cos20-+1

dx; sin2o e,
_(dxz) —cos2a—1
M= \ax, 2T sin2e ctge.

W réwnaniach tych m, i m, okredlaja wspdtezynnik kierunkowy stycznej do L w da-
nym punkcie.
Jesli a=n=nf2, to
408 2afy, ]z, =0,

stad
fl,s=0 lub fz,s=0;

jreZeli zatem wspdlezynniki kierunkowe stycznej do krzywej L w kazdym jej punkcie
przyjmuja warto§ci: w przypadku a#nm/2

{3.5) mi=tge lub m,=—clge;
w przypadku a=nn/2 (tj. gdy styczna jest pozioma lub pionowa)
) my=-4oo, my=0 albo m=0, my=4oo,

to krzywa I jest charakterystyka.
Zatem siatka charakterystyk sklada sig z dwu rodzin okreélonych réwnaniami:

dx, o dx,
de; % dx,

= —ctga.

Sa to dwie rodziny krzywych wzajemnie ortogonalnych, gdyz kazde o speinia
warunck my my=—1.

Wzdhiz kazdej z charakterystyk spelniony musi by¢ warunek zgodnosci 4,=0.

Wypiszemy np. warunek 4,=0:

dcos2e (e, 1)*—4cos2u{a ;)*+8sin2ax j o, 2sin2«  4cos2a
(0‘, 1),5 0 .fz,s =0.
(0‘,2),s fz,s fl,s

Stad otrzymano rdéwnanie
dcosa (e )2 f2 —4cos2afx ) f2 +8sin2aa o ,f 2 +
+2(e, 1), s(sin2efy, +2c08 20 f5 ) —2sin2a(w, 5), of7, s=0.

Na powyzszych rozwazaniach oparto numeryczna metode rozwiazania réwnania
(3.1). Przyjmujemy zatem, Ze na tuku AB brzegu C nie majacym w Zadnym punkcie
kierunku charakterystycznego dane sa funkeje o, oo ,. Wtedy wiemy na podstawie

(3.6)
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twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego,
ze w czworokacie ABCD istnieje jednoznaczne rozwigzanie réwnania (rys. 2).
Poszukujemy go w sposéb nastepujacy: 1) OkreSlamy na luku 4B m punktow
rozmieszezonych w réwnych odlegloéciach (miary lukowej). Znajomoéé o w kazdym
z punktéw pozwala wyznaczyé z zaleznosci (3.5) dwa kierunki charakterystyczne
(rys. 2 r i p. 2) Biorac pod uwage dwa sasiednie punkty 41" i A'"+1 oraz wycho-
dzgce z nich charakterystyki réznych rodzin (v i p), otzzymamy w przeciecin punkt
A*™ (aproksymacja r i p prostymi). W punkcie 42" dysponujemy dwoma zwiazkami
zgodnosci (3.6) (wzdhuz obu charakterystyk wychodzacych z punktéw A" i ALm+1y,
W ten sposdb dysponuvjemy dwoma réwnaniami, z ktérych wyznaczamy oy ia,
w punkcie A*". 3) Wyliczajac pochodne kierunkowe o, w punkcie 4 1™ i o p
w punkcie A¥™** oraz aproksymujac je liniowo, mozna okredlié « w punkcie 42™,
“ W ten sposéb przenosimy. warunki brzegowe o, @ , na brzeg C’ (wyznaczony
przez punkty A>™). Postgpujac w ten sposéb m razy, wyznaczymy w trojkacie ABC
punkty A™", w ktérych bedziemy znali wartosci «. Oczywiscie dokladnosé rozwiaza-
nia uwarunkowana jest gestodcia wprowadzonego podziatu tuku AB.

Rys. 3

Powyzej oméwiono metode rozwiazania zagadnienia brzegowego Cauchy’ego.

~ W przypadku zagadnienia charakterystycznego (rys. 3) i mieszanego (rys. 4) sposdb
postgpowania jest analogiczny. Réznice wystepuja jedynie w kolejnodei okreflania

punktéw A™" (na rys. 3 i 4 numery okreslaja te kolejnoé). W przypadku zagadnie-

nia mieszanego wyst¢puja pewne réznice w okreéleniu rozwigzania w otoczeniu

brzegu AC. ' .
W przypadku zagadnienia mieszanego rozwiazanie w punktach 6, 10, 13, 15, ...
. Wyznaczone jest w sposéb odmienny od opisanego powyzej. Tak np. rozwiazanie
w punkcie 6 znajdujemy rozwiazujac uklad trzech réwnafi:

(3-7) | aﬂ?‘]‘bl @6, _1‘|“b20f-6, 2 =c%, d1056, 1‘|“d2016, 2:0‘2,»
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oraz réwnanie (3.6) wzdtuz charakterystyki p z trzema fonkcjami niewiadomymi
af, af | iab,, gdzie a,by, by, dy i d, sa liczbami rzeczywistymi,

Po wyznaczeniu funkeji e« (x4, x,) zagadnienie sprowadza si¢ do rozwigzania
ukladu dwu réwnan rézniczkowych czastkowych (2.5),,; ze wspdlezynnikami
funkcyjnymizmiennych niezaleZnych na z, X, X.

aoc+boe,p=c

Rys. 4

Tak postawione zagadnienie jest niejednoznaczne. Nalezy jeszcze postawi¢ do-
datkowy warunck

(3.8) F(z, X1, X2)=0.

Warunck ten moze przybieraé nastgpujace postacie: z=const; objetodc ‘elementu
przyjmuje minimum m; aX;+bX,=0, gdzie a, b sa to liczby rzeczywiste; sily
masowe maja staly kierunek. :

Posta¢ warunku (3.8) moze wyplywaé z okrelenia sposobu realizacji pola sit
masowych. '

4. OKRESLENIE WARUNKOW BRZEGOWYCH ZAGADNIENIA

Zajmiemy si¢ wyznaczeniem o« na brzegu w przypadku osg. -
Warunki réwnowagi na brzegn C przybieraja postad

(4.1) qi=loy1+me s, qy=Ilo2+mos,,

gdzie q=p-s; s oznacza dodatkowe obcigZenie brzegu. W réwnaniacil tych q=
=[q4, 4] oznacza wektor obciazenia, dzialajacego na brzeg C, odniesiony do gru-
boscei jednostkowej o$rodka:

I=cos{n, x;), m=cos(n,x,)

oraz 7 wersor normalny, zewnefrzny w daﬁym punkéie brzegu (rys. 3).
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Z zadania wyréwnania naprezen giéwnych na brzegu C ‘wynika, ze w kazdym
punkcie brzegu musi istnie¢ o e [0, ) spelniajagca réwnanie (2.1).
Z uktaddéw réwnan (2.1) i (4.1) otrzymujemy

1(E+g 772 s )+ 772 sin2

g= 2 + 5 ©0s2af+m—="sin2a,

“4.2) _ - —

' o+o6 o—0 o—g
= ( 2* - 2‘ cosZc_f.)—H = sin 2,

Oznacza to, ze w kazdym punkcie brzegu C uklad réwnani (4.2) musi posiadaé
rozwigzanie « e [0, ).
Ukfad réwnan (4.2) mozna przedstawié w postaci

i o—¢ ; o+a
3 cos 2atm 5 sin2a=g, — 7
(4.3) - _ _
og—o o—0g | oo
—m 2" cos 2a11 5 sin2¢ =g, — 2“

Wyznacznik giéwny tego ukfadu réwnan

c—c\* [o—ci2
A=(12+m2)( 2“) =( 2-} >0.

Zatem ukiad réwnan (4.3) ma jednoznaczne rozwiazanie wzgledem sin 2, cos 2a:

2(q, l g, m)—l—(a—!-o) (m*=-1%)

cos2a= —
o Lo g
4.4) _
. 2(q I+q, m)—2mi(c+0)
sin 2o = P

Wyznaczone funkcje sin 2« i cos 2« musza byé funkcjami tego samego kata.
Oznacza to, ze wielkosci sin 2o i cos 2o okreslone wzorami (4.4) muszg spelniaé
warunek

sin? 2o-+-cos? 2a=1.

Podstawiajac do tego warunku funkcje (4.4), otrzymujemy zaleznosé
[2(9: 1= g2 m)+-(@-+0) (m> = )P+ [2(g g, m) = 2ml (G+-0) 2 =(F— 0,

Z ktére] znajdujemy

# o+o \? c—ag \* [og-a)\?
@.5) (41“ 2ﬁl) +("2_ 2_’") =( 2“)‘

Warunkiem koniecznym i dostatecznym wyréwnania naprezeni gléwnych na brzegu
C jest spelnienic przez wartoSci brzegowe ¢, i g, zaleznodci (4.5).

Réwnanie (4.5) opisuje na plaszezyznie x, x, okreg K (rys. 6). Zatem, jezeli
w kazdym punkcie brzegn C wspéhzedne napreZenia brzegowego opisywac bedg
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punkt (g, g2) € K, to w kazdym Z tych punktdéw wzory (4.4) okredlaya jednoznacznie

warto$é o€ [0, 7).

Z kolei zajmiemy si¢ rozwigzaniem przypadku, gdy o=¢=o.

Warnnek (4.2) wyrdwnania naprgzen gtdwnych na brzegn € przyimie w tym
przypadku postaé: g, =Io, g;=mo. Oznacza to, Ze brzeg C musi byé poddany
hydrostatycznemu Sciskaniu (gdy cE<O), rownomiernemu rogcigganin (gdy §>0)

lub by¢ nieobciazony (gdy o =0).

o+
z
//
. . -
e, 41
EINw
e K
% lf?-_gf
2
(124 dk'ﬂ
Rys. 3 Rys, 6

Wida¢ z rownan (2.6), ze preyimujac w obszarze D z (x,, x,)=const (o ile na
brzegu C z=const), X, (x,,x,)=0 1 X, (x,, x;)=—pz, spetnimy ukfad roéwnai.
Zatem mozna w tym przypadlon wyrownaé naprezenia gléwne w obszarze I¥ do war-

todel o' PrEyjmujac

z(x,, x;)=z=const, X, {x,x,)=0,

Xz-:(xbxz}: —7yz.

Wyznaczenie ¢, na brzeguy C. Wypisujac na brzegu € ukiad réwnan (2.5), , oraz
dopisujgc dwa rownania dodatkowe, wyraZajace z, i 0, {z i o s3 wzdluz brzegu C

znane), otrzymujemy uklad czterech rownan algebraicznych
domymi o, 0 ;, 2,2, X 1 X,

(4.6} .
B 1 {ode 1 1
~zsin2a zcos2e — |=—+cosZa] —sinZa —=
2\o—vo 2 g—a
1 1 {ota 1
zcos2a zsin2ua —sinZe —i{—— —cos2a|] O ——
2 2 o—a og—a
Jia Sz 0 0 a 0
0 0 i Jfan 0 0

® 1 0
—~yz
01’2 - E—g
Z1 &t
11 22 2
X
__X:Z_

7 szeScioma niewia-

Przyjcto, ze brzeg C okre§lony jest przez réwnania x, =/ (), x,=/5 ().

Rozprawy InzZynierskie — 5
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Okre$lajgc warunek (3.8) dysponujemy dodatkowym réwnamiem. I tak np.
w przypadku z=const uklad réwnan (4.6) redukuje sic do uidadu frzech réwnat
z czferema niewiadomymi .y, o.,, X; 1 X;. Jest to ukiad réwnan liniowo niezalez-
nych o wyznaczniku gtéwnym réZznym od zera. Zatem rozwiazanie jego fest wielo-
znaczne. Dowolnoéé wyznaczenia na brzegu poszukiwanych wielkofci moze byé
wykorzystana przez modulowanie pewnej funkcji G (« ,, @ 2, 2.4, 2,5, X3, X,} do zna-
lezienia takicgo rozwigzania zagadnienia, ktére spelnia pewne z géry dane warunki
na drugim brzegn CL.

Tak np. przyjmujac G (X, Xo)=aX;+bX.=f(r), gdzic a, b sa to dane liczby
rzeczywiste, f(t) jest obrana funkcja rzeczywista na brzegu C, dyspenujemy do
wyznaczenia wielkoéci brzegowych ukladem réwnan

| -
—zsin2«  zcos2ux — 0 oy 0
O’_O_’ ?
. 1 ' —yz
4.7) —zcos2ﬂa zsin 2« 0 T—o %y | = o—a |’
Sie J2,1 0 0 X o %
- 0 0 a b | Xs it

A=z[—-a(f,,sin 2a+f;, , cos 20)+-b(f3 . cos 2a—f, , sin 2e) /(7 — o).

Jezeli 4#0, to uklad (4.7) posiada jednozuaczne rozwigzanie

44 A, A3 Ay
e AR Xl—j, X2=7-
W réwnaniach tych
za zb ?fz t ) f(f)fl,z
(4.8) A= oo cos 2o e oo (a_ 4o sin2a G —g)2 ,
za zb t
(4.9) d,== 311120(0( —I" = (Cf cos Qe+ {1 ty) | f—( s e .
o= —a a-g/ (0-0)
(4.10) . Ay= —zzb[;i—&—(fzitsiHZa-l-fl,zcos2oc)+m,,]-—
H
f() (f2 sin2a+f; ,cos2a),
(4.11) d,= —z?-a[g_y_g (f2,: sin2m+f1,tcos2a)+ot,t] +

f()

z(f2 (cos2a—f; ,sin2e).
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Znajac wzdtuz brzegu C o, 1 « , zZnamy. takze wzdhz C
(4.12) 7 o p=lo -+ma ,.

Jezeli na brzegu C sa sformulowane warunki napreZzeniowe i dana jest grubosé z,
to przyjmujac pewna funkcje G=/(f), mozna wyznaczy¢ wzdhuz C funkcje o, « 4 1o 5.

Zatem mozZzna wyznaczyé rozwigzanie rownania (3.1) w obszarze D. Zadanie
.+ sprowadza sig do rozwigzania ukdadu trzech réwna (2.5), ., (3.8) z trzema niewia-
domymi z, X 1 X5. I tak np. przyjmujac warunek (3.8) w postaci z==const, réwnania
(2.5);,, dajg rozwigzanie w postaci

X, = —z{u yco82a—a ;sin2o)(c—0),
@.13)
Xo=—z(a cos2ata ;sinla)(c—0o)—yz.

Stosujac przedstawiona metodg rozwigzania réwnania (3.1) opracowano program
na EMC Odra 1204. Pozwala on wyznaczyé funkcie o (o, x,) w przypadku zagadnie-
nia brzegowego Cauchy'ego oraz zagadnienia charakterystycznego. Sposéb przy-
gotowania danych do tego programn prZedstawioho na przykladzie.

5. PRZYKEAD

Jezeli wyznaczymy brzeg obszaru za pomocg punktéw X, ¥, (m=1,2, ..., L),
obcigzenie w tych punktach przez P4, PB, grubosé elementu na brzegu przez ZA
oraz jezeli przyjmujemy funkcje dowolna na brzegu f(f)=BA, to na podstawie
opracowanego programu mozna obliczy¢ na brzegu wartoel «, « 4 1 « ,, 2 nastgpnie
rozwigza¢ réownanie (3.1) w obszarze okreflonym przez charakterystyki.

Przyjmujgc np. dane nastgpujace:

E:::SP 9—‘::—30, }):0:

Xwe=—325, —300, 275, —250, —225, —200, —175, —150, —125, —100,
—75 =30, 25

K}’! = O’ OJ OJ OJ 05 O’ OD 05 0? 07 09 03 0}

PA=-300; —295;, —290; —285;, —2,80;, —275; —~2,70; —2,65; —2,60;
—-2,55; —2,50; —2,45; —2,40;

PER==15,0; 15,0; 15,0; 15,0; 15,0; 15,0; 15,0; 15,0; 15,0; 15,0; 15,0; 15,0; 150;
Z4=:30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30, 30,

BA=0,0,0,0,0,0,000,00,0 00,00,
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otrzymano rozwiazanie (trajektorie wyréwnanych naprezen giéwnych) przedsta-
wione na rys. 7. Maszyna daje nam skladowe dodatkowego obcigZepia brzegu §
[obliczone na podstawie réwnania (4.5)] oraz wartosci kata « w punktach obszaru D,
Mozna zatem okredli¢ skladowe sil masowych X, X, 2z rdwnan (4.13).

X2 [CE}

Rys, 7

Zagadnienie realizacii pola sit masowych & oraz ukladu obcigzent brzegu §
jest przedmiotem pracy [6].
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Peszome

HEKOTOPEIE MET(O/IBI BRIPABHMBAHWA TJIABHBIX HATIPSKEHHN
B ILHIOCKUX YIIPVIIIX CPEOAX

B paGoTe paccMATPRBABTCS BOI{IOC BHIPDABHCHHS ITABHBIX HAOPSUKEHHH B INOCKOH ympyrof
cpefe, HyTeM HIMEHEHAS TOMMEHB M NONT MACCOBBIX CHIL ZTOT BOIPOC CHopMysHpoOBan npodec-
cop 3. Bacworeiackr B pabote [3]

B cTarse, [ACTCK METON PEIICHES 33fIa1R, IDHHEMAA B KaTcCTRe HCXOJHOH TOTKH, ABa ypas-
FEHF DABHOBECHS ¥ YPABHEHES HENDEPLIBHOCTH gedopMalimil, ¢ YIETOM YCHOBUS BHIPDABHCHHA
THABHBX HADPMKEHHEH [3], OCROBHOIM 9acThI0 paboTnl spusercst MeTOR peilenus Aubdepenimant-
HOTO YPABHCHMA C YACTHHIME UPOHIBOAHAEIMH, OOHCHIBAIOMETO HAK/IOH TPASKTOPWH THEaBHbR
sanpaxennn. C SToH NeNpio UpEMEHSeTca MeTOR Xapaxtepmermy [1 m 5]

B pafoTe, OUpemeRAOTCA TAKKE KpacBbie YCHOBHA 3a[avy ¥ 9HCIOBON MCTON ©¢ DelleHHH,
AAS CIyYas BREJCHEN HeXOTODOrO KORCTPYKITHOEHOTO YCIOEHA (HADD, NOCTOAHHOH TONHIMHDI
cpexEl),
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SUMMARY

CERTAIN METHODS GF COMPENSATING THE MAIN STRESSES
IN PLANE ELASTIC MEDIA

1n the paper the problem of compensating the main stresses in a plane elastic medium by changes
of the thickness and of the field of body forces is considered. This problem was formulated by
7. Wasiutyasld in paper [3].

In this paper the method of solving the problem is given assuming two eguations of equilibrium
as initial, and the equation of continuity of deformations with consideration of the condition of
compensation of the main stresses [3].

TFhe basic part of the work is the method of solving the partial differential equation describing
the slope of the trajectory of the main stresses.

For this purpose the method of characteristics [1 and 5] was applied. In the paper the bound-
ary conditions of the problem are also given, and the numerical method of its solution is given
for the case of introduction of a certain constructional condition (e.g., constant thickness of the
medium).

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKX
POLSEIE] AKADEMIE NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 29 wrzesnia 1970 r.






