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OSIOWO-SYMETRYCZNE ZAGADNIENIE KONTAKTOWE
DLA POPRZECZNIE 1ZOTROPOWE)J WARSTWY Z UWZGLEDNIENIEM
NAPREZEN STYCZNYCH W OBSZARZE KONTAKTU (*)

L M. KIZYMA (TARNOPOL) { W. B. RUDNICKI (LWOW)

WSTEP

W pracach [1, 2 i 3] zostaly rozwigzane osiowo-symetryczne zagadnienia kon-
taktowe w przypadku idealnej szczepnosei stempla z podiozem. Obliczenia nume-
ryczne i analiza rozwigzania tych prac wykazaly, 7e styczne naprezenia kontaktowe -
sa w tym przypadku proporcjonalne do napr@zen normalnych oraz do odlegtosci
od srodka powierzchni kontaktu. .

W niniejszej pracy rozwazane Jest 0S10WO- symetrycznc zagadmeme kontaktowe
o weiskaniu stempla w warstwe poprzecznie izotropowa przy zaloZeniu, Ze w obsza-
rZe kontaktu napreZenia styczne 1 normalne zwigzane sy zaleznodcia T,,=kro,.
W przypadku péiprzestrzeni taki zwigzek migdzy naprezeniami kontaktowymi byt
przyimowany w pracy [4].

1. ROWNANIA WYISCIOWE 1 WARUNKI BRZEGOWD

Niech w poprzecznie jzotropowa warstwe o skoficzone] grubosci H woiskany
bedzie stempel obceigzony osiowo-symetrycznie. Wybierzmy walcowy uklad wspél-
rzgdnych r, 9, z tak, aby 0é Oz byka prostopadla do plaszezyzny izotropii i skierowana
wzdiuz geometrycznej osi stempla, a plaszezyzna z=0 pokrywala si¢c z powierzchnia
warstwy. Warstwa jest posadowiona na idealnie gladkim sztywnym podiozu. Poza
stemplem powierzchnia warstwy jest wolna od obciazen zewnetrznych, a w strefie
kontaktu napr¢Zenia normalne i styczne zwigzane s zaleznoscia 7,,=/ro,. Stempel
ograniczony jest powierzchnia obrotowa z=F (5).

Jak wiadomo [5], w przypadku ciala poprzecznie-izotropowego i osiowej sy-
metrii nie zZerujace si¢ skladowe naprezen i przemieszezen sq wyrazone przez dwie
funkcje naprezed spelniajace réwnania

” 1 9 2
(1.1) (

——‘I“r— —87+v12“a‘;) @®,=0, i=1,2,
gdzie v; sg pierwiastkami réwnania
(1.2 Ay Apa v+ [QRAgat Ay3) A1y — Ay A33]V*+ 453 44a=0,
a A;; sa modutami sprezystodei.

(*) Z rosyjskiego przettumaczyt J. Beipa.
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Dla interesujacych nas sktadowych naprezefi i przemieszezen otrzymujemy wzory

d
uz=32' (ky D, +k; @,),

2

(13 02= 5z b1 Aas =1} A1) @it (b da =33 439) B,

82
Tpz = Agq %Z—[(I—[_kl) @1+(1+k2) qu] »

gdzie k; (i=1, 2) okreslone sg wzoramj
A44‘5‘k (A33+A44) kAsz,
Ay o (1) Aas

Stosujac do réwnan (1.1) transformacje Hankela zerowego rzgdu latwo wyzna-
czymy funkcje @,, a po podstawieniu ich do wzoréw (1.3) otrzymujemy

(1.4)

&z &z kz __iz_ ...Ei
T T
2

kyAszz—vid = tz
O'z=H°[2[ 1 331,2 - 13(313 1"‘*‘Bzevz)"i”

1

oy Asa—v3 A 3z 3
(1.5 i g, é*"],

v

14k T
Trz=TA44H1[éz[ P 1(—318 v1+Bzev1)+
i+% = 2= |
+ vzz(—Bae vz LB, e™? ]; f—»r]. :

Wprowadzono tu nastgpujgce oznaczenie:

1

B L@ x—rl= [ xf ()0, Grds.
V]

Dla rozwigzania postawionego zagadnienia nalezy okreéli¢ funkcje niewiadome,.
spelniajace nastgpujgce warunki brzegowe:

przy z=0
u,=e—F(r), 0<r<R,
(1.6) T =J10, . 0=r=R,
0'z=0= Trz;"O: R<r=00;
przy z=H
1.7 0,=0, 7,=0, O<r<oo.

Symbol R oznacza tu promieh powierzehni kontaktu, & pionowe przemieszczenié
stempla, a f wspdlczynnik proporcjonalnosei.
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2. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Po spethienin warunkéw brzegowych (1.6) i (1.7) i pewnych przeksztalceniach
otrzymujemy uklad dwdch dualaych réwnan calfkowych dla funkcji ¢ () Py

Holg=2o; n—pl=A(e—=F 1))+ CHo [~ 2y (); n— p]+

y p
+H, [ﬁ‘ZGI e (53) R 35"] -

.0
Iy
| —BHo[fz Gz(ﬂ)W(za) *33], p<l1,
Holon; n—pl=0
oraz
22 Hiln twsn—pl=pfHeln o in-pl, p<lI,
' Hilp= 'y (m); 1 pl=0,
gdzie
sh(n52+)+ sh(nQ )+-ch(n2_)— ch(ff9+)
Gl (ﬂ)— + 3
Sh(ﬂ9+)+5_—sh(ﬂ9_)
G = 2, - sh(R.)
2T o V)2 0Q ’
23 Toe) sh(72,)+ = sh(Q_)
_Audss—dly VA4, Bz]/Ass
c A () ’ Ay (vetv,) ’ A ’
vy 1, o 5_H "
= 2V1V2 ’ p—Rs _Rp fl_f

Stosujac do dualnych réwnan catkowych (2.1) i (2.2) wzér na obrét [6], otrzy-
mujemy ukiad dwdch réwnaf catkowych Fredholma drugiego rodzaju:

2 ) 2 . xf(x)dx
2.4 o (1) = *—;As smn—l—; An [cosq Of m-l—

- uF (xu) sin () 2 ! ® du
+?7J-!”ﬁ]“]‘l“:—xz_dudx]+? CﬂéfcosnydyaJ cosuyy/(u)7+
2 p ; U du
+—n‘ﬂfcosﬂydyf61(u)ga(2 )005(25)

d
_—Bryfcosqydyf Gz(u)w(;é)cos(zé) ;
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oraz
(2.5) w(=rfin [ ¥ @) dy | 9oy

Szezegdlowo rozpatrzymy przypadki dla stempla parabolicznegoe i stozkowego,
gdy F(r) sg odpowiednio réwne

2

2R,

{2.6) Fip= i F{)=rctge,
gdzie Ry jest promieniem krzyw1zny stempla parabolicznego w jego w1erzcholku
a 2o katem rozwarcia stozka.

W rozwazanych przypadkach naprezenia na granicy obszaru kontaktu sg ogra-
niczone. Dlatego tez wygodnie jest na samym poczatku przekszialoic rdwnanie
{2.4), wydzielajac i przyréwnujac do zera wyrazy dajace nleogramczone napreZenia.
Ulkdad (2.4) i (2.5) przyjmie zatem postaé

1

2 . . Y v
@7 p)=—polm) + f e j singydy f w () sin uy dus |-
(8] 0O 4]
1 . ' w .
. 2 L fuy
—gfsmnydyf Gi(u)gp(-ﬁ) sin (—2—5) du—

uy
-— f smnydyj GZ(u)W(M)Sm(Zé)d

oraz .
1 ]
@8 w=rin [ Y opdy [ ool du,
0 0
edzie
4824 1 (sim;r )
PN ="~ 7 cos#
w przypadku stempla parabolicznego i
1--cosy

po()=ARctgu

w przypadku stempla stozkowego.
Warunek zerowania sie nieregularnej czesci prowadzi do okreslenia zaleZnoei
miedzy R i &

i du
2.9 D+wa(u)cosu——+f Gl(”)¢(25)003(25)—_

du

—f Gz(u)qﬂ(;s)cos(za)——(}. !
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Wielkod¢ D dla stempla parabolicznego i stozkowesgo jest rdwna odpowiednio

- _
D=—A4(¢—R?*/R)), D=——A(a——-2-Rctga).

Tak wigc rozwigzanie zagadnienia sprowadzilo sig do wyznaczenia funkcji
¢ () 1w () z ukladu réwnan (2.7) i (2.8). Znajgc ¢ () i w () naprezenia kontaktowe
0, 1 T, okreslamy ze wzordw

1 1
{2.10) 0z =3 Ho = tom;n-rl, T =g Hy frtw@;n—pl.

Uktad réwnaf calkowych rozwigzujemy w nastepujacy sposdb. Podstawiajac
do (2.7) warto$é w (i) otrzymanq ze wzort (2.8) znajdziemy réwnanie juz tylko dla
funkcp @ (#):

1

@) ot)=—p)t—fiC f sin (ny) dy f usin@u)dn [ xJ, (w)dx

]
w0

xf P O)o () dxt— fsm(ny)dyf Gx(“)f”(za)sm(zé)du_

B uy '
2{32 fsm(ﬂy}dyf G, ( 25) u Sm(Eé) du fxz.fl (%) dxf p @ Jo(vx)dv.

Znajac ¢ (i) funkeje w () znajdujemy z réwnania (2.8) przez zwyczajne catko-
wanie.

Rozwigzania réwnania (2.11) poszukujemy metodq kolejnych przyblizen przyj-
mujac Za przybliZenie zerowe ¢, (), tzn. rozwiazanie odpowiadajace zagadnieniu
dla polprzestrzeni bez uwzglednienia tarcia. Wiedy

(2»12_) oM+ Mt +..=e @,
gdzie

1 0 1

. 2 >
@13) e =—Cf f sin () dy f wsin (uy) du f X110 dx [ gi s ) o)+

_B 1
fsm(ﬁJf)dy f G () @1 (26)Sm (uy)du— 2;;12 ISin(ny)dy x
. Y

1
foz(u)usin(E—é—)du szll(Ta)dxf s Vo) v, k=1,2,3,....
0 0

Dla wygody podobnie jak w pracach [2 i 3] kazda z kolejnych iterdcji rozkia-
damy w szereg asymptotyczny wzgledem poteg trzech bezwymiarowych parametréw
071, ¢if;. Nie zatrzymujac sie na do$é skomplikowanych wyliczeniach przytoczymy
przyblizone wzory na napreZenie normalne o, w sirefie kontakiu oraz na silg P
dzialajaca na stempel. B
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1. Stempel paraboliczny

ARAV1—p?
7Ry

10,0169CF, ;) S5 672 —0,0381 M, Bf, —[0,00707 (7+5p*)+

@214 o,=— {1+40,159Cf; t,+(0,106-40,0507Cf; +

L 0,0169Cf, (14p?)-+-0,0000704 Cfy15] S5 6~ 5+[8%(0,0113+0,0108 Cf +-
1-0,00179CF, £,)-+0,00253Bf;, Me (8-+7p3)16~°+..},

3

8R*A
@.15) P= [0,333--0,159C; +(0,0353--0,0338Cf;) S5 6%~

Ry
—0,0106M, Bf1 0~*~S; (0,0212-1-0,0191Cf;) 6=+

--(0,0037552-+0,00909C £, Mg+0,00538Cf; S)67°-+..1.

2. Stempel stozkowy

1 1-p%2 2 S
(2.16) az=—Actgoc{1n jﬂ{p_j_Jr; Cf, ts+V1—p? [0,159+

(0,0599-1-0,0253¢,) Cf1 S5 872 —0,0398 /s My V 1 p? 67—
Y1272 10,0133 (544p2)+ 0,101 (0,176--0,591p*) Cfy +
1.0,000528CF, 141556~ 5+V 1—p? [0,00221Bf;, M (114-10p%)+

+82(0,0169+4-0,0144Cf, +0,00269C 1, t,)}é'ﬁ—l—...};

@.17)  P=2nR? Actga [0,54-0,189C/,+(0,0591+-0,0454Cf1) S367° —
_0,0133Bf; My6™%—(0,0291-+0,0301Cf;) s 55+
(0,01 11Bt, Ms+0,0036352+0,00750Cf,) 6~ +...] -

We wzorach (2.14)—(2.17) wprowadziliémy oznaczenia:
— n?
f=3(+ V1> +2~3? {—S—ﬂ*ﬂ(p)] (1-p**2,

1, =3(1224+75p%In V 1—p* +(416+22507)+

2

13(88~"T72p*—T5p%) [-%_ -H (p)] (L~p»~H2,

1 T_ 2 2
_,,—_}'l/l__,p__) _}_%_ —H(p)] (1 _pz)— 1/2 .

t3=21n2V1-p*+ [p(n~4arctg
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13=3(22+15p2)In V1 _p2 4 (7644502 +

2

+3(16—12p2—15p%) [%—— »—H(p)] (1—p»H-12,

o
1
Sp= )" §{[v1._';2"("1 :fn—i-i~v2ﬁ::ii-1,n)—ﬁr+1,u+1:|-__

n=0
Q, (14n)
_m i ,8::,,+2—|—v2 ﬁ'ranrZ,n_("'l_‘l'vz)ﬂ:la—l,n+1—

0,14awv, v,

._(vl —VZ) (ﬁ:tn+ i,nt2 - ﬁ::l-i-z, n+ 1}] '_ (V1 —V2)2 [vi ﬂlzua;i:én-i—z +V2 ﬁg}:«lz, an~

—(Vit7,) [)’2‘,?231, 21— (V1= V2) (ﬁg!ri{—-ll z"+2_ﬁ'2n:f1,2n+1)}}s m=1,3,5,
Ma=2000 3 e (= B0
1 — Va2

n=0
—'—n+] Q m m
- 2(vi—v) £_ o BraatBlio =280 s

—0 14cum( )2 (ﬁgli;i,_;n-l-Z_'_ ﬁglr:l:l-lz, 2"_2)6»;:::1 }’ m=4’ 6 2

gdzie

prte {2v,+3v;) (Bvy+2v,)
" = :
¢)= 2 (42 (LY TI—p2)2” P Gytdvy) (4w

1
(mp-HDv v,

ﬁny+i,np+j =

Li=0,1,2, p=I1,2.

Nalezy zauwazyc¢, ze przy przejSciu granicznym z powyZszego rozwiazania mozna
otrzymaé znane przypadki szczegolne,

Aby otrzymaé rozwiazanic dla warstwy izotropowej, wystarczy w odpowiednich
wzorach przejs¢ do granicy v,—v,—»1. W danym przypadku po elementarnych obli-
czeniach otrzymujemy

Si=1170, 8§3=3,193, S;=5,525,
M,=3,563, Ms=57171,

2p(A+p) ~ 1-20

A2u 7’ - B= 2(t~a)’

gdzie 1 i p sa wspdiczynnikami Lamégo, a o wspSlozynnikiem Poissona.
Jednoczednie przy fi =0 otrzymujemy rozwiazania zaréwno dla warstwy izotro-

powej jak i poprzecznig-izotropowsj, rozwazane w pracach {7 i 8]. Przypadek d—co
odpowiada rozwigzaniv dla pdlprzestrzeni.
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3. ANALIZA ROZWIAZANIA 1| OBLICZENIA NUMERYCZNE

Jak wynika z powyzszych rozwazan, rozwigzanie zagadnienia otrzymane zostato
metods kolejnych przyblizen przez rozwinigcie w szeregi wzgledem poteg trzech
parametréw: 6-1, f; i C. Z powodu zloZonosci ostatecznych wynikéw wzory
(2.14) - (2.17) przytoczone zostaly z dokladnoscia do 67° i drugiej potegi sumy
- parametréw C 1 fy. Oczywiscie rozwigzanie jest poprawne tylko dla tych wartosei
parametréw, dla ktérych proces kolejnych przyblized jest zbiezny. Dokladnos$é
rozwigzania zaleZy zaréwno od iloéci uwzglgdnionych wyrazow rozkladu jak i od
wielkodcl parametréw rozkladu.

Po dokonanin odpowiednich oszacowan calek w klasie funkcji ograniczonych:
mozna wykazaé, ze operator catkowy rownania (2.11) jest operatorem zwartym
i zgodnie z twierdzeniem Banacha ma punkt staly, jesli parametry 4, C i f; zwigzane:
sg zaleznoscia

12y = H, V2041, e (120
G.1)  3233Cf A L2 A Z)Z( L

b (v +7v2)* - (1-+n*ym, 12

mft
=0
gdzie
H,=(2n*+50*+4n+1) (v‘f+v2)+(8n3 41772120+ 3) (V2D v, vyt
4-(120° 4 24n2 + 160+3)v3 02,

= {Inv; -+ (1 +r)v,] [va+(1Hm) v, )32

Tablica 1
Nl 0,2 0.4 06 08 09 1
fl \ > ) f) 3 »
- i
0 0120 | 0,126 | 018 -| 0,103 | - 00775 0,0563 0
0,05 0131 | 0128 | 0120 | 0104 0,0778 0,0562 0
s | 01 | 0133 | 0130 | 0122 | 0,106 0,0782 0,0561 0
02 | 0137 | 0135 | 0125 | 0,108 0,0790 0,0558 0
03 | 0142 | 013 | 0129 | 0,110 0,0798 0,0556 0
0 0130 | 0128 | 0,120 | 0,105 0,0784 0,0570 . 0
0,05| 0133 | 0130 | 0121 | 0,106 0,0788 0,0569 0
3 | o1 | o135 | oz | 0123 | 0,107 0,0792 0,0568 0
02 | o003 | 0136 | 0,127 | 0,109 0,0800 0,0565 0
03 | 0144 | o040 | 0130 | 0,112 0,0808 0,0563 0
0 0134 | 0,131 | 0122 | 0,107 0,0800 0,0587 0
005 0136 | 0133 | 0124 | 0,108 0,0803 0,0586 0
2 |01 | o138 | 0135 | 0126 | 0,109 0,0807 0,0585 0
02 | 0143 | 01% | 0130 | 0111 0,0815 0,0583 0
03 | 0147 | 0144 | 0133 | 0,114 0,0823 0,0580 0
0 0130 | 0136 | 0,127 | 0,110 0,0820 0,0622 0
005| 0141 | 0138 | o128 | 0,111 0,0824 0,0621 0
1,51 01 | o2 | o14e | 0130 | 0,113 0,0828 0,0620 0
02 | 0148 | 0145 | 0,134 | 0,113 0,0837 0,0618 0
03 | o015t | 0151 | o138 | o118 0,0845 0,0616 0
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Z powyzszego zwiazku okreSlamy wielko§¢ § w zaleznosci od parametréw f,
i C. Uwzgledniajge prawo tarcia Coulomba mozna wyciagnaé wniosek, ze i<l
Praktycznie f; jest dosy¢ male. Jak wykazuja obliczenia liczbowe w przypadku ide-
alnej szczepnosci fi~0,1. Wspélezynnik C zalezy od materiatu. Na przyklad dla
piaskowea wynosi on 0,301, dla stali 0,286, zelaza 0,343 i betonu 0,391,

Na podstawie wzoréw (2.16) ~(2.19) przeprowadzono obliczenia numeryczne
dla normalnego naprgzenia kontaktowego o, oraz dla sily P w przypadku betonu
(o=0,18; E=0,196-10'" H/M?) dla niektérych wartosci J i f;. Wyniki oblicze
przedstawione zostaly w tablicach 1 - 4.

W tablicach 1 i 2 sg przytoczone wielkosci
dla stempla parabolicznego
R, M2
B =T'0‘z“10_11 N7
i dla stempla stozkowego
2

T

Ba=o(ctga)™1-10711

2

WielkoSci f3=PR,/R-10~11 (stempel paraboliczny) 1 f,=P(ctga)~1x

2

%« R-2.10-11 M
H

(stempel stozkowy) podane sa odpowiednio w tablicach 3 i 4.

Tablica 2
N\ 0 0,2 0.4 0,6 0,8 0,9 1
fl \ El B 3 s ]
0 0,232 0,159 0,111 0,0703 0,0470 0
0,05 0,235 0,161 0,112 0,0706 0,046 0
0,1 0,237 0,162 0,113 0,0707 0,0467 0
02 0,242 0,166 0,115 0,0710 0,0464 0
0,3 0,248 0,172 0,117 0,0714 0,0461 0
0 0,234 0,160 0,113 0,0713 0,0477 0
0,05 0,237 0,162 0,114 0,0715 0,0476 0
0,1 0,239 0,164 0,115 0,0717 0,0475 0
0,2 0,244 0,167 0,117 0,0721 0,0472 0
0,3 0,249 0,171 0,119 0,0724 0,0469 0
0 0,238 0,164 0,116 0,0733 0,0491 0
0,05 0,240 0,166 0,117 0,0735 | 0,0490 0
0,1 0,243 0,167 0,118 0,0737 0,0488 0
0,2 0,248 0,171 0,120 0,074 0,0485 0
0,3 0,253 0,175 0,122 0,0745 " 0,0482 0
0 0,244 0,169 0,120 0,0759 0,0509 0
0,05 0,247 0,171 0,121 0,0762 06,0507 Y
0,1 0,249 0,173 0,122 0,0764 0,0505 0
0,2 0,255 0,177 0,124 0,0768 0,0502 0
0,3 0,260 0,181 0,126 0,0772 0,0499 0
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Tablica 3

N :
AN 0 0,05 0,1 0,2 0,3

oo 0,270 (0,273 0,275 0,280 0,286

3 0,273 0,276 0,279 0,283 0,289

2 0,279 0,282 0,285 0,290 0,295

1,5 0,288 ,291 0,295 0,299 0,305
Tablica 4

\< 0 0,05 0,1 0.2 0,3

oo 0,319 0,321 0,323 0,328 0,333
3 0,322 0,325 0,327 0,332 0,337
2 0,329 0,332 0,334 0,340 0,344
1,5 0,340 (,343 0,345 0,351 0,356

1,
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PeszmomMme

OCECHUMMETPHYHAS KOHTAKTHAS 3ATAYA 1A TPAHCBEPCAJIBHO-M30TPOII-

HOI'O CITOA NIPH HAJHYAN B 30HE KOHTAKTA KACATEJARHBIX YCHIUIA

B cratee PacCMATPURACTCA OCECHMMETPHTHAS KOHTAXTHASN 3a7a¥a O MaBNCHWH IOTamod Ha

TPAHCEEPCANLHO-AIOTPOUHBIE Ciolf B NPEHEIOIOKCHEE YTC B OOMACTE KOHTEKTA KACATENBREIS

i3

HOPMANLHEIE HATPSDKEHHS ¢BS3AHLI COOTHOLICHESM 7., =Kk/'0;. 3871a49a CBEEHA K CHCTEME IBYX

_ ypaeperm# $penromsMa Bropore poma. Pelleuue NPOBOIETCH METOIOM  HOCHSKOBATENHHEIX -
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nprGmmrenmil, JTano OLERKR mapaMeTpor, A KOTOPHR MSTOJ NOCHEHOBATOLHEEX UPHOKmEeHmil
CXORUTCH K TOTHOMY pelreHmro. IIpHBONCHI GOPMYIEL Fnsi HOPMATERLIX HANDSKEHEH ¥ CATEL
ASHCTRYIOWIEH Ha rmuraMi. Uncrnednpie momCIeTL] NpenCcTaBpNeHst B BHAe Talmun,

d

SUMMARY

AXI-SYMMETRIC PROBLEM OF A PUNCH ACTING ON A TRANSVERSALY
ISOTROPIC LAYER WITH TANGENTIAL STRESSES AT THE CONTACT SURFACE

In a paper the axially-symmetric contact problem of indentation of a punch in a transversaly-
-isotropic layer is considered under assumption that the normal and tangent stresses are related by
the formula: 7,,=kro,. The problem is reduced to the sysiem of two second order Fredholm
equations. The solution of this system is obtained by the method of successive approximations,
An estimation of the parameters, under which the method of successive approximations is convergent
to the exact solution, is given. The formulae for normal stress and force acting on the punch are
derived, Numerical results are presented in a form of tables.

Praca zostala zioZona w Redakcii dnia 19 kwietnia 1972 .
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