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PRZYCZYNEK DO SPREZYSTO-PLASTYCZNEGO SKRECANIA PRETOW
DLA SKONCZONYCH ODKSZTALCER

ANDRZEJ] MIOCDUCHOWS K1 (WARSZAWA)

Wyniki do$wiadczalne, otrzymane z préb skrecania pretdw, nie sa do tej pory
w pelni opisane przez teori¢. Dotyczy to w szezegdlnodel efektu drugiego rzedu
zaobserwowanego przez Poyntinga, Ze skrecane prety wykazuja zmiane dlugosci.
Po raz pierwszy udalo si¢ to RivraNovi {1] w ramach teorii skonczonych odksztalcen
dla niesciliwego materiatu sprezystego. WerzeLL [2] uogdlnit te wyniki dla materia-
16w sprezystych, scisliwych. Badania teoretyczne w ramach teorii plastycznodci
dla skoniczonych odksztalced ograniczaly sie do modelu sztywno-plastycznego ze
wzmocnieniem liniowym Iub wykladniczym {3, 4 i 5]. Uwzglednienie sktadowych
sprezystych ma jednak szczegblune znaczenie zwilaszeza dla okreslenia naprezen
reszikowych, ktdre pozostaja w precie po odcigZeniu, THERMANN [6] rozpatrywat
problem spre¢zysto-plastycznego skrgcania preta kolowego z materiatu niescifliwego,
izotropowego i jednorodnego. Przyjecie modelu geometrycznego odksziatcenia,
uwzgledniajacego zmiang dlugosei i Srednicy, daje jako efekt Poyntinga sile osiows,
przy zahamowanym wydhuZeniu.

W ninigjszej pracy rozpatruje sie réwnicz problem sprezysto-plastycznego skre~
cania preta o przekroju kolowym, oparty na takim samym modelu geomelrycznym,
jak zaproponowano w pracy [6]. Tu jednak jako réwnania stanu przyjmiemy aproksy-
macyjiy opis zaproponowany przez LEHMANNA [7], ktdry dajac prosty uklad réwnan
z jednej strony potwierdza poprzednio uzyskdne wyniki w przypadku materiatu
niescisliwego (por. [6]), z drugicj natomiast daje mozliwosé préby opisu tego proble-
mu dla materiatu Scifliwego. Dla lepszego poréwnania przedstawiono w niniejszej
pracy wyniki dla obu tych przypadkdw.

Przyjeto nastepujace zalozenia:

a) materiat jest jednorodny, izotropowy i zachowuje te wlasnosei podczas pro-
cesu deformaciji;

b) materiat jest: A) nicicidliwy, B) Scisliwy;

¢) w zakresie plastycznym mamy izotropowe, liniowe Wzmocnienie;

d) podezas skrecania promienie pozostaja proste, kolowa powierzchnia ze-
wnglrzna pozostaje kolowa i plaskie przekroje pozostajg plaskie;

¢) proces deformacyjny przebiega izotermicznie i dostatecznie wolno, aby po-
minaé wplyw sit masowych; cigzar wlasny preta pominigto,

1. WprowadZmy prrestrzenny x*=x',x2, x> oraz materialny, cylindryczny
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uklad wspSlrzednych & =¢L, &2, 2. Oznaczmy ponadto przez y=g/z kat skrecenia

przypadajacy na jednostke diugosci preta. W chwili poczatkowej mamy: )
=g, x*=g, =0

Zgodnie z przyjetym modelem geometrycznym ofrzymujemy nastepujace wzory

transformacyjne (rys. 1):

= ©=r(E), r(E)=x, *=+yzE), F=xt-yxd
@ Pz, (@)=,
na podstawie ktérych moZemy obliczyC tensory metryczne g i g** w obu uldadach

‘wsp6irzednych. Tensor predkodci deformacji, jako symetryczna czesé gradientu
predkodei, moze byé¢ teraz przedstawiony w postaci [8]

1 1.
d]i=—_ gir(grk) = _._(gir) Sk
2 2

gdzie () oznacza pochodng czgstkowy wzgledem czasu. Po przeprowadzenin
.obliczen otrzymujemy np. sktadowe fizyczne tego tensora w ukiadzie przestrzennym:

7rf- T
’ 0 0
F
re 1 r,l/ Z+')
A2 d%= . LIS TR I N
( ) B 0 ’ 2 wr(w + zt
1 v z*') zt’
_0 CR4 (?4—‘;4,— o |
d . ' 8 + a
gazic - ()=a£1()9 () :363()

z(t?)

Rys. 1

Poniewaz przy danym modelu geometrycznym zmiany postaciowe w kierunkach
(1,2) i (1,3) sa wykluczone, przeto liczyé si¢ musimy z nastgpujacymi skiadowymi
fizycznymi dewiatora naprezefi:
T, 090 o+p 0 0

, =] 0 oxtp T |,

(3) =10
0 1 13 0 T  O31p
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gdzie 7,4, 7,4, T3 53 skladowymi w kierunku promieniowym, obwodowym i podhiznym.
Jak wida¢, mamy do czynienia tylko z trzema niezaleznymi wielkosciami (f=0),

np. Ty, Ta 7o .
2. Przyjmiemy aproksymacyjny opis skonczonych deformacji sprezysto-plastycz-

nych zaproponowany w pracy [7]:
. OF 1 y e
G=A5x T3 {Uilo T @0 5&}-
Roéwnania te po uwzglednieniv warunka plastycznosci

o1 1 .
“@ (ﬂi 30 5&) (Gi* 3o 5L)~(k5+2BW)=0

mozemy przedstawié w postaci

o1 37500 i . i b e
{5) dﬂ=§ el ’:ﬂ-f"é—éwrﬂloJr"ﬁav!DJﬂ,
gdzie K jest modutem Scisliwodci;
2G(1+v)
1=

G modulem §cinania, v wspolezynnikiem Poissona, B modulem wzmocnienia
plastycznego, a ( )|, oznacza kowariantne rézniczkowanie wzgledem czasu. Po
przeprowadzenin prostych rachunkdéw (ktére tu pominiemy ze wzgledu na ich
rozmiary) dla poszezegolnych wyrazéw réwnan (5) otrzymujemy po uwzglednieniu
{2) nastgpujace wzory:

r"_l I +1 . P

F B T T g TR

ro 1T 1 ( (wz*y\ »p

TTBIRTG\RTT TR
1 (wzty 117 1 ( 1 (wzt) )
2 s _EITJFZG r—l—zr o (T2 —13)1,

2t B 13T g\ K’

¥

R ¥
P =riHE )

R P
bi T1T1+7a 73+TT+?(’51 T3+T3 7)) .

I 3+7, 73+ +12
Roéwnanie (6)s jest oczywiscie réwnaniem réwnowagi. Ten uklad réwnan moze byé
zastosowany do problemu skr¢eania, rozciggania, obciazania ci§nieniem zewnegtrznym
lub wewnetrznym, lub do kombinacgji tych wszystkich obcigZen.
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3. Jako przyktad rozpatrzymy pret skrecany o dtugosei /i $rednicy 2a wykonany
7 materiahn niescisliwego; zaloZzymy ponadto, ze pret ten nie moze zwiekszy¢ sweg
diugosei. Jako efekt Poyntinga otrzymujemy rOwnowazne mu zjawisko wystgpowania
sily podiuznej. Z warunku niescisliwosci d5=0, po uwzglednieniu faktu, ze x*=
= =z=const, mamy oczywidcie r=¢&. Tak wige 7 réwnan (6) otrzymujemy uktad
czterech réwnan rézpiczkowych:

73711 Ta '53+W+'5“(T1 73473 T1)

1 %1 °
Ao g ==
B Pty Ta b 1T RRICT IR
A .1
| rl'c}~|-13'£3+r'c+?(ﬁ13«}—1311) t—a—(rl+2'53)r q
o B dimnidis %6 =0
. . Lo . .
i Tl’fx%‘TaTa‘i”””“_z*(ﬁTs“i‘fs'ﬁ) iﬁi__
B T, T T T e ’

?E _ ir_l 4 27,4713 ,
dr  or F
“dla niewiadomych z,, T3, T, P> pochodna () niech oznacza w tym przypadku dfdy ().
Jezeli przyjaé B=oo, to poWyZsze rSwnania opisuja proces czysto spreZystego
skrecania. Tak ofrzymany ukiad réwnah mozemy scatkowad i jesli zauwaZymy, Ze
wé<l, to mamy nastepujace rozwiazania w formie zamknietej:

Gy? 1
(8) p=—4*(a2—§2), 1=Gyé, 1,=0, 13:—_2—6‘21!262-

Najwigksze wartosci naprezen wystgpuja na brzegu przekroju pr@ta E=a. Zwig-
kszanie kata skrecenia w powoduje wzrost ich warto$ci. Przyrost ten opisany réwna-
niami (8) odbywa sig do momentu, W kiérym zostaje osiagnigta granica plastycznosei.

Graniczna warto$é tego kata otrzymujemy z warunku (4):

' ko 75 o
9 ——— = ——
Qczywiscie min , mamy dla {=a. Jezeli jako przyklad wezmicmy pod uwage
pret 0 wymiarach a=1, { =20, wykonany ze stali budowlanej o nastgpujacych para-
metrach: G=8100 kG/mm?, B=2270 kG/mm?, 7,=16,55 kG/mm?, v=0,5, to
widaé, Ze proces czysto spreZysiego skrecania odbywa si¢ tylko do wartoéci
(91) [Wg]&ﬂa=1=2904'10_39 .
co odpowiada wzajemnemu skrgcaniy koncéw preta o p=220". Rozklad napreZen
w tym sianie granicznym przedstawiony jest na rys. 9. Dalsze zwigkszanie kafa

o -~ skrgeenia powoduje przesuwanie si¢ granicy sprezysto-plastyeznej w glab preta.

- Proces ten opisany wzorem (%) przedstawiony jest na rys. 3, Teraz w obszarze
o iiplastycznionym obowiazuja Téwnania (7). Jak wida¢, pierwsze trzy 7 nich, to réw-
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nania rézniczkowe zwyczajne dla trzech skladowych dewiatora napregzenia t,, 75, T.
Jezeli przyjmiemy, Zze w obszarze uplastycznionym mamy tak jak poprzednio 7,=0,
a warto$é momentu skrecajacego ‘

Sg a
M= f 2Pl + [ 2mEode
0 &
i sily podtuinej sciskajgcej
éq a
N= [ 2néodet [ 2néa,
o &y

przedstawimy po odpowiednich przeksztalceniach w postaci réwnant rézniczkowych
zwyczajnych, to otrzymamy uklad #=5 réwnan rézniczkowych w nastepujacej postaci:

d
“&;yi=Fi(yls -“syn): le,...,S,

ktére bez trudnosci moZemy scalkowaé numeryczaie (*).

A t/te , ~1000 T3 /¢, 1000 P/Ty

15 ”
._._.....=,-_-‘1
Yy
1,0
P
P T B
v e
Aﬁuﬂy" \\ N
g 02 04 05 08 10 &/a
Rys. 2

Proces zwigkszania kata skrecenia kontynuowano az do osiggniecia wartosei

zp::y; =10y, co. odpowiada uplastycznieniu powierzchni poprzecznej preta w 99 %,
Wartoéé zmieniajacego si¢ momentu skrecajacego 1 sily normalnej przedstawiono
na rys. 4, a rozklad napreiet w stanie koficowym na rys. 5.

Jezeli pret skrecony do wartodci r,; (i odpowiadajacej mu wartoéci momentu 112’)
zaczniemy skrgeaé teraz w przeciwnym kierunku, to npastgpi proces sprezystego
odcigzania, ktory mozemy kontynuowaé do chwili, gdy M=0. Réwnania opisujace
ten proces znajdujemy z tych samych réwnan rézniczkowych co rdwnania (8), tylko
" 7 innymi warunkami poczatkowymi [teraz mamy funkcie y,=y;(&, v, ). 1 tak

np. resztkowy kat skrecania jest rdwny

. YWr=Y¥ . ﬂG a4 2
. (!) Obliczenia numeryezne prreprowadzono na maszynie cyfrowej firmy Telefunken typu
TR 440 na Uniwersytecie w Bochum (NRF) w Instytucie Mechaniki wg standardowej metody
 Rungego-Kutty z automatyczna kontrola kroku.
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a skladowa dewiatora

(11) TR=T "~ "4 -

Na rys. 6 przedstawiony jest rozklad naprezen resztkowych w przekroju poprzecz-
nym preta dia pelnego odciazenia (M=0). Na rys. 7 krzywa dolna przedstawia
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wartos¢ kata resztkowego w procesie odcigzania w zaleznosci od wartosci koficowego-
kata skregcania lf;

4. Rozpatrzymoy teraz skrecanie tego samego preta, ale wykonanego z materiatu
Scisliwego (dla obliczef przyjmiemy v=0,3). Jak widaé [por. (6)] dla tak postawionego-
problemu otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

. A | . .
TyT1+Ts T3+TT+§" (1172473 Ty)

' H_l_ +j3__'£'
¥ B T3ty Ta b Ti 12 U6 Tk
. . Lo 1 . .
PR 3 1 Tl Tl+73T5+TT+_2_'(TI T3+T3 T’.i) 71+T3+'5r p
"+ B 21, Ta b 72 (=775 2G K’
A S L1
(12) q s T +Ts r3+ﬂ+7 (T1 T3ty 70) T‘I“? (71 —213),
2" g 241, Ty 7 i 2G ’
. . o1 . ;
e L T
B e I e Ts 2G K’
, . 2T1+T3
=t

dla niewiadomych ,, 75, 7, p, 1.

Powyzsze réwnania, opisujace proces sprezysto-plastycznego skrecania, nawet
dla samego zakresu sprezystego nie daja sig¢ juz rozdzielié na uklady réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych. Nie mozemy dla tego ukladu réwnad zastosowaé metody
numerycznej, w szezegdlnosci takiej jak poprzednio. Dlatego zgodnie 7 intuicja,
oparta zresztqg na wynikach dla materialu nicScisliwego, przyjmiemy, Ze

(13) TI: T3<T-

Przyjmujgc jednoczeénie B=oo mozemy w sposéb przyblizony dokonaé catkowania
ukladu réwnain (12). Otrzymujeray nastepujacy rezultat [8]:

T 2p
r=é(l—5(13—f), T=Gye,
5 G2 G (5G2-2KG)
T, o — VIZ 2 e W2a2
178 K+4G 8(K+G)(K14G) ¥

(14)

G (567 2KG) 5G2 1-KG
=3 Wzaz —_— w2€2 ,
4(K+G)(K14G) 2 (K1 4G)
_ K(G*42KG) kG
PE IO KLA0s VY T aEkran VS

T3
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Podobnie jak poprzednio zwigkszanie kata skrecenia prowadzi do wzrostu
wszystkich skladowych tensora naprezenia i zmniejszania sig §rednicy preta; stan
ten trwa do momentu, w kidrym y =y, [ta sama zaleinoéé (9) co i dla materialu
niefcidliwego]. Dla tej wartodei kata skrgcania stan naprezenia w przekroju poprzecz-
nym preta pokazany jest na rys. 8 (wyniki opisujgce material éciSliwy oznaczone -
s na wszystkich rysunkach literg K), Dalsze zwigkszanié kata skrecenia powoduje
przesuwanie si¢ granicy sprezysto-plastyczaej w glab preta, a zachowanie sie mate-
riatu opisane jest teraz réwnaniami (12). Do ich rozwigzania nie wystarczy juz tylko
zalozenie, Ze t > 7,, T3. Poniewaz rozpatrywany przez nas stan sprezysto-plastyczny
odpowiada niewielkim wartofciom kata skrecania, < 1 [por. (9}], przeto przyjmic-
my, Ze poszukiwane wielkoéci opisane sz funkcjami typu y;=«, w2 £2, z wyjatkiem
r=¢(14a; w?¢?) oraz t=o, & Otrzymujemy teraz z réwnafi (12) rozwigzanie
zamknigte, w nastgpujacej postaci: '

Tig 2Pg G+-B
=«:(1.— Y. K)[H‘TGE‘(‘*M 2+ (0o p>]

BG
T == 3 t//f—l—Kz,

26+
S B*G?
4 =5 Groeerpnsraksre W H
{ 10BG BGK
= _(K (B+6) +2) QGEB)16GE 14R@ o] ¥ o Ko

_ BGK
= T RGHB)6GEIAREL G P Ks:

4 T/tp 0007, fry, ~100T3 jte , 1000 Pl

2 e

/mup
4

02 04 |68 |og Ty
[
1 =——==Tf]
Rys. 9

gdzie K,, .., K, sa stalymi wynikajacymi z granicznego stanu sprezysiego; np, dla
- kata skrecania !/l*= 10y, otrzymujemy z (15) rozklad naprezed w przekroju poprzecz-
‘nym preta (rys. 9). Réwnanie (15); opisuje zmiane wartosci promienia kolowego

S Rozprawy Intynierskie — ¥
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przekroju. I tak np. dla {=¢ mamy zmiang¢ promienia zewngtrznego, ktora za po-
érednictwem wartosci R=rjg—1 przedstawiona jest na rys. 10. Catkujac 71 (ra—p)
po obszarze przekroju poprzecznego preta otrzymujemy odpowiednio moment
skrecajacy M i silg podluzng N; ich wykres, w zalezno$ci od zmieniajacego sig kata
skrecania w, przedstawiony jest na rys. 11.

A r-10%
N
[
|
Y Yr N
100 g LN
-200 — -,
‘ { ) '
- 300 ', \\
} N
|
~400 —1 _ —
Rys. 10
%M/rfai -0 N/Tra?
4 - A
Mo
z
I | = L L
0 2 4 6 ] 0 y/y
Rys. 11
b 1o /15, —200T3p /1 , 1000 Tyg /T
10
05
a
. s

Rys. 12




PRZYCZYNEK DO SPREZYSTO-PLASTYCZNEGQO SKRECANIA PRETOW 35

Proces odcigzania preta skreconego uprzednio do wartosci w* opisujemy po-
dobnie jak w poprzednim przypadku. W szezegdlnodei jesli poréwnamy réwnania
(14)1 (8), to widaé, Ze resztkowy kat skrecania wg, jak réwniez naprezenia resztkowe
1x 84 dane odpowiednio wzorami (10) i {11). Na rys. 12 przedstawiony jest rozklad
naprezen resztkowych w przekroju poprzecznym preia dla petnego odeigzenia (M =0).
Na rys. 7 gérna krzywa przedstawia wartos¢ kata resztkowego w procesie odcigzania
w zaleZznosci od wartosci 1,'1* Zmiana promienia w procesie odciazania jest naste-
pujaca:

. 1
(16) rR=<f[1—oc(é,w_)][i+ 2G( 1:1)+ (p p)]

gdzie o:(é, w) obliczamy oczywiscie z (15);. Jezeli w (16) przyjmiemy £=a, to otrzy-
mamy zmiang promienia zewngtrznego preta. Wykres te] funkcji w procesie odcia-
zania przedstawiony jes‘g na rys. 10.

5. Na zakoficzenie naszych rozwazan nalezy jeszeze raz podkreslié nastgpujace
fakty. Przy ograniczeniu sig tylko do sztywno-plastycznych materialdw, jak np.
w pracy [3], otrzymuje si¢ jako jedyne naprezenie — naprezenie écinajace 7. Po-
zostale sktadowe dewiatora sg réwne zeru. Znika przy tym rdwniez ci§nienie hydro-
“statyczne, czyli wszystkie skladowe normalne tensora naprezen. Wprowadzenie
do rozwazafn modelu spreZysto-plastycznego dla materialu niefcisliwego, jak np.
w pracy [6], pozwala na znalezienie nastgpnych skfadowych dewiatora naprezert
T3, T2, Ty (Przy czym.7,=0) i ciénienia hydrostatycznego p oraz naprezen resztko-
wych po odciazeniu. Przyjecie natomiast modelu sprezysto-plastycznego dla mate-
riatu $ci§liwego pozwala jak widaé poza tym na obliczenie wartosci skladowej de-
wiatora napreZeh T, 1 zmiany frednicy preta.

Autor dzigkuje Kr. THERMANNOWI za wnikliwe uwagi, ktére pomogly. w opra-
cowanin tege zagadnienia,
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PeswmMe

OB VIIPVTO-IVIACTHYECKOM KFVHYEHWM CTEPKHEH TP KOHEYHBIX
JEGOPMAITHSX

B pansolt paore paccMaTpPHBAETCA gagada 00 YIpYro-mHacTHICCKOM KPYYECHER CTepHa
¢ E3MEHERHEM TCOMETPETCCKHX PasMEpPOB! ONHEHLL A JAZMCETPA. Ticxona U3 TpROMMKENHOr0 OHpe-
TESIOMIETO YPABEEHHS HIYICHB PACHpERCICHE HappsoKeHWid B TONCPETHOM CceveHdl CTEDIKIET
H3 HECKWMAEMOrO B CHHMACMOTO MaTeprHanop Opr HATDYXEHAR K DA3FPY3Ke.

SUMMARY

A CONTRIBUTION TO THE PROBLEM OF ELASTIC-PLASTIC TORSION OF RODS
IN THE DOMAIN OF FINITE DEFORMATIONS :

lem of elastic-plastic torsion of a rod on the basisc of the

In the paper is considered the prob
geometry which takes into account the changes of the length and diameter of the rod. Using the

approximate constitutive equations, the distribution of stresses in the cross-sectional area of the
rod is shown, in the cases of compressible and incomperessible materials and for loading and

unltoading processes.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AEADEMII NAUK
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