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ANALITYCZNA OCENA GORNEGO HYDROSTATYCZNEGO CISNIENIA
KRYTYCZNEGO DLA NIEDOSKONALYCH WALCOWYCH POWLOK
SREDNIEJ DEUGOSCI

KAZIMIERZ SOBTESFAK (LUBLIN)

W pracy przedstawiono analityczng oceng gornego hydrostatycznego cinienia krytycznego
dla niedoskonalych walcowych powlok sredniej dlugoéci. Proponowana metoda ma jednak cha-
rakter og6lny. Poniewaz stan krytyezny dla miedoskonatych powlok jest osiagany przy pewnych
skonczonych ugieciach powloki, rozwazania oparto na teorii nieliniowej. Podstawowe réwnania
zostaly przyjete w postaci wyprowadzone przez W, A, Nasoa. Dla efektywnego okreslenia gornego
hydrostatycznego ciSnienia krytycznego i parametrdw (g i m), odpowiadajacych temu cis’nieniu, :

- zastosowano metode uogdlnionych szeregdw potggowych, Uzasadniono, Ze zalezno$é gornego cis-
nienia krytycznego od parametru niedoskonatosci ¥ jest proporc;onalna do V213, a wiec wicksza
niz w przypadku dolnego ci$nienia krytycznego, ktére zmnisisza sic liniowo- proporcjonalme do V.
Praca podaje vowniez przyklad liczbowy. :

1. UWAGI WSTEPNE

Autorzy pierwszych prac z dziedziny stateczno$ci powlok (LORENZ, TIMOSHENKO, -
Mises, SOUTHWELL) stosowali zlinearyzowana teorie powlok i okreslali cifnienie
krytyczane odpowiednio do rozwidlenia stanu réwnowagi dla geometrycznie idealnych
powlok (gbrne cifnienie krytyczne). Badania do§wiadczalne przeprowadzone w la-
tach 1920-194C wykazaly jednak wiecej cisnied zastugujacych na nazwe krytycznych
niz przewidziata teoria liniowa. Fakt ten wplynal na rozwdj nielmiowej teorii sta-
tecznosci powlok (DONNELL, MARGUERRE, KARMAN, TSIEN), umozliwiajacej okre-
slenie drugiego stanu krytycznego, odpowiadajacego dolnemu ci$nieniu krytycznemu,
tj. minimum krzywej obciazenie-ugiecie. W pierwszym okresie badanh dolne obciazenia
krytyczne, okre§lone na podstawie geometrycznie nieliniowej teorii statecznosci
powlok doskonalych, byly zgodne z wynikami doswiadczen, ktére jednak znacznie
odbiegaty od warto$ci gérnych obcigzefi krytycznych dia powlok idealnych, W celu
wyjasnienia tych rozbieznodci zostal wysunigty pierwszy podstawowy poglad, za-
proponowany przez T. KARMANA { H.S. TsieNa [14 i 15], zakofczony ocena
dolnego cifnienia krytycznego dla idealnej powloki, uznanego za miare jej statecz-
nosci. '

Wispolczesne teoretyczne i eksperymentalne badania nie potWAerdzan w zasadzie
tej zgodnoéei. Dokladnie wykonane powloki, np. w eksperymentach R. C. TENNYSO-
NA [30 i 31]1i W. E. MmuErewa [20], zaczynaly si¢ odksztalcaé przy obciaZeniach
zblizonych raczej do gdrnego cisnienia krytycznego; z drugiej strony dolne ciénienie
krytyczne, wyznaczone z duzg dokladnoécig przy zastosowanin maszyn matema-
tycznych, bylo w kilkn przypadkach bardzo male (B. O. AtMrorr [17), réwne zeru
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(N. J. Horr, W. A. MapseN, J. Mayers [9]) Iub ujemne, co szezegolnie utrud-
nialo interpretacje fizyczng zjawiska wyboczenia powlok, Te fakty podkreslajg
jeszcze bardziej znaczenie gérnego ci$nienia krytycznego, przy ktdrego obliczaniu
nalezy uwzglednié wstgpne niedokladnodci wykonania powioki, odchylenia od teo-
retycznego schematu obciazenia, niezachowania warunkow brzegowych itd. Takie
ciénienie krytyczne nie odpowiada rozwidleniuy stanu réwnowagi lecz maksimum
krzywej obcigzenie-ugigcie, W zwigzku z tym wysunigty zostat drugi podstawowy
poglad odnosnie kryterium statecznoéci powltok. Zainicjowany byt on przez W.T. ‘
Korrera [16 i 17], ktéry badat wplyw niedoskonatodci (wad, defektow) na maksy-
malne (gérne) cignienie krytyczne. Obszerny przeglad literatury podaja opracowania:
W. A. NastA [21], Z. NowakA i M. ZyczkOwskIEGo [23], B, BUDIANSKY'EGO i
J. W. HurcHiNsoNA [4], E. I GricoLiuga i W. W. Xapanowa [7], J. W. Hut-
cuiNsoNA 1 W. T. Kortera [8] jak réwniez A.S. WoLMRA, M. O. AEUMIA’EGO,
F. M. Kurszmva i N.J. Horra. Wiekszoéé najnowszych badaf, dotyczacych gér-
nego cifnienia krytycznego dla niedoskonalych powlok, stanowi wlasciwa oceng
granicy stateczno$oi dla rzeczywistych konstrukcji. W tym éwietle problem efektywne-
go okreflania wplywu niedokladno$ci wykonania ma goérne cifnienie krytyczne
wydaje sig aktualny i wazny dla zastosowan i bedzie analizowany w niniejszej pracy.
Istnieje juz szereg opracowan na ten temat, opartych na badaniach L. H. DONNEELA
i C. C. WaNA [5]; wymiefimy tutaj prace W. A. Nassa [22],A. S. WoLMIRA [34],
W. T. Korrera [18], J. W. Hurcamsona [10], C.L. Dyma i N.J Horsa [6],
R. C. TeNNYSONA i D. B. MUGGERIDGE’A [32], B. BUDIANSKY'EGO i J. C. AMAZIGO
3] i szeregn innych autoréw.

Wickszoéé wynikdw uzyskano przy zastosowamu metod numerycznych, na
maszynach matematycznych. Celem. tej pracy jest wyprowadzeme wzordw zardwno
prostych jak i efektywnych na gdrne ci§nienie krytyczne i amplitude odpowiadajaca
temu cignieniu dla niedoskonalych powlok éredniej dlugodei; dla ich uzyskania
zastosowano metode nogélnionych szeregdw potegowych [36 i 37], vzywana 2 powo-
dzeniem przy analizie powlok idealnych (M. Zyczrowskl i S. Bucko [35,2 i 38]
jak réwniez przy analityczmej ocemie obecigzenn krytycznych dla niedoskonatych
powlok (M. Zyczkowskl i K. Soiesiak [39, 40 i 29]). Jako przyklad rozwazynty
zamknicta, walcows, swobodnie podparta powiloke s$redniej dlugofci, poddang
dzialaniu ciénienia hydrostatycznego. Poniewaz gérne ci§nienie krytyczne powlok
niedoskonalych jest osiggane przy pewnych skonczonych ugigciach ukfadu, przeto
zastosujemy nieliniows teorig statecznodci powlok.

Jezeli weZmiemy nawet pod uwage gérne ciénienie krytyczne dla niedoskonalej
powloki jako najlepsza oceng granicy statecznofci, to znajomo$é dolnego ci$nionia
krytycznego, ktére zalezy od niedoskonatodci i jest zwiazame z amplituda prze-
mieszczed, jest bardzo wazna. Opisuje ono dokladniej calte zjawisko wyboczema,
okrefla «stopien niestateczmoéci» 1 .umozliwia obliczenie paprezen i odksztalcef
w trwatym, wyboczonym poloZeniu. Z tych wzgleddw dolne ciSnienie krytyczne
analizowane bylo w pracach [40 i 29].

Niniejsza praca po§wiccona jest analitycznemu, efektywnemu wyznaczeniu
gornego hydrostatycznego cidnienia krytycznego dla niedoskonale sprezystej, zam-




ANALITYCZNA OCENA GORNEGO HYDROSTATYCZNEGO CISNIENIA KRYTYCZNEGO 573

knictej, swobodnie podpartej, walcowej powloki §redniej dhugosci. Niedoskonatosci
przyjmowaé bedziemy jako proporcjonalne do wyboczenia profilu. W wyniku.
takiego zalozenia ewentualne bledy popelniane sa na korzyié pewnofci; bardzie]
szczegoiowa analiza niedoskonatosci rozwazana byla przez J. Roorpa [25 1 26]
Aby otrzymad stosunkowo proste wzory, wyniki beda rozwiniete w szereg p=Ah/R
(w przyblizeniu poprawny dla cienkich powlok} z parametrem miedoskonatoéci
V  bedacym dodatkowo malym parametrem (parametr zaburzefl). Techmika
zaburzen byla do§¢ czgsto stosowana do analizy statecznofci  powlok.
Wspomnijmy tu ponownie prace M. ZYCzZKOWSKIEGO i S. Bucko [35,2 i 38],
C.L. DyMa i N. J. Horra [6], M. ZvczrowskIeGo i K. SoBmsiaKA [39, 40 i 29],
oraz M. J. SewerLra [27 i 28], J. M. T. Taompsonwa [33] i Ya. F. Kavura [12].
Okazuje sig jednak, Ze zastosowanie podwdjnych rozwinied do wyznaczenia zaleznodei
gérnego (i dolnego) cidnienia krytycznego jako funkeji parametru niedoskonalosel
jest nowe i bardzo efektywne, poniewa2 koficowe wzory podane w p. 6 charakteryzuja
sig doéé prosta i zwartg postacia. W pracy tej ograniczymy si¢ jedynie do badania
powlok éredniej dtugosel i cisnienia gdrnego, 2waZywszy, Ze analiza gérnego i dolnego
ci$nienia krytycznego dla powlok dlugich oraz dolnego ciSnienia krytycznego dla
powlok éredniej dlugosci byla przeprowadzona w opracowaniach {39, 29 i 40].
Przypadki te sg rozwazane oddzielnie, poniewaz oszacowania rzgddw poszezegdl-
nych wielkosci sa w kazdym z nich odmienne. Jednakze metoda jest catkowicie
ogoina i moze by¢ stosowana do amnalizy innych rodzajéw powlok, obcigZen, spo-
sobdw podparcia oraz przy innych rownaniach wyjsciowych i, jak si¢ wydaje, row-
niez w zakresie sprefysto-plastycznym. :

2. NIELINIOWE ZAGADNIENIE STATECZNOSCI KOLOWE] POWLOKI CYLINDRYCZNEF
PODDANE] HYDROSTATYCZNEMU OBCIAZENIU

Rozwazany problem zostal sformutowany przez W.A. Nasua [22] 1 F. S. IsAn-
BAJEWA [11] w 1955 r. Dalsze badania naleza do A. 8. WoLmmra [34]. J.- Keme-
NERA, K. A.V. PANDALAIA, S.A. PateLa i J. Crouzer-Pascara [13] oraz do
Z. Nowagka [24], Wickszo§¢ autoréw stosuje metodg energetyczng, uzyskujac
wyniki w postaci ukiadu nieliniowych rdwnan algebraicznych
)1 filpay, 8o E Vg my =0,  i=1,2,..,m, j=12,.,m=n;,
@D k=1,2,.,m, I=1,2,.,m, q=1,2,.. 01,
gdzie p oznacza parametr obciaZenia (z reguly ci$nienie zewnetrzne), ¢; parametry
ugiecia (amplitudy), g, parametry geometryczne (promien R, grubos¢ A, dtugost L,
itd.), E, stale spreZyste, V', parametry niedoskonatodei powloki, w koficu m i n liczby
obwodowych i ostowych poifal na dilugosei polowy obwodu powloki. Réwnania
typu (2.1} beda nazywane tutaj wzorami podstawowymi. Aby otrzymaé efekiywna
oceng wplywu niedoskonaloéei na cignienie krytyczne, nalezy wykona¢ kilka dalszych
operacii, mianowicie: '

1) wyeliminowaé a;, j=2, 3, ..., n,, wykorzystujac n,—1 réwnan dla otrzymania
zaleinoscl pomigdzy p i jednym parametrem amplitudy, a;;
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2) rozwiazal to rownanie wzgledem p;
3} znalezé maksimum (gérhe cidnienie krytyczne) lub minimum (dolne ci§nienie
krytyczne) krzywej p=p (a,);
4) wyeliminowaé m i » 2adajagc minimum (kresu dolnego) ciSnienia krytycznego
wzgledem tych parametrow,
. Wrykonujac wszystkie wymienione operacje otrzymujemy poszukiwang funkcie

@2 | Pr=1 (Vs 0 B,

okreflajaca wplyw niedoskonato§cl na cishienie krytyczne odpowiednio gérnelub
dolne. Zazwyczaj wymienione wyzej operacje wykonywane sg numerycznie. W obec-
nej pracy beda one wykonane analitycznie; zastosujemy przyblizona metode dajaca
jednak stosunkowo duZzg dokfadnoéé dla powlok niezbyt grubych (takie powloki
ulegaja wyboczenin w zakresie sprezysto-plastycznym, a z tym przypadkiem nie
bedziemy mieli tutaj do czynienia) i dla niezbyt duzych parametréw niedoskonatosci.
Taka metoda jest uzaSadniona, poniewaz nawet wzory podstawowe sq zawsze przy-’
blizone. Nie bedziemy wyprowadzali nowych podstawowych wzordw, lecz zastosu-
jemy wzory wyprowadzone juz przez W, A, Nasua [22], ktory (w przeciwienstwie
do IsanBATEWET) uwzglednit w obliczeniach niedoskonato$ci wykonania powloki.
‘Tak wige obecna praca moze byé uwazana jako kontynuacja pracy [22], podobnie
jak prace [39, 29 i 40]. . ;

NasH obrat dwuparametrowa funckje ugiecia
_omy
2.3y wix, ¥)=ah [sm g oin ox +d (I —cos 25x)} R

% parametrami ¢y =a i @, =ad; stala & odnosi si¢ do liczby osiowych pdHal, 6 =nr/R.
Pierwszy wyraz jest zgodny z funkejg przyjeta przez Misesa [19] w teorii liniowe],
natomiast drugi przedstawia dodatkowe osiowo-symetryczne odksztalcenie, typowe
dla teorii skoficzonych odkszialcen (mieliniowej geometrycznie). Minimalizacja
calkowitej energii potencjalnej wzgledem parametréw ai d prowadz do nastepujacego
ukladu rownan, opisujacego stan réwnowagi odksztalconej powloki (przytoczonego
tutaj po malych przekszialceniach):

2 hz Rz 54

24 HA-AR [(82.R? 4+ m?)? +324° R* 5} + — = (> + 3aV+ V?) +
5*R* dhR3 8* n®
+ 2(6* R* +m*)* B (3% R* - m*)* Qa+2¥)+d"+
h*m* dhm?
+oage Qa7 +3aV V)~ (3a+2V)+2d> h* R* §* m*x

1
2 2y
x[(52R2+m2)2 B (952R2+m2)2](2a +3aV+V?)

pR d* R*
—m —1—64%+ ) (1+849)|(2a+T1)=0,
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2.4 Aad)” RO" + adh _ ak” 2adh® RO* m*
([d]) = SR2 (a{V)+ a mtx

l 1 N ] ) hZ 2 54

x| - ’ ———— —_

@GR e R e | T T e ey @)
~% (262 R*—3)(a+V)=0.

Réwnania te majg postaé (2.1) i bedy stuzyly w naszej analizie jako wzory pbdsta.—
wowe, Parametr V=2q, oznacza bezwymiarowa amplitude poczatkowych niedo-
skonatodci, mianowicie amplituda ta rdwna jest g, h; rozktad niedoskonaltoSci jest
przyjety jako propowjonalny do odksztalcen podczas wyboczenia (najbardziej
niekorzystny rozklad).

3, ELIMINACIA PARAMETRU d DLA POWLOK SREDNIE] DLUGOSCI

-

Zgodnie z planem przedstawionym w p. 2, mamy najpierw wyeliminowaé pa-
rametr a,=d z réwnan (2.4). Réwnanie drugic jest liniowe wzgledem d, a wiec
moezna wyznaczyé ¢ dokladnie:

- p {hmzl N 85+ R* ] } { 4]12R254+
A 7 3 Ry ooy (K@ R L Yopaees:
1
(52 R2_|_mZ)2 + (952 R2+m2)2:|(a+ V)Z_

+ 20 R? 5 m? [

uﬁ 252 2 3 I }
ol (26% R2=3)Y{a+V)(.

Podstawienie (3.1) do pierwszego z réwnan ukladu (2.4} prowadzi jednak do
bardzo skomplikowagych obliczefi. Szukamy wigc prostszego wzoru na parametr d.
W tym celu stosowaé bedziemy rozwinigeia wzglgdem malego parametru ¢ = =h/R
lub, co jest jednoznaczne, asymptotyczne rozwiniecia wzglgdem duZzego parametru

R
(3.2) A= ;/12(1—y2)m—3 305,
wprowadzonego w pracy [35] i nAZWANego tam «poprzeczng smuklodcia powlokin;
liczhowa warto$é jest obliczona dla wspélezynnika Poissona v=0,3. Wzor (3.1) jest
poprawny dla kazdej diugosci powloki; ogranmiczymy sie tu do powlok §redniej
dlugosei i przedyskutujemy rzedy poszczegdlmych wyrazéw we wzorze (3.1) ze
wzgledu na iloraz #/R. Tloczyn R =rR/L (poniewaz wstawiamy = nR/L odpowia-
dajace jednej potfali na dlugosci) jest dla powlok éredniej diugodci skosiczony,
niczalezny od ¢; podobnie parametr poczatkowych odksztatced V. Liczba obwo-
dowych pélfal jest duza; w pracy [35] kwadrat tej liczby zostat okreSlony jako pro-
porgjonalny do ]/ 1 lub do p~ V2. W tej samej pracy cisnienie krytyczne okreslone
zostato jako proporcjonalne do ¢*/%; przyjmujemy tutaj takie same rzedy wielkodcl
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dla m? i p; w dalszej czeéci pracy zweryfikujemy te zatoZenia, Specjalna dyskusia
musi byé poswigcona rzedowi amplitudy a. W procesie wyboczenia wzrasta ona od
zera i moze by¢ dowolnego rzedu (nie za duzego ze wzgledu na zalozenia, przy ktdrych
zostaty wyprowadzone podstawowe wzory). Ale amplitudy odpowiadajgce gdrnemu
i dolnemu cisnieniu krytycznemu sg pewnego okreslonego rzedu wzgledem . W pracy
tej (podobaie jak w pracach [39,29 i 407) przyjeto we wstgpnych obliczeniach dowolny
rzad a i po bardzo dhugiej analizie znaleziono, ze (dla powlok éredmiej diugosei}
bezwymiarowa amplituda, odpowiadajaca gdrnemu cidnieniu kiytycznemu, jest
rzedu ¢~ 43, a bezwymiarowa amplituda odpowiadajgca dolnemu ciénieniu krytycz-
nemu jest rzedu p~/? (fizyczne amplitudy ek sa odpowiednio rzgdu ¢*/2 i ¢!'/2).
Aby uczynié analize bardziej jasng i zwarta, zaktadamy tutaj poczatkowo am ¢~ /3,
a poinigj zweryiikujemy fo zaloZenie. A zatem poprawno$é uzyskanego przyblizo-
nego wzorn na parametr d i dalszych wzordw bedzie ograniczaé si¢ tylko do analizy
gbrnego cidnienia krytycznego dla powlok éredniej diugodci. Wedlug tych zalozer:
we wzorze (3.1) decyduje przede wszystkim Hezmik. Tak wige, jezeli w liczniku
pozostawimy tylko wyrazy rzedu 1/6, 2/6, 3/6, 4/6, 5/6 1 6/6 (pomijajac 7/6 1 wyzsze),
a w mianowniku ~— wyraz rzedu 0, to otrzymamy

2

(3.3) : d=—r (@t V),

" Pozostawienie tylko «jedynki» w mianowniku wzoru (3.1), a wiec wyrazu rzedu 0,
zapewnia jui dokladnosé szefcin rzedéw w liczniku. Jednakze podstawienie (3.3) do
pierwszego réwnania (2.4) polaczone jest z pewna komplikacja. Podstawowym
rzedem w tym réwnanin jest mianowicie rzad 6/6. Sa tam wprawdzie frzy wyrazy
rzgdu 2/6 1 4/6, ale w sumie rzedy te znikaja. A zatem musimy uporzadkowaé oma-
wiane skladniki i zwigkszyé dokladnosé w tym szozegdloym przypadku. fatwo
mozna sprawdzic, ze

h*m* dhm?

B4 A+ Qa4 3aV+ V)~

(Ba+l2V)=

_[ hm? ][ hm? ]
=|d—x @ ||d= g Carp|-

W zwiazku z tym podstawienie (3.3) do pierwszego nawiasu kwadratowego (3.4)
daje zero, ale my musimy pozostawi¢ wyrazy rzedu 6/6, 7/6, 8/6 i 9/6 (cziery kolejne
rzedy). Dazgc do tego, na podstawie (3.1), klesiamy na poczqtku ten nawias doklad-
nym wzorem

I hR3 5% m?
(5 d-ppat)= {W(aw%
7 R&*m® 1 '
B 4 [_(52}22 +m?)? t (982 R? +m?)? J (@t V)=
% Ré*m* pm? _ A
—?('1*: B (a+ V) + 3 (26% B2 —3)(a+ V}z}-

.
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2 n2 54 -1
. : 2 R2 §4 a4
([3d51) {1+ Sy TR, [(52R2+m2)2 +

PR, }
e e — 2_ - - 2 2 2__3
(952R2+m2)2](“+V) Eah (26’ R Ya+ V),
a nastgpnie pozostawiamy tylko wyrazy rzedu od 7/6 do 10/6 (doktadnos¢ czterech
kolemnych rzgdow). Wykonujac wszystkie niezbedne dziatania otrzymujemy
’ 14 hR® 5 \ 1 3 R4 m? g®
R (a+ V)= ey (@a+7V) —2—k Ro*m*a® +

(3.6)  d-

pam? I 2hR*8%a

W drugim nawiasie (3.4) dokiadﬁoéé (3.3) jest zadowalajaca. Wstawiajac (3.3),
(3.4) i (3.6) do pierwszego réwnania (2.4) i pozostawiajac tylko wyrazy rzedu 6/6,
7/6, 8/6 1 9/6 otrzymujemy

hm?a n o S 2ah6*RT 5% R?
m(2§ R +m )—?h a® Ro* -+ s 1-2—7—)—

(3.7) -

1
—%[20 (m2—1 +-E§2 R2)+m2V];0>

koniemge w ten sposob pierwszy krok amalizy.

¢

4. WYZNACZENIE CISNIENIA W ZALEZNOSCI OD AMPLITUDY UGIECIA

Réwnanie (3.7) jest liniowe wzgledem cisnienia p 1 moze byé latwo rozwiazane.
Otrzymane wyraZenie jest w postaci p=f(a, Vi m, h, R, L, E,v). Ze wzgledu na
dalsza analize, wyznaczymy zalezno$¢ cidnienia p od amplitudy a i parametru nie-
doskonalosci V, piszac ten rezultat w ogdlnej postaci: ;

@D p watu,dt Vi ad+o,a* Vosa®

' CE B VHpiatf VA ped
W rozwazanym przypadkn wspotozynniki o; 1 f; moga byé przedstawwne w bezwy-
miarowej postaci nastf;pujacco

Pmt 202 Pum?  Agpd
% 6(1—1%) m* + 31— ms
Cﬂlﬂ.oa ﬁﬂzmzs
4.2) 15 : I\
ay=—— 9 u’, Bi=2{m* -1+ nl,
8 2
Cof.4:0, . ﬁZ:O:

0['5=09 - ﬁszoa
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edzie ,

4.3) I =n? =02 R*=n? R} [L?

(w pracach [35] i [38] ten geometryczny prametr byl oznaczony przez V; tutaj zmieni-
lifmy oznaczenie, aby zachowa¢ parametr Nasha V).

5. GORNE CISNIENIE KRYTYCZNE

Jak juz nadmienialismy w p. 3, doldadno$é (3.3) i dalszych wzor6w jest tak okre-
§lona, aby wyznaczyé gdérne cifnievie krytyczne i odpowiadajaca mu amplitude tak
dokiadnie i prosto, jak to jest tylko moZliwe. Jednak niektére wyniki maja chara-
kter ogdlny, poniewaz podstawowe wytazy sa takie same dla stosunkowo dutego
zakresu amplitudy ¢. Przeanalizujemy z kolei funkcie p=p (a).

Ciénienia krytyczne odpowiadaja ekstremalnym wartoSciom funkeji p= =p{a),
mianowicie gérne ciénienie krytyczne maksimum, a dolne cifnienie krytyczne mini-
mum tej funkeji. Analityczny warunek ekstremum, dp/da=0, prowadzi do réwnania

(GA) 205 flaa” (o fa+ 305 B2) Va2 (wa fr V24205 1) & + f::_%

+(_052ﬁ3+0€3ﬁ2+3064ﬁ1+5m5ﬁ0)Va +2(—0€1ﬂ3+m3ﬁ1+20ﬂ4ﬁ0 Vz)aa
+("'O’-1ﬁ2+a2ﬂ1+3053)8@)Va +2(12ﬁﬂ V2a+9f1ﬁ0V 0.

Réwnanie to jest siddmego stopnia wzglgdem nieznanej a.mplitudy a; okresla ono
jednoczeénie amplitude odpowiadajaca gdrnemu ciémienin krytycznemu, dolnemu
ciénieniu krytycznemu i ma niektére pierwiastki pozbawione sensu fizycznego.
Nietrudno zauwazyé, biorac pod uwagg (4.2), ze w rozwazanym przez nas przypadku
(przy przyjetej dokladnoéci analizy) réwnanie (5.1) upraszeza sig do postact

(5.2 Qs fra®+30s fo@® V4w o V=0.

Otrzymane réwnanie (5.2) znaczn‘ie upraszeza dalsza analizg. Wynika z niego row-
niez, ze dla ¥=0 amplituda ¢=0, co odpowiada gérnemu ciSnieniu krytycznemu
dla powloki idealnej, dla ktérej zgodnie z (4.1) f/E=0a4/P1.
Przeanalizujemy na poczatku blizej gorne cisnienie krytyczne dla idealnej po-
wloki ¥=0, a nastepnie obliczymy poprawke spowodowana wplywem niedoskona-
fosei wykonania powloki, W tym przypadku, po podstawieniu na miejsce oy if
odpowiednich wyrazen zgodnie z (4.2), rozwinigein w szereg potggowy i zachowaniu
tylko wyrazéw czterech kolejnych rzedéw wegledem ¢=4A/R, tzn. 15/6, 16/6, 17/6
i 18/6, otrzymamy girne ci¢nienie krytyczne py, dla idealnej powtoki jako funkcje
liczby potfal obwodowych m, mianowicie [nawiasy kwadratowe w (5.3) gromadza
wyrazy tego samego rzedul:
&_[ p°m’ le] [(3u+2)ca3 Gt wﬁ]

E {12(1-v® 24(1 —v%) 2m® :

Warnnek ekstremum (minimum) wzgledem m?, tzn. 8(Py/E)/ém*=0, prowadzi
" do rownania

G4 p? mi® =36 (1—v?) i m? —24(1—V?) 12 2= 51) =0,

{5.3)
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ktérego rozwiazanie metoda podobna jak w pracy [38] (jesli podstawié tga=1/2,
€0 opisuje hyd.rostatyczne ciénienie) daje rezultat (odpowiadajacy minimalnej wartosci
cisnienia):

G5 m=U=Y (udV3) (/6 u= 1D +..=V'6 V(1= Vilp —
~(5/6u—1R+0 (Vo),

gdzie o (1/5) wskazuje rzad pierwszego opuszczonego wyrazu. Dla v=0,3. mamy
{5.6) m?=2,3924 Y ufp—(0,8333 1 0,3333)+0 (1 7).

Podstawiajac (5.5) do (5.3) otrzymujemy efektywny wzér na gérne cisnienie kry-
tyczne dla rozwazanej powloki idealnej &redniej diugodci z wymagana dokladnoscia
-czterech kolejnych rzedéw (liczonych co 1/6):

Prer Ve H+2

. = 1/2 5f2 -
S E 9(l_2)pe K HET oA

ktéry dla v=0,3 przyjmuje elementarna postaé
ﬁkf —
(5.8) — =029212 Vi 932 +0,06105(u+2) 9* .

Naszym celem jest jednak wykonanie obliczen dla powloki niedoskonalej §redniej
-dtugodci, a wige wracamy z powrotem do réwnania (5.1). Interesuje nas tutaj gdrne
ci$niente krytyczne, tak wige szukamy takiej ekstremalnej wartofci p, ktdra przy
V=0 jest osiggana dla a=0. Aby uzyska¢ analityczne rozwigzanie dla powloki
niedoskonatej, bierzemy pod uwage parametr niedoskonalosci ¥ jako nowy maly
parametr i przedstawiamy rozwiazanie (5.1) w postaci nogdlnionego szeregu pote-
LOWEgOo
(5.9) - a=d= 2 a, Pty

j=0 .
gdzie wykladniki g, p-+v, p+2v, ... sa niewiadome, lecz u+#0. Znajdujemy wartoéci
tych wyktadnikéw, mianowicie wartosci p=1/3 i v=2/3. Spelniaja one warunki
{5.1). Inna kombinacja #=0 i v=1 odpowiada dolnemu ciénieniu krytycznemu
i zostala zbadana w pracach {40.i 29]. Podobne rozwiazanie, okresiajqce amplitude
dolnego cidnienia krytycznego, jest wigc wyraZone w postaci zwyczajnego szeregu
potegowego wzgledem V.

Podstawiajac do (5.2) szereg [réwnanie ogdlne (5.1} przybiera u nas postaé

{5.2)]
(5.10) a=d=a, V'3 fa Vya, V3B +..,

I przyréwnujgc wspotezynniki przy ¥, V53, Y73, | do zera, otrzymujemy uklad
rownafn ze wzgledu na a,, a4, a,, .i.: '

(11 oy fot2e3 frag=0, Bot+28,a,=0, foas+pi(toar+a?)=0, ...,
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skad, ograniczajac si¢ do trzech wspdltczynnikow i podstawiajac je do (5.10) otrzymu-
jemy amplitudg (wyrazong przez o; i ;) odpowiadajgeg gérnemu cidmeniu krytycz-
nemu dla niedoskonalej powloki §redniej dhugodei w postaci

3 — 2z 3 5. N
(5.12) a=d=]/_g" bo s Fo gy Bo ) BsPr o
' 20q 1 26, 483 —ay flo

A wiec szereg (5.10) jest okreslony. Podstawiamy go do wzoru (4.1) na ciénienie.
Przedtem jeszcze zauwazmy, ze ze wzgledu na (4.2) wzér (4.1) upraszeza sie do
postaci

P 0(,]_‘(1""‘013(13

{5.13) —E:_F Vipa

Oznaczajac gorne cignienie krytyczne przez Py 1 podstawiajac (5.10) do (5.13),
otrzymujemny

Per %1 3 3/—_—2“3 ﬁ§ 2 0£§ ﬁg )
5.14 =Y == e A I
R ) (1 2V g VY s

* Wzér powyzszy przedstawia ogdlng zaleznoéé na gorme obciaZenie krytyczne
dla niedoskonalych (rzeczywistych) powtok Sredniej dhugoset pod cisnieniem hydro-
statycznym. Przyjmujac powloke idealna V=0, otrzymujemy wzdr Misesa [19] dla
doskonalej powloki §redniej dlugodei jako funkcje mm, uzyskany na grpncie
teorii liniowej. Efektywna analiza tego przypadku (przy zachowaniu zatoZonej
w p. 3 doktadnofci czterech kolejnych rzedéw wzgledem ¢=h/R) przeprowadzona
zostala na poczatku rozdzialu, a jej efekt kohcowy wyrazaja wzory (5.5) 1 (3.7)
Tub (5.6) i (5.8) na f, i m® dla powloki idealnej.

Z {5.14) wynika, Ze niedoskonalosci obniZzaja gorne cinienie krytyczne, a gtowny
wyraz korygujacy jest proporcjonalny do V213 zardwno dla rozwazanych tutaj
powlok $redniej dtugoscei jak i powlok diugich analizowanych w pracy. [39] (zgodnie
z ogdlng sugestia W. T. Korrera). Ten wykladnik jest mnicjszy od 1, a wige zmniej-
szenie ciénienia krytycznego nawet dla bardzo matych wartoéci niedoskonato$ci V'
moze staé sie dodé zpaczne.

Prrzejdzmy teraz do przed§tawienia parametréw gornego ci$nienia krytycznego
dla niedoskonalej powloki éredniej dfugofei w formie efektywnej. Analize rozpocz-
niemy od przedyskutowania amplitudy odpowiadajace] gornemu cidnienin krytycz-
nemu, Tak wiec jezeli do wzoru (5.12) podstawimy wyraZenia (4.2) i dokonamy
odpowiednich rozwinigé (zgodnie z ustaleniami rozdziatlu 3) w szereg potegowy
wzgledem p=~A/R, to olrzymamy ' '

s /2 p3m* 2047 1 297 pm®—24(1 —v) p°
(.15 a:a=§/ﬁ(;—;+"'r) l1+—(WtTT2+
_ 15¢° 2 \6(1—v*}y m" [ 3Ngm! O+ 120 ) i m

5 a /T 1 o2 a2 2 gt
.|_2 #)]Vlis—iV'i”E/- A pm ZCIEI
2m? 4 40967 m® +49152(1—v?) p*

-
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Powyzszy wzor okresla amplitude odpowiadajaca gérnemu ciénieniu krytycznemu
jako funkcje m i zostal ustalony przy zachowaniu wyrazéw rzedu —2/6, —1/6, 0
1/612/6. Piaty kolejny rzad 2/6 wspdtezynnika przy ¥3/° lezy oczywiscie poza przyjeta
dokladnoécig czterech kolejnych rzgdéw wzgledem ¢ =A/R. Zostal on jednak zatrzy-
many dla podkre§lenia ogdlnej budowy uogdlnionego szeregu. potggowego na ‘
amplitude @=4. Okazuje sie (na podstawie rozwazafi podanych w Dodatku do pracy
[40]), ze do efektywnego okreSlenia amplitudy (rozwaZanej powloki niedoskonalej
$redniej dlugodei) wystarcza do wzoru (5.15) podstawié wyrazenie (5.5) na m*=U,
odnoszace sie do powloki idealnej. Podstawienie to prowadzi do wzoru '

(5.16) mé=[ 2Walsue |, VVIS ]/ l]vm_
WWi—) 8l 1/(14;2)5 5
@ V+ —i/ ]/m 17503 _

zawierajacego wyraz rzedu 2/6 przy V5/° podany jak juz wspomniano orientacyjnie.
Dila wspdlezynnika Poissona v=0,3 wzdr (5.16) przybiera postaé

T 057403 Y
G.17) a=a=[ T 0,07052 (4— 1) —5—] puis -
Vo “

—% 7.1-0,10045 Y g V313 —

Wyraz przy V>3 obliczono podstawiajac tylko pierwszy wyraz szeregu (5.5).
Przeanalizujemy wplyw parametru niedoskonatofei ¥ na gérne ci§nienie krytycz-

ne. Dazac réwniez do ustalenia wzoru efektywnego podstawiamy zaleznoei (4.2)

~do (5.14) i dokonujemy niezbgdnych rozwinie¢ w szereg potegowy wzgledem @=h/R
konsekwentnic 2 dokladnoscia czterech kolejinych rzgdéw (pozostawiajac piaty
kolejny rzad dla podkreslenia ogdlnego charaktern szeregu wyraZajacego i, Po-
dobnie jak przy analizie amplitudy). Zachowujac zatem w rozwinigcin wyrazy
rzedu 15/6, 16/6, 17/6, 18/6 i w ostatnim wyrazze szeregu wyrazy rzedu 19/6 otrzy-
mamy ,

ﬁkrﬂ[ p*m? +<0.u2] [(3M+2)§93+(2_5,ﬂ)§0ﬂ'2]_
E |12(1—v3)  mS 24(1 —?) 2m® :

3 3,32 34 242
_i]/ 15¢% 1 ( il o} 294 ) VE3 4
-2 128mf \6(1—v®)  m*
3 15¢3#2 )2( ¢3m4 X 2%”2) ‘
‘ 4/3 __
+3 }/( 12807 | \6a = m* |7

Aby wyeliminowaé m ze wzoru (5.18), czyli ustali¢ minimalng warto$¢ fy, Wzgl@dem

{5.18)

m w formie efektywnej, piszemy warunek ekstremum (minimum) (EEE) / om? =0,
Warunek ten prowadzi do réwnania
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3 5
(5.19)  4Y225up [p? m® +12(1—v?) p21* [p* m?°=36{1 —?) > m* ~ .
. . ;
—24(1 =) f® (2511 15pu ¥V 3(L—v*)m'® [p*m'®—
—T72(1 —v®) ¢* P m® —1008 (1 —v?)2 p*] V23 4...=0.
szwiqzanie tego réwnania moze by¢ przedstawione w postaci podwdjnego szeregt
potegowego wzgledem parametrow ¢ iV

[

(5.20) o= U= Z Z’ Cpn i~ DI Y2013

F=0 n=

(=]

mianowicie )
. 4 — 6u 3 I e
(521) mP=U=y(Q1—v) E/Ta *(? Hf3)'+0(l/v))”

e 3/ qg 6 s
_SVE 3/ 0 s E/f;_yz;%__h

24 25

Dla v=0,3 mamy

5] 5
- 2
(5.22)  m2=2,3924V g —(0,8333—0,3333) +0 (V ¢) — 0,34923 ]/7; P4

Podstawienie (5.21) do (5.18) daje poszukiwang minimalng warto$¢ gérnego ciénienia.
krytycznego wzgledem m:

Drer Ve +2
(5.23) i =_4___'Li___ (015/6_,__"”__2_ p
FE 91/(1 _v2)3 18(1—}' )

18/6

I ap—=
B '§1/10}/6 (L —y2)m T2 Y516 1716 208

3 3 "so]/g

TV 3o

(1 _v‘.’.)—lllz M’?,"G (019/6 V4/3_"' .

Dla v=0,3 wzdr (5.23) przybiera postac
ﬁkr
E

(5.24) —0,202121 1t 952 0,06105 (u+2) g7~ 0,38520 V> 91716 V213 +

6 ,—
+0,33682 1 p @S VI

Szereg (5.23) ustalono zachowujac catery kolejne rzedy wzgledem ¢, mianowicie
15/6, 16/6, 17/6 i 18/6. Piaty kolejny rzad 19/6 lezy oczywifcie poza przyjeta dokia-
dnofécia 1 zostal zatrzymany jedynie dla podkreslenia ogdlnej budowy tego szeregu,
Przy podobnych zaloZeniach zostal ustalony szereg (5.16) okreslajacy amplitudg
odpowiadajaca gérnemu ciénieniu krytycznemu dla rozwazanej niedoskonalej
powloki §redniej diugosci oraz szereg (5.21) ma kwadrat liczby obwodowych
polfal m?,
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Z kolei moZemy sprawdzi¢ nasze zatoZenia odnoénie rzedow m?, . i a. Wp. 3
zalozyliSmy podstawowe 1zedy nastepujaco: m?~ =12 po~g%2 1 g1/,
Szeregi (5.21), (5.23) i (5.16) weryfikuja bezspornie te zatozenia. Z (5.23) wynika,
ze¢ parametr niedoskonatodci ¥ powoduje doéé ostry spadek gérnego cisnienia kry-
tycznego, poniewaz gléwny wyraz korygujacy jest proporcjonalny do ¥%/2, Dolne
cisnienie krytyczne dla tej powloki maleje proporcjonalnie do VI, A wiec
zmnigjszenie gérnego cifnienia krytycznego spowodowane niedoskonaloscia jest
bardziej wyrazne niz ci§nienia dolnego, co zauwazylt juz A.S. WorLmr [34] na
podstawie dziala liczbowych.

6. STRESZCZENIE WYNIKOW PRZEDSTAWIONYCH W WIELKOSCIACH FIZYCZNYCH

Szeregi (5.22), (5.24) i (5.17) okreslaja parametry gérnego ciénienia krytycznego
rozwazanej powloki i moga byé ralecone do zastosowann w praktyce. Wracajac do
fizycznych wielkoéci przedstawiamy je ostatecznie w postaci (dla v=0,3)

R./R R?
61 m=751214— 7—(8,22434F~0,3333)~— -

33
—~3 71862— }/ ]/ +,
hz

P 7+01221 (1 " 2)(h)3
7 = 0917267 o{1+— (%

2 6 ’
——413884—m ( ) ]/ ]/f° +.,
i i/LT 417 g2 R? 3 1'5_]?/7 5
— —_ - —_ — 2 —
(6.3 f—l0,2668 7 H0.0105——— - V7 ]1/2? fo

1
—?fo'i‘-...,.

(6.2)

gdzie f=ah i fy=a, h sa fizycznymi amplitudami ugicé.
Ostatnie trzy wzory uwzglgdniaja juz tylko cztery kolejne rzedy wzgledem ¢ =h/R
(pigty kelejny rzad i wyzsze — jako lezace poza przyjeta dokladnoécia — pominigto).

7. PRZYKLAD

Nasze dotychczasowe rozwazania dotyczyly powloki niedoskonalej, cienkoscien-
nej, sredniej diugoéei o brzegach wolno podpartych, pod dzialaniem cisnienia hy-
drostatycznego. Dla analizowanego tutaj wyboczenia sprefystegd mozna bedzie
na podstawie Rys. 1 (s. 170 pracy [35]) przyjaé przyktadowo nastgpujgce wartosci
liczbowe: L/R =101 4=300. Wartosci te odpowiadaja bezspornie idealnym powlokom
cienkoéciennyn $redniej dtugodci 1 wyboczeniu sprezystemu, a zakladamy, e réwniez
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L)

nieidalne powtoki o takich parametrach moga byé traktowane jako powloki sredniej
dhugoséci. : ‘

Przy powyiszych danych i przy v=0,3 wzor (6.2) na gbrne ci$nienie krytyczne
przybiera postac: .

a.n

Wykres funkeji (7.1) z zalozong w p. 3 dokladnoscia jest pokazany na rys. 1;-
przedstawia on charakter zmniejszania si¢ gornego ciSnienia krytycznego w zaleinoscl
od parametruy ¥=2a,=2fo/h. Dla czysto osiowego §ciskania powloki wegledne
zmniejszenie to byloby niewatpliwie o wiele wigksze.

? e (13,39876— 1,59079 V24%)-107"

b8, /F

Hl
1339576

42

10

Rys. 1.

Ze WZOT6w (6.1) i (6.3) mozna réwniez okreslic wplyw ¥V na parametry m2id
odpowiadajace P '
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PezwmMe

AHAJIMTHYECKAS OIEHKA BEPXHEI'O FH,[[POC’IATI/I‘{ECKOFO KPUTHYECKOTO
JABIBHIAS JUTSL HECOBEPIEHHBIX IVITMHIPUYECKIX OBOJICUEK CPE/AHER
JITHBI

B paboTe HpeICTABICHA AHAJMTHIECKAA OLEHKA BCPXHETO THAPOCTATHYECKOTO KPHTHUCCKOTO
JIABIEHAN M HECOREDUICHHMIX INUEHAPAYECKHX oboNoYex CcpefgHefl AnAHbI T pemmoxcHHBHT
MeTon mmeeT ofumil xapaxtep. IloToMy, YTO KPUTHICCKGS COCTOAHME [Nf 'HECOREPIICRABIX 000~
JIOWER HOCTHIACTCA NIpH HeKOTODHX KOHewHsIX Ipormbax o0O0mOYKH, DACCYXCHAS OCHOBEHBI Ha
HelwHeHAGH Teopmm. Mcxopmmie ypasmexnd Osiny ppuEaTel B Gopme npepnoxenmoi B. A.
Homom, JAna sbdekTHpHOro orpefeneHis BepXHer0o THAPOCTATAECCKOTO KPHTHYECKOTO AaBIcHui
B [apaMeTpon (@, m), OTBEHAIOMMX HTOMY JABIEHHIY, NPHMCHACTCH METOX 0boBIeHEBIX CTe-
HeHRLIX psgos. Haifneno, 4To S48MCEMOCTL BEPXHErD KPETHYCCKOTO NABNEHHS OT IAapaMerpa
HecOBepIIeHCTBA F ponoprudHANEHA V213, spaunt Gomnlue YeM B CHydae HILKHCTO KPMTHIECKOIo
ABNCHES, KOTOPOS YMEHLINAeTCs NmHeiimo-mponopmEoHaneae V. B paGoTe NMpUBOAWTCA TOXE
HMHCNOBOH TpHMep.

SUMMARY

ANALYTICAL EVALUATION OF UPPER CRITICAL HYDROSTATIC PRESSURE
FOR IMPERFECT CYLINDRICAL SHELLS OF MODERATE LENGTH

In this paper the analytic upper bound of critical hydrostatic pressure for imperfect cylindrical
shells-of moderate length was presented. The method proposed has, however, the general character.
Since the crifical state for the imperfect shells is reached at the certain finite deflections of the sheil
the considerations were based on the non-linear theory The basic equations were assumed in a form
derived by W.A. Nasn,

For effective evaluation of the upper critical hydrostatic pressure the method of the generalized
power series was applied. It was confirmed that the dependence of the upper critical pressure on
the imperfection parameter V is proportional to F2/3; thus greater than ina case of the lower critical
pressure which decreases lineacly-proportionally to V.

The numerical example is also given. '
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