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KONSOLIDACJA POEPRZESTRZENI LEPKO-SPREZYSTET Z MIESZANYMI
WARUNKAMI PRZEPUSZCZALNOSCI BRZEGU JAKO ZAGADNIENIE.
PELASKIE

RYSZARD ARENICZ, JAN GASZY NSKI (KRAKOW)

W pracy rozwazono konsolidacje polplaszczyzny lepko-sprezystej z mieszanymi warunkarai
przepuszezalnodei brzegu. Podano efeklywne wzory na wyznaczanie osiadad brzegu poiplaszczyzny
oraz rozkiad cisnienia porowego ma nieprzepuszczalnej czedci brzegu.

1. WsTtep

Rozwaza si¢ proces konsolidacji porowatego oérodka o szkielecie lepko-spre-
Zystym, nasyconego ciecza. Proces ten wywolany jest znanym obeigZeniem dzialaja-
cym na brzegu potprzestizeni. Zaktadamy, Ze cze$é brzegu polprzestrzeni jest nie-
przepuszezalna, a pozostata czgé przepuszezalna. Tak sformulowane zadanie nalezy
oczywiScie do grupy mieszanych probleméw brzegowych, z ktérych do tej pory
rozwigzywano jedynie zadania kontaktowe [2,4,5,6,7 i 11]. Podjecie tematyki
uwzgledniajgcej mieszane warunki przepuszezalnodci brzegu jest celowe z poznaw-
czego punktu widzenia, jak i przydatne dla zastosowan, _ '

Zadanie rozwiazano w plaskim stanie odksztalcenia, przyjmujac za podstawe
" rozwazan sprzgzong teori¢ konsolidacji {1,3 i 11},

2. UKLAD ROWNAN KONSOLIDUJACEGO OSRODKA LEPKO-SPREZYSTEGO
Wykorzystujac zaloZenia teorii [1 i [1] zestawimy podstawowy uklad réwnar:
zwiazki fizyczne

(2,1) a'ij=2N£[-j+(M8—~Ap) 6“-;

zwigzki geometryczne

2.2 5U=%(uz,1+%‘, R
réwnania réwnowagi
(2.3) a5,5=0;
rownanie filtracji [11]
k In

a
e U2 = A =
24 SV i 0=

Rozprawy InZynierskie — 3
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edzie wprowadzono nastepujace oznaczenia: o;; oznacza skladowe tensora naprezet,
¢;; skladowe tensora odksztalcen, u; wspélrzgdne wektora przemieszczenia, p cisnienie
cieczy w porach, k wspélezynnik filtracji, y cigzar wlasciwy cieczy, n porowatosé, .,
modut scisliwoscei cieczy, V2 operator Laplace’a, d;; symbol Kroneckera oraz N, M,
A operatory calkowe Volterry charakteryzujace wiasnosci reologiczne szkieletu:

N“lz,u‘l[1+ fK(t—r)...c\h], N=u [1— fR(t—r)...dr],

A;i=m;1[1+ fK,,(r—'c)...dr], AD:a,v[l w_va(t—})...dr],
(2.5) ¢ ¢

A;1=m;1[1+ij(t—'c)...dr], A=, 1= fR,,(t~’c)...clr],
0 . 4]

1
A—d, 451, M= (4,~2N).

W tych ostainich wzorach p, o, o, oznaczajq odpowiednio moduly odksztatcenia
postaciowego, objgtosciowego i wywolanego cifnieniem cieczy w porach.

Ze wzoréw (2.1) i (2.3) w znany sposdb mozna otrzymaé ukiad réwnan teorit
konsolidacji dla przemieszezen, ktory wraz z rdwnaniem filtracji napiszemy w po-
staci:

. k 3n

2.6) NV u,+(N+M)e ;=4p ,, 7V2p:—ﬁ+é, i=1,2,3.

" Réwnania (2.6) stanowig uklad réwnai rézniczkowo-calkowych czastkowych typu
eliptyczno-parabolicznego. ' ‘

3. SFORMULOWANIA FROBLEMU

W plaskim, kartezjatiskim unkladzie wspotrzednych x, z znajduje si¢ konsolidujzca
pSlprzestrzen z:20 o gladkim brzegu z=0. Brzeg ten jest nieprzepuszczalny w prze-
dziale (—/, 1), natomiast przepuszczalny na pozostalej swej czgfci. Konsolidacie
wywoluje znane obeigzeniec normalne ¢ (x, f) przylozone do brzegu z=0 (xys. 1). .

Dla opisanych warunkéw ukdad réwnai (2.6) przyjmie postac:
NV2u+(N+M)e ,=Ap, ,,

NV2w+(N+Me ,=Ap ,,
k - In
L Vp=——pé,
y p "X’“’

gdzie u oznacza wspdlrzedng wektora przemieszezenia w kierunku osi x, w wspol-
rzgdng wektora przemieszezenia w kierunlau osi z oraz

(3.1

a2 &

e=u ;+w,, V=
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Opisany problem brzegowy pfzedstawimy W postaci nasigpujacej:
O-z:_(i'(xst): ZEO,
G =0, z=0;

3.2)
p.=0, |x|<i, z=0;

rp=0, |x|=I, =z=0,

Breeg preepuszezalng i Breeg nigprzepuszezalny
¥z

Rys, 1

Zakladajac ciagly wzrost obcigZenia ¢ (x,7) od wartosci réwnej 0 do pewnéj
dowolnej wartoéci, napiszemy warunki poczatkowe w formie '

{3.3) ulx, z, N=wix, z, N=p(x, z, ) =0.

Warunki te spelniaja oczywiécie wymagane tu réwnania zgodnosci [81

4. SPROWADZENIE PROBLEMU BRZEGOWEGO (3.2) DO DUALNYCH ROWNAN CALKOWYCH

W dalszych rozwazaniach zatozymy, ze obcigZenie g (x, #) jest funkcja parzysta
argumenty x. Wykorzystujae transformacje catkowe Fouriera i Laplace’a oraz
twierdzenie o splocie znajdziemy rozwigzanie uktadu (3.1) w transformatach Lapla-
ce’a [6]: ’

2 “[ N+M(3n+ A ) . Ao
1 «, 2N+ %€ e

SO s B A ~C BN+ D)

+Cy e“”’] sinoxdo +7* (s},
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o

2 N+

) { (311 N A ) o Am .
([4'3]) 1"”?] O G, TN ) T e+ T
c.d. 0

4+ Cye m—lcos wx dw 4w (5),

2 7 ‘
= [(Crems Cremcosando,
. 0
gdzie
m* =w>+sB,
PR ¥y (311. + A )
4.2) Ck\e, 2N+# )

(i, w, p; A, N, M)= f G, w,p; A, N, M)ye™™dk.
(4]

Symbole C;=C, (w, s), i=1, 2,3, 4 oznaczajg wspofczynniki, ktére nalezy okreslié
z warunkdéw brzegowych. Wigze je rownosé

@.3) c l " (31\7+1ﬁ)+£] +2(C— CH N =0,

W

wynikajaca ze sposobu rozwigzywania ukladu réwnan (3.1) [6]. Interesujace nas
transformaty naprezeit wyznaczymy z rownai

(4.4) G,=2Ni,+ Mi—Ap, &,=2Ne,+IMe—Ap, &.,=2N5,,,

podstawiajac do nich rozwigzanie (4.1). Uwzgledniajac w warunkach brzegowych
(3.2) wzory (4.1} i (4.4) dostajemy

AM  (N+M)QN+M) 3n 2ANw?
llENT“L N ] BN+ )
+Cy Mo—Cy QN+ Myo=—3,
N+M {30 A 2Amen
‘2w (mw*mﬁ)“L

Co = (Ca-+Cp =0,
(“.5) sB(2N+ M) ’

2 7
—n—j (Cyw+Cymycoswxdw=0, x<l,
0

2 feel
*I(ClJrCz)coscoxdw:O, x>,
T [e]

gdzie

4.6) ' &Zf f ge=* cos wx di dx
g9 0

jest transformata obciazenia brzegu.
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Z réwnan (4.5);-(4.5), eliminujemy wspdlczynniki C,, C; i C, za pomocy
rownafd (4.3), (4.5); i (4.5), ofrzymamy

3w (m—) cosoxdo=0, x<I,

sB2N T i)

o

(4.7)

. oo
o é’“cl[a (N3+M)+A] o
C+ g cosoxdo=0, x>1.

2A4No (m— )
Z otrzymanego ukladu rownan nalezy wyznaczy¢é nie znany wspolczynnik C,.
Pozostale wspolczynmkl okreslone s nastgpujacymi wzorami:

0

) o .
g-—-C [ N+M)+A]

W

= 2ANw (m—w) ’
sBQ2N+ M)
o Cy= g < [ [N+ M) — o] +mA}
5" 2Nw (m— co) 2Nw (m— 03)1 By, "
il “ {3 2N+ i) —mN] A}
Cem 2Nw (m— a)) 2No{m—ow) QN -+ M) —mN] + o
Podstawiajgc
- 3n -
g— (N+M)+4]C,
| P, by . N
‘@(co, S)r G 2NAw (m—w) ’
o sBQ2N+#1)
[3” W M)+A']( )
+ wM—om
@) G D=0 %y i
3n _ _ 24Nw(m—w)’
ey sBQN+ M)
< ) § :
S, 0= ¢ )2; I cosox dw,
o, UVJFM)JFA_m-I-a) 2N+ M
otrzymujemy
f G(w, ) D(w, 5) coswxdo=F(x,s), x<I,
(4.10) ’ o

f D (w, s)coswxdw=0," x>I,

0
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Tak wigc mieszany warunek brzegowy (3.2) zostat sprowadzony do dualnych
réwnaiit catkowych (4.10).

Gdyby zalozyé, 7e w przedziale (—/, [) brzeg jest przepuszczalny, a poza tym
przedziatlem nieprzepuszezalny, a wige odwrotnie niz w punkcie 3 ninigjszej pracy,
wowezas rdwnania (4.7) przyjelyby ksztalt:

N 3n o

fC1+ it _ cosoxdo=f{x,s), x<l,
2o

(4

A
mtw 2N+ M
(4.11)
. n . _ _
o mg—Cym —C;—(N+M)+A

f Crot . ¥ioi cos wx do =0, x>,

0

m+w 2N+M

Dokonujac tu podstawien

. 3
mq—Clm[ (N+M)+A]
$(w,8)=C o+ 5o ’ Yic —
mtow 2N+M
. 3n T, 2w AN
@12y . o uw( + M)+ m+w 2N+M
G, )= [Bn T ,‘]+ [3nN o 0 N }
b - (N+M)_—I—A w ocw( + M)+ e NI
. 2 (7 -+ ) Fcos wx dw
f(x,s)_f [37’1 o A_]+ [3n e DA 20 AN :I,
: 0 — — ——
m W(N+M)+ w OCw( + M) o 2NT T
olrzymamy
fC?(co,s)@(co,s)coscoxdw):f(x,s), x<l,
0
{4.13) '

oD
f & (w, s)cos wx dw =0, x>/,
0

W tym przypadku jak i w poprzednim mieszany problem brzegowy sprowadzony
zostal do dualnych réwnai calkowych (4.13).
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5. ROZWIAZANIE DUALNYCH ROWNAN CALKOWYCH (4.10) i (4.13)

Na metode rozwigzania dualnych réwnan calkowych w istoiny sposdb rzutuje
ksztait funkcji wagowe] G (w, 5) w (4.10), lub G (o, 5) w (4.13),. Bedziemy szukaéd
rozwigzania w postaci nastgpujace]:

dla (4.10)
i
B(, 5)= | Ep(& 5)Jo (Ew) dE;
Q .
(5.1)
dla (4.13)
1
B, 5)=w [ Ep(E, 5)J, (Cw)dE .
0
Ogdlna metoda rozwia‘zania' duwalnych réwnaf catkowych z jadrami trygono-
metrycznymi dla wystepujacego tu typu funkcfi wagowej zostala podana w pracy

[6]. Z otrzymanych rezuliatéw i wobec tozsamoéciowego speluienia réwnan (4.10),
oraz (4.13), przez (5.1) otrzymamy

_ (311 A yz)
@ N+ M) T‘}‘W? s{m+w) [— ) ] ]
0 (N+M)(m+w)2+2N+M e 5

xcos wx do =f(x, §),
A ) 2. A

_ _ {3n
(N+M)( +—=

(5.2) - 4y N+M] m+to 2N+M
s [, L x
v ¥ "“ML}-_TT
m(NJ“M)( . N+M)
2

% f Ep (&, )Ty (Ew) dE cos wx do=Ff{x, s).

Zajmiemy si¢ najpierw réwnaniem (5.2);. Calkujac je w przedziale (0, x) i prze-
ksztalcajac, otrzymamy

f &0 &) [ ToEw)sinwxdodet [ Ep E sy

3n A
- (N+M)(ocw N+M)s(m+co) . oz
y =% T, (Bo) sin cox deo dE = f f .
o ¥ :
(N+M)y(m+w) ot 0

N+ M k°°
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Wykorzystujac dalej w pierwszym wyrazie po lewej stronie catke Webera-Schafheitlina
" 0, jezeli E>x,

5.3 Jo (Eeo} sin xeo deo = i .

(>:3) J o(tw) —/ﬁ , Jereli  E<x
— 52

oraz dokonuigc podstawien

i
(N+M)(ocv +ﬂM)*S(m+m)

H(CO; S) - A—N y »

(3.4) (N+M)(m+w)* o+ i &

file )= [ ),

dostajemy

éfo(é‘,
(5.5) ——— de: + | &p (5 ) | H(w, $)J, (Ew) sin xo dw dE=F, (x, ).
! ]/ J f 0 1

W pierwszej calce dokonujemy nastepujacego podstawienia:
E=xsind,
w drugiej
w2

JoG)=— f cos (Eaw sin ) do

oraz definiujemy funkcje
(5.6} F(xsind, s)=xsinfgp (xsind, )+

2 l— . o ) ‘ . )
+;f cfga(é,s)f Hw, sycos (& sin #) sin xo do dE .
Q Q

Po tych operacjach réwnanie (5.5) napiszemy w formie réwnania Schildmiicha:

w2
(5.7) [ F(xsing, ydo=F, (x, )

a
ktérego rozwigzanie ma postaé

wl2 -

(5.8) Fx, 5)= [fl({) S)+xf F (xsin, s)d@]

Wykorzystujac (5.8) do (5.6) dostajemy

1 i
(59) vin o+ [ K &9 E 9dE=F(x,5),
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gdz'e
yx, s)=xp(x,s),

(5.10) . ja i e .
K (x, rf,s):f H(w, s)[sino (x+ &) +sinw (x— &) do .
4]

Tak wiec mieszany problem brzegowy zostal sprowadzony do réwnania catkowego
Fredholma drugiego rodzaju. Rdwnanie to ma ciggle 1 ograniczone jadro, co wynika
z (5.10), i (5.4),. Skomplikowana postaé jadra nie pozwala uzyskaé rozwigzania
w postaci zamknigtej, nie przedstawia to jednak wigkszych trudnosei merytorycznych
przy wykorzystaniu metod przyblizonych, co bylo pokazane w pracy [7].

Rozwazmy teraz réwnanie (5.2),. Po elementarnych przeksztalceniach przedsta-
wimy je w formie

I w I o
f Ep (€, 5) f J1 (Ew) eos wx dw dE— f E(,ﬁ (&, 5 f H (e, 5)x
b o 5 b .

k AN
5.11 L BN D+ ——e
{5.11) ] ) 2yB(N+M)fr T
»J (Ew) cos ox dw dé = % Fx, 8,
: TE(N_‘—M)
gdzie - - -
y (:m+ A ){NM(3H+ A_) w A ]
PO CPA 22 | AR PR W J Ty v
(5.12) (e, )= . (3‘n+ Fi ) L 2N .
(N+M) o, N+M (m o) N+ m ©

Przeksztatcajac dalej réwnanie (5.11) oraz wykorzystujac wyniki pracy [6], docho-
dzimy do réwnania

1 g N,
(5.13) e 5)4-;IK(x, E(E DdE=F(x,5),

gdzie dla zwigzlosci wprowadzono oznaczenia
W (x, 5)=x(x,s),

B, & 5)= [ Ao, [sino@+x)+sinw@-x)]do,

. nf2
. 2r, -
F(x, s)=?[h(0, s)+xj A (xsin 8, 5) dﬂ],

0

(5.14)

4

k. _
2 BN+ M)+ oo

hmw=f¢@@£~ Fx, ).

7B(N+M)

Dyskusja otrzymanego réwnania (5.13) przebiega podobnie jak w przypadku
rownania (5.9).
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6. WYZNACZENIE CISNIENIA CIBCZY 1 OSIADANJA PRZEGU POLPRZESTRZENI
KONSOLIDUJACET

Rozwazany w poprzédnich punktach pracy przypadek czgéciowo przepuszezal-
nego, a czeSciowo nieprzepuszezalnego brzegu polplaszezyzny, pocigga za sobg
pytanie odnosnie do rozkladu ciénienia porowatego na nieprzepuszczalnej czgei
" brzegu. OdpowiedZ na to jest istotna z praktycznego punktu widzenia (moze stanowié
podstawe dla doboru odpowiednich materialow izolacyjnych itp.). Otrzymane
rezultaty pozwalaja ckre§li¢ cisnienie cieczy dla' z=0. I tak mamy dla przypadku,
gdy nieprzepuszczalna jest czesé brzegu xe (-1 )

2 F A L 2 &pEs)
ﬁ(x,s):;fjé’q)(cf,s)Jo(éw)dé’COwadm:nfl/i;_x dE,  x<l.
o 0 x
Stad
o 2 réps)
(6.1) p(x,t)——zr-;if;—fl/{fz a’fe ds x<i.

Mainy oczywiscie z warunku brzegowego:
pix,5)=0 dla |x[=].

Przystepujemy z kolei do wyznaczenia osiadan. Ze wzoru (4.1), mamy
dla z=0

2 w[ Am ]
7 = — —_— ik
(6.2) RO Of ComCo Fai 1y | @ 1 ).

W powyZszym wzorze wyrazamy C, 1 C, za pomocy C; (wzory 4.8), a nasigpnie
wykorzystujemy podstawienia (4.9); i (5.1);. Po przeksztalcentach otrzymujemy
)

Fomia @™

‘ ( 3n
, AN+ 5T)

w(x, s)=—

— x
o {3 A
0 ZZING)(CO*FH)-FSB(2N+M)(N+M)(m +ﬁ:ﬂ;)

1
x f Ep (&, 5)J (Ew) dE cos wx dw—

o
1|~

k
2 R2 __
5 QN+ M)?B s N

- +wE(s),

;1 e o _ {3 A
o 2ANw(w—m)+sB QN+ M)(N+M) . +J\7+M

cos wx do
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Zakladajac zerowe przemieszczenia polprzestrzeni w punktach (-—x,,0) oraz
{xy, Oy dostajemy oczywiScie nastepujaca transformate Laplace’a

k o _
© 71(2]V+M)(w—m)3

X

2
(6.3) wix, s)= ~

o - oo {3n A
0 2ANGJ(G)*”?)+SB(2N+M)(N+M)(U +]-\j'—_|:ﬁ)

% f Ep(E, 5)Jo (Ew) dE (cos ox—cos wx,) do —

o

k
B2 (N L 72— o _
5 @ BN+ M) . 5 (Co8 (X —COoS wXy) doo
n o T - 1 A 2Nw

dla osiadania.

W analogiczny sposéb mozna otrzymaé rozklad cisnienia porowego i osiadanie
brzegu dla drugicgo rozwiazanego przypadku, tzn. gdy jest obszar nieprze-
puszezalny brzegu na |x| =L

Latwo dostrzec, Ze otrzymane rozwiazanie (6.1), (6.3) zawiera jako szczegolne
przgpadki: a) przypadek calego brzegu przepuszczalnego, b) przypadek calego
brzegu nieprzepuszczalnego rozwazane w pracach [9 i 10}, Mamy bowiem

I=0 dla przypadku a,

I=co dla przypadku b,
Gdy zachodzi przypadek a), to réwnanie (5.9) sprowadza si¢ do réwnania
xp(x, H=F(x, s)
a roéwnanie (5.1); do réwnania
(6.4) @ (w, 5)=0.
Skad wobec (4.9); dostajemy -

q(e, s)

3n N Ve 2NAw (m—w)
g WM+ A i)

(6.5) C=

Zwiazek ten razem z rownaniem (4.8) pozwala wyznaczy¢ wspolezynniki wystepujace
w rozwiagzaniu (4.1). Latwo sprawdzi¢, ze rezultat ten jest 1dentyczny 7, otrzymanym
w pracach [9 i.10].

Jezeli zachodzi przypadek b, to z réwnafi (4.10), i (4.9) otrzymamy

q(w, 5)
ANAw* (m—0)

(6.6) C,=

n 0 _ "
N+ M)+4—

e, msB (2N + M)
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co razem z réwnaniami (4.8) daje mozliwos¢ okreslenia wspolezynnikow C; w przy-
padku calego brzegu mieprzepuszczalnego (co rozwazano w pracy [91).

tg="dobn  1- czas w dobach

45 wxt g5 19 X/L
: o 3

| p{x/L,t) Voo (L, 1)
Rys. 2 . Rys. 3

Odwrécenie transformacji Laplace’a w otrzymanych réwnaniach nie przedstawia
merytorycznych trudnosci. Problem ten zostal szczegdélowo przedyskutowany
w pracy [8] (tutaj go pomijamy). ' :

Otrzymane rezultaty zilustrowano przykiadem liczbowym. Opierajac si¢ na
wzorze (6.1), sporzadzono wykres cifnienia porowego w obszarze kontaktu z ob-
ciazeniem z=0, {x]</, gdzie brzeg jest nieprzepuszezalny (rys. 2).

L plot)
to—czas w dobach

Rys. 4

W obszarze tym wyznaczono takze rozklad napreien o, w szkielecie (rys. 3).
Obydwa te rezultaty otrzymano przyjmujac funkcje obcigZenia w postaci

q(x, )=q,T(), go=1kGfem?
ttyt,  jezeli t<ty;

T(t)=
® 1,  jezeli  t>1,.

Ponadto na rys. 4 przedstawmno rozklad ci$nienia porowego W obszarze kontaktu
dla réinych predkoéei przykiadania obcigzenia.
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Wszystkie wyniki otrzymano przy zaloZeniu, Ze szkielet ofrodka jest sprezysty,
a caly ofrodek charakteryzuja nastgpujace parametry:

=125 kGfem?, «,=500 kGjem?, o,=25 kGjem?,
k=2 cm/dobe, n=0,4, ¢,=6-10" kG/ecm?,~ [=50 cm.

Z otrzymanych rezultatéw widaé wplyw predkodci obcigZenia na maksymalne
wartoéci ci§nien w obszarze kontaktu: im wieksza predkosé przykiadania obcigZenia,
tym wicksze cidnienia powstaja w cieczy. W koifcowej fazie procesu konsolidacji
(t—>00) rozwiazanie zmierza asymptotycznie do rozwigzania dla oérodka jedno-
fazowego. Ponadto ze wzoru (6.1} wynika wazny wniosek o cigglosci funkcji ci$nienia
cieczy na brzegu polprzestrzeni, mimo naloZonych na nia mieszanych warunkdw
brzegowych.
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Peswme

KOHCOIMIAITMA BAIKO-YIPYI'OIO TIONYIIPOCTPAHCTBA CO CMEMAHHBIMHA
YCINOBUAMMUW TTPOHHLIAEMOCTH TPAHMIL IUIOCKAS 3AJTAYA

B pabore paccMOTpeHa KOCOIHAALMS BA3KO-YIPYTOTQ IOIYNPOCTPAHCTSA €O CMELIAHHBIME
YCAOBHAMEA IPOHMIASMOCTH rpauuil, IIpueeneHn sddexTHBnble GOpMymsl s ONPEeISHHA
OCEAANHS TPAHMIE! TOIYRNPOCTPANCTEA, 4 TAKNE pacUpefeHeHne IOPHCTOrO AABICHIH HA Uempo-
HinaeMoi dacty rpamansl. loayuénisie pesynbTatsl MIUOCTPHPOBAHEL THCIOBBIM IPHMEDPOM.
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SUMMARY

CONSOLIDATION OF A VISCO-ELASTIC HALF-SPACE WITH MIXED PERMEBARILITY
CONDITIONS AT THE BOUNDARY. A PLANE PROBLEM

The problem of consolidation of a viscous-clastic half-space with mixed permeability condi-
tions at the boundary are considered. Effective formulas are given for the determination of a subsi-
‘dence of the boundary of the half-space and distribution of a pore pressure on the non-permeable

part of the boundary. An illustrative numerical exampie is presented.
\
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