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STATECZNOSC WALCOWEJ PANELI SPREZYSTO-PLASTYCZNE}
PRZY CISNIENIU ZEWNETRZNYM

CZESEAW CICHON, ZYGMUNT KEPK A i ZENON WASZCZYSZYN

W pracy rozpatruje sie zachowanie diugiei paneli walcowej poddanej dziataniu ci$nienia ze-
whetrznego. Prayigto material sprezysto-plastyezny z wielokrotnym liniowym wzmocnieniem ‘izotro-
powym. Obliczenia przeprowadzono dla zakresu maltych odksztalcen, lecz duzych przemieszczen.
Zbadano takie zjawiska jak utrata statecznodci typu przeskoku oraz wyboczenie typu bifurkacyinego,
W pracy oparto sig na metodzie bezpo$redniego numerycznego catkowania (wstrzeliwania), Algorytm
oparto na wersji przyrostowej, przy czym obliczenia kontynuowano az do wynilkdéw wskazujacych
na ufrate statecznodced, Wartosé cisnienia bifurkacyjnego obltczono iteracyjnie przez zakldcenie stanu
symetrycznego. Jako przyklad l[czbowy podano obliczenia dla paneli o utwierdzonych brzegach.

I. UWAGL WSTEPNE, ZALOZENIA, OZNACZENIA

Panelq walcowa bedziemy nazywali powlok@ walcowq podparta wzdioz tworza—
cy=hio niepodpartych brzegach krzywoliniowych (rys. 1). Je§li panela jest dostatecznie
dtuga (7> 3b) i obcigzenie nie zalezy od zmiennej p, to mosna rozwazaé pasek o jed-
nostkowej szerokoSci, znajdujacy si¢ w plaskim stanie odksztalcenia. W dalszym
clagu bedziemy zajmowali sig tylko.takim przypadk1em, a ponadto ograniczymy sig
do obmqmma cidnieniem zewn@trznym P,

Specyiika rozpatrywanego zagadmema jest konieczno§é oparcla sig na teorii
duZych przemieszezen ze wzgledu na analizg stanu glqtnego i obliczanie obcigzen
krytyeznych, W zalemnosel od ‘parametréw paneli moga wystapié trzy przypadki.
Na rys. 2 w przypadku a) w ogole nie wystepuje obciaZenie kiytyczne. Przy wzroscic
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wyniosto$ci moze nastgpié uirata statecznofol typu przeskoku przy cignieniu P=Ps.
W powlokach bardziej wyniostych (przypadek ¢ na rys. 2) dla obciazenia P=Py<Pg
wystepuje wyboczenie typu bifurkacyjnego.

Zjawisko utraty statecznodci paneli walcowej zostalo dobrze zbadane W zakresie
sprezystym. Z licznych prac wymienjamy tylko monografi¢ WOLMIRA [12] i tablice
KORNISZYNA i TsANBATEWET [4], uzupelnione w pracy [3]. Nalefy doda¢, ze przy-
jecie wspolezynnika Poissona y==0 prowadzi do jednoosiowego stanu naprezenia,
jaki przyjmuje si¢ w smuklych tukach. Obliczaniu statecznosci podwiecono wiele prac.
7 ostatnich wymienimy analityczne rozwigzania MASURA [6] 1 numeryczne otrzymane
metodg elementéw skoficzonych [8].

Znacznie bardziej uboga jest bibliografia zakresu pozasprezystego. Trudnoéei
matematyczne zmuszajag do stosowania metod przyblizonych i numeryczuych.
Bibliografig z zakresu obliczania lukéw sprezysto-plastycznych podano w pracach
[t i 9]. Jesli mozna w niej znaleZé przyklady obliczania obciazenia Ps, to zupeinie
brak prac, w ktérych bylaby podjgta proba obliczania obcigZenia bifurkacyjnego
Py z uwzglgdnieniem gieliniowego stanu przedwyboczeniowego. Obliczanie paneli
poza zakresem spreZystym dostarcza nowych trudnofci ze wzgledu na plaski stan
naprezefi i zmienno§é wspétezynnika odksztalcenia poprzecznego [2].

W pracy niniejszej oprzemy si¢ na metodzie bezposredniego numerycznego calb-
kowania (wstrzeliwania). W poréwnaniu z [1] zastosujemy bardziej zlozone réwnania
fizyczne., Algorytm oprzemy na wersji przyrostowej, przy czym obliczenia beda
kontynuowane a% do osiagnigcia pierwszej warto$ci Ps (1). Warto$é obciazenia Pp
oblicza sie iteracyjnie przez zakldcenie stanu symetrycznego, podobnie jak czyniono
w [7]. )

W pracy oprzemy sig na nastepujaeych zaloZeniach:

1. Panela o jednostkowe]j szerokofci znajduje si¢ W plaskim stanie napreZen.

2. Grubo$é paneli £ jest na tyle mata w poréwnaniu z B, Iip (rys. 1), ze moina
pomingé wplyw naprezet stycznych i normalnych o, i przyjaé zasade plaskich prze-
krojéw (odcinka normalnego}. I '

3. Zagadnienie rozpatrujemy na gruncie teoril malych odksztalcen lecz duzych
przemieszezen.

4, Material jest spreZysto plastyczny, Scisliwy; z wielokrotnym liniowym wzmaoc-
nieniem. :

5. Jedynym obciaZeniem jest ciénienie zewugtrzne P,

W pracy bedziemy postugiwali si¢ wielkoéciami bezwymiarowymi. Wielkodci
fizyczne beda oznaczane duZzymi literami z wyjatkiem macierzy lub nadkreleniami.
Odstepstwa od tych zasad beds podane w tekdcie.

Poslugiwaé si¢ bedziemy nastgpujacymi wazniejszymi oznaczeniami:

Ay wspolezynnik wzmocnienia izotropowego,
b=5;’ﬁ rczpietosé paneli,
§ kat obrotu normalnej do powierzchni $rodkowej
D macierz sztywnosci w réwnaniach fizycznych,

(1) W pracy [5] wykazano, Ze przyjecic realnej zaleimofci o (6) moze prowadzi¢ do dwoch
wartosel Pgp<Psir.
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odkszialcenia i bezwymiarowe napre¢zenia ghdwne,

odksztatcenie I napreZenie na granicy plastycznodci przy jednoosiowym
rozcigganiu,

modult styczny wykresu o (g) (rys. 4),

lokalne sziywnodci,

wektory uogdlnionych pr'zemieézczeﬂ powierzchni érodkowej i sit
wewngirznych,

odksztalcenie i przyrost krzywizny p_owierzchni $rodkowej,

grubosé paneli, '

=2, — obwodowy,
odpowiednio moment zginajacy, sifa podiuzna i sifa poprzeczna,

indeks kierunkow glownych: j=1 — promieniowy, /

wspolczynnik Poissona,

ciénienie zewnetrzne,

numeracja warstw we wzorze kwadratowym,
promien krzywizny powierzchni §rodkowej,
intensywnosé naprezed,

qudsi-czas,

kat rozwarcia (rys. 8),

zmienna przestrzenna,

przemieszczeniz powierzchni swdkowej,
wektor stanu, ‘

odlegtosé warstw przekloju poprzecznego od powmrzchm srodkowej,

2. PODSTAWOWE RGWNANIA

2.1. Rownania geometryczne i réwnowagi wewnetrznef

Oprzemy sig na réwnaniach, ktérymi postuzono sig w pracy [1]. Po wprowadzemu
wmlkoﬁm bezwymiarowych otrzymujemy nast@pUJ gey ukdad réwnai:

@1

b
w=—u———4,
P Spﬁ

8
# =be— Bw—%w

} W
P =e,b (k-l—_;) s
=0+8)n=p,

w'=—0+8)1,
m'=6bt.

W réwnaniach tych wystepujg uogdlnione odksztalcenia € i &, ktore béda‘ wy-
znaczane z réwnan fizycznych.



118 CZESEAW CICHON, ZYGMUNT KEPKA [ ZENON WASZCZYSBZYN

2.2. Réwnania fizyczne

Ze wzgledu na dwuosiowy stan napreZen skorzystamy z réwnaih z pracy [7],
uproszezonych przez przyjecie tylko wzmocnienia izotropowego. Przyjmiemy
dalej, ze kierunki gléwne 1, 2, 3 odpowiadaja uktadowi wspGlrzednyeh lokalnych

X, ¥,z z tys. 1. Oprzemy si¢ na nastepujacych zaleinodciach:
¢ =é=e+kz, é,=0, ze[-1/2;1/2],

o2 ; é [-1/25172]

$;=E;é, $;=0 (j=1,2),

gdzie lokalne sztywnoici E; przyjmuja. warto$ci pbdane w pracy {7}
a) Proces aktywny, As;=0 (lokalne obcigZenie):

1 |
Ey Y 534B), EzFﬂ(~3132+VB),

2.3) . : .
-2 U 2 2 — 4 2
M:§1+2vsl-s2+s2--+(1 ~v3) R, B—.gAk 57,
b) Proces bierny, 4s;<0 (lokalne odciazenia-lub- zakres sprelysty):
I o 1»_'_' N
1-v*> 21—
W podanych wzorach typ procesu. oktes]a sig na- podstaWIe przyrostu inten-

sywnosm napr@zen i sktadowych dewiatora napreZef:

S Asye=s; (r + A1) — 8 (7)),

(2 3r, E1=

Q24 s? ﬁ.s (L:) sl—.s'l.s'2+52,

5‘1:55"} (51+Sz) (J 12)

i We wzorach- (2.3) ,wystqpuje..AWspélczynmk.. wzmocnienia. izolropowego A,
‘wynikajacy z odcinkowo-liniowej aproksymacji wykresu jednoosiowego rozciggania
{rys. 4): '

{2.5) A=

yon - et
I L dla 57 <s<s

Rys. 3 .- Rys. 4
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przy czym dla jednoznacznoséci opisu (ze wzgledu na uzaleznienie A, od §,) przyjmu-
Jesie, e A, #0.
Korzystajqc z definicji- perkosm sﬁy podhaznej i momentu zginajacego

: . cedgzo. oL e 1z
2.6) _ = j §pdz, m= f §yzdz,
. -1z =142

dochodzlmy do nast@pu;accych rownan fizycznych:

n=Dye+D k,
. h _
?leé-I—DZ k,
gdzie wystepuja calki D,

. ‘ - L1z o .
(2.8) D= [ Ezdz (2=0,1,2).

—1j2

3. ROZWIAZANIE PODSTAWOWEGO UKLADU ROWNAN

3.1. Calkowanie podstawowego ukladu réwnarn réiniczkowych
Roéwnania (2.1) 1 (2.7) napiszemy w postaci wektorowej
y =f(y,q;7),
Q D§,

gdzu: wystepuja nast@pu_]qce wekfory (dokladniej sa to macierze Jednokolumnowe)
ktérych sktadowe bedziemy dla zwartosci pisali poziomo w klamrach:

3.0

"yé{w, u, B, t, n,m}, _
.Q={n, m/6}, q=1{e, k} .

Rozdzielenie rownan bedzie wykorzystywane przy ich calkowaniu. Warunki
brzegowe, jakie nalezy dolaczy¢ do (3.1)y,

(3.3) ' y0)=40, y(=4;,

formutuja dla paneli symetryczne zagadnienie dwupunktowe typu 3+3. Oznacza to,
Ze dla koficdw £ =01 =1 znamy po trzy skladowe wektordw gy ig;.

3.2) |

Warunki poczatkowe dla calkowania réwnan (3.1), nalezy. przyjqc tak aby
byly one niesprzeczne z rozwigzaniem ukiadu (3.1);. Bedziemy je przyjmowali badz
7 rozwijzania sprezystego

(3.4) . Q=D,q,

bécdi tez wychodzac ze stanu beznaprézeniowego. '

" Istotnym problemem jest dobdt quasi-czasu ¢. Moze nim byé jeden z monoto-
nicznie rosnacych parametréw wystgpujacych w réwnaniach (3.1)~(3.3). Najezeéeiej
przyimuje sie obciaZenie p, jednak w naszym przypadku bylby on nieprzydatny
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w sasiedztwie obcigZei krytycznych. Ze wzgledn na malejacg sztywnoéé -paneli
podczas jej odksztalcenia si¢ celowym jest przyjmowanie raczej parametru kine-
matycznego. Obliczenia wykazaly, Ze moze to byé krzywizna ko lub Przemieszozenie
1, w punkeie ¢=0, zaleznie do rozwazanych preypadkdéw utraty statecznosei.

Do catkowania réwnan (3.1) uzyto metody bazposredniego catkowania, ktéra
byla omawiana 1 stosowana w poprzednich pracach autoréw [I i 10]. W algorytmie,.
ktérym postugiwalismy sie w tej pracy, wprowadzili§my kilka zmia 1, ktore w_skré-
cie omowimy, '

Catkowanie réwnania (3.1), mozna, dzieki rodzielemiu pochodnyeh, przepro-
wadzi¢ dla ustalonego przyrostu At i czasu t

3.5 T=1, + 47,

gdzie 7, jest poprzednim czasem, dla kitérego znane rozwigzanie jest zanotowane
w pamigei maszyny. :

Jesli swobodne warunki poczatkowe (nieznane, niezaleZne skladowe) wektora
Yo ozaaczymy przez X, a warunki brzegowe w punkcie =1 przez Y, to iteracyjnie
rozwiazuje sig rOwnanie w sposdb nastepujacy:

(3.6) _ [NCIX=Y. X,YeR?.

Macierz [NC] jest nieznana i symulije caly proces numerycznego catkowania, wyko~
nywany przez komputer. W zadaniu tozwigzywanym przez nas wektory X, Y sa
trojelementowe; na rys. 5 pokazano przykla-

< ~ dawo dobdr wspélrzednych tych wektoréw.

o . Wektor. X oblicza sig¢ iteracyjuie, Tozwig-

> . : i P zujac. dwupunktowe zadanie brzegowe typu

3+43. Do algorytmu, kidry wykorzystano

ng 2”,’?2‘3 " w [1], wprowadzono tylko procedurg uzbiez-
u;ﬂ , B ” . niajacg opisdana w [11].
Yo~ | t=x Y= 1t 0 '
(7= ‘ R L WyjSciowe wartodci X dla rozpoczecia
m= m=15=0 iteracyjnego rozwigzywania réwnania (3.5)
Rys. 5 oblicza sig z ekstrapolacji wynikéw otrzyma-

nych dla poprzednich czasdéw [10].

Procesu numerycznego calkowania réwnania (3.1), nie mozna kontynuowaé
bez calkowania réwnania (3.1),. W tym celu korzysta si¢ ze zbioru wartodci
zanotowanych dla czasu 7, dla kazdego wezlta 1 numerycznego calkowania
wzdhuz osi &:

3.7 (W= Qo> ST Siab1 s

gdzie naprezenia s;, i intensywno§ci sj, zapamigtuje sig dla warstw o wspélrzgdhych
z,, gdzie r=0, 1, ..., R. Przy przejéciu do nastgpnego czasu t=t, + At oblicza si¢
przyrosty ' :

3.8) {AW}h={4q, 4Q, 45, 45} };,
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gdzle poszczegdlne skladniki wynoszq

Aq q{(t)—q(7y) itd.,

3.9)
¢ As; =518 —5:(8).

Istotnym problemem jest przy tym obliczanie. calek (2.8). Mianowicie wspdl-
czynnik lokalnej sztywnosci E, jest funkcjg nie.tylko stanu napreZenia w rozpatry-
wanym punkcie paneli, ale tez funkcja typu i historii procesu, jak to wynika ze wzoréw
(2.3). Zanotujemy to symbolicznie

(3.10) E1 :F(S, Si: ASL; Z).

W przekrojli Iﬁogac zachodzié réine typy procesow, priy czym granica pomigdzy
nimi jest nieznana. Trudno$¢ t¢ pokonano tak jak w pracach [1 i 91, tzn. zastapiono
calke (2. 8) wzorem kwadraturowym

R

@11y D 3 &B7 -

) ' r=0 -
~ Obliczanie catek (3.11) wykonuje sig w ramach jednej procedury stuzacej od-
wracaniu zwiazkéw fizycznych, przy czym nalezy uwzglednié zaréwno mozliwosci
zmiany typu procesu, jak tez odcinkowo-liniowa zalezno§¢ wykresu o (). Problem
ten omowiono bardziej szczegdlowo w ,,Dodatku’™. '

Po obliczeniu wektora X przed przejéciem do nastgpnego czasu dokonuje si¢
korekty pamigci. We wszystkich punktach numerycznego calkowanla poprawia sig:
elementy zbioru, (3 7) :

(3.12) | S 4+455s dla r=0,1,.., R,
si(S+4sD) s, dla Asi>0

Podany algorytm opiera si¢ na przyrostowych rownanlach ﬁzycz:nych (3.1
1 ma wszystkie zalety 1 wady metod przyrostowych rozwiazywania nicliniowych
zagadniett. Do zalet nalezy operowanie liniowymi wzgledem przyrostéw réwna-
niami fizycznymi i fatwosé uwzgledniania lokalnych -odcigZefi; do wad natomiast
kumulacja bleddéw przy ekstrapolacji rozwiazan wzgledem czasu 1. Praktyczng meto~
da oceny dokladnoSci jest powtérzenie obliczefi ze zmniejszomym krokiem Ar.
Krok przestrzenny A¢E i liczbg warstw R-+1 mozna dobraé na podstawie prébnych
obliczert.

4, OBLICZANIE CISNIENIA KRYTYCZNEGO

W dalszym ciggu bedziemy rozpatrywali panele o symetrycznych warunkach
brzegowych., W takim przypadku mozna mdwié o symetrycznej i niesymetrycznej
formie utraty statecznofci.
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Forma symetryczna wystepuje przy przeskoku; odpowiednie cisnienie krytyczne
oznaczymy przez ps. Natomiast ci§nieniu bifurkacyjnemu pz bedzie towarzyszylo
pojawienie si¢ niesymetrycznej formy wyboczenia (rys. 6).

Rys. 6

Ps oblicza sig metoda przyrostows, prowadzac obliczenia az do momentu gdy

. Ap|
“.1 . . Ie 53—0.. | |

Wielko$¢ pp mozna obliczyé przez zakidecenie stanu symetrycznego. Takim
zakléceniem moze byé np. male poziome przemieszczenie Z, jak to pokazano na
1ys. 6. Ze wzgledu na symetrig konstrukeji mozna oblicza¢ tylko potowe paneli.
Réwnowage stanu zakiGconego zapewniaja dodatkowe cifnienia Ap, i Apy. Fesli
cinienia te beda réwne, to uzyskuje sn; mesymetryczny stan rownowagl odpow;ada—
jacy ciénienin krytycznemu :

{4.2) ' AP Alep :"’PB ~Ps

-Warunki (4:1) i (4.2) sprawdza sig¢ dla kaidego czasut=7;+ 4t lub tez w otocze-
niu przewidywanych obcigZefi krytycznych. Przyrosty dp, i dpr oblicza sig dla
pamigci poprawionej wedtug (3.10) i po obliczeaiu stanu zakidconego: nie popra-
wia sig jej. Dzigki temu mozna, w przypadku niespelnienia (4.2), kontynuowac
obliczanie stanu symetrycznego dla kolejnego przyrostu.
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Stan zakiécony wyznacza si¢ dla dwdch poléwek paneli, gdyz ze wzgledu na
duze przemieszezenia, a przede wszystkim przez rozwijanie sig proceséw biernych
nie bedzie wystgpowata antysymetria prrzyrostow nakladanych na stan symetryczny.
Warunki réwnowagi i cigglofei spelnia sig iteracyjnie wedhug algorytmu pokazanego
na rys. 7. Kcleine etapy procedury iteracyjnej sa numerowane parametrem sterujg-
cym sa.

Etap sa=0 cdpowiada rozwigzaniu symetrycznemm, ktére: otrzymuje sig dla
czasu 1=k, 1 swobodnych parametréw .poczqtkoWych_Xlzgs, XZ:e'o,' Xy=wy
przy spelnieniu warunkéw brzegowych iy =fq=1,=0 dla &,=0-

W etapie sa=1 zakléca si¢ stan symetryczny przez przyjecie przemieszczenia
so=Z. Dwupunktowe zadanie brzegowe rozwigzuje sig dla warunkéw poczatkowych
Xi=Ap,, X;=P, Xf=t,, zachownujac warto§ci wo=w, my=ny mg=m, (lub
Townowaznie €,=g, ko=k,, jak zaznaczono na rys. 7) ze stanu symetrycznego. _

BEtap sa=2 jest powtdrzeniem podanych obliczeﬁ dla lewej poléwki paneli
z warunkami poczatkowymi X7 = dp;, X2=f,, X, ffo i takim samym zakldceniem
=4,

W ctapach sa=3 i sa=4 liczy sie prawg i lews strorig pa.neil przy udrednionych
wartodciach

1 1
“3) B XD, I Xi-XD)

i tym samym co W poprzednich etapach zakldceniu Hy=2Z.
Etapy sa=1 i 2 powtarza si¢ dla poprawionych wartoci:

I“, -
w0+_2—(X13+"X.';.)“+wss
‘ . i 3 4
{4.4) ko+ 3 X5+ X5)-k,,
..
+?(X§’+X;)—+es.

Iteracje koticzy si¢ po spelieniu nierdwnosci (znaki przemieszezen odpowiadajg

1y8. T)

. XI—XZ\? +X2\2 1z
e e

Podana iteracja jest na ogét szybko zbiezna. Mozna ja p'rZyspiesz’yé przez zapamie-
tanic ostatnich przyrostéw z (4.4) i rozpoczynanie etapow sa= 1 i2 (dla nowego
obcigzenia) od poprawionych wartodei wy, k, 1 €o-

5. PRZYKLAD LICZBOWY

Dokonano obliczen paneli o utwierdzonych brzegach (rys. 8). Wykres rozcig-
gania aproksymowano linig lamana (rys. 9).
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Liczono polowg paneli wedtug algorytmu oméwionego w p. 3 i 4. Do catko~
wania przyjeto 20 krokéw we wzorach Rungego-Kutty, tj. 4£=0,051 5 quif)w
(R=4) we wzorze kwadraturowym Simpsona dla liczenia calek (3.8). W wyniku

Y=o/,
AT e ———
] I |Ev'*-:3 kG z -
' | G = 2400 kG/ciy
e || E=p1x0°kGfem®
| = : I ep=00014
I |
2 B 1 -
1 20 00 180 E‘E/Ep
Rys. 8 C : ‘ e Rys. 9

“P’PE/(SPJ E)

02

i

01 - /- ) . ﬁ/ Ic]' =100 ] )
- spre2ysto- plastyczne
———— idealnie sprezysle

mm— granica pomigdzy zakresami

Sprezystymi [ sprezysto-pias-
tycznymt

I | £
at oz . a3

#o/ho
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prébnych obliczen przyjeto krok Av=Ak,=0,02 do 0,1. Okazalo si¢ mianowicie,
e przy wzrofcie wyniostofci lub zaawansowanych odksztatceniach plastycznych
moz?na krok na osi czasu wydluzaé bez istotniejszego wplywu na doktadnosé cbli-
czeh. Do liczenia obciaZenia bifurkacyjnego przyjmowano zaklécenie Z=1o=1,0.

Na rys. 10 pokazano najistotniejsza zaleznogé cismiema p od ugigcia $rodka
paneli w,. Linig kreskowang zaznaczono krzywe dla materiatu idealnie sprezystego.
Dla matych katéw rozwarcia (§=10° lub 15°) wystepuje tylko cisnienie przeskoku
Ds; przy §=22,5° cidnienie bifurkacyjne pp niewiele si¢ ézni od fs i wystepuje w za~
kresie sprezysto-plastycznym. Przy wzrodcie kata @ réinica pomigdzy fy i fis roénie,
.a dla 8=30° cidnienie f, wystepuje przed pojawieniem si¢ odksztatcen plastycznych.

Program zostal napisany wjezyku ALGOL-1204, a obliczenia wykonano w Oérod-
ku ETO Politechniki Krakowskiej. Do obliczern wykorzystywano jedynic pamigé
operacyjng komputera ODRA 1204,

6. UwWAGI KONCOWE

W pracy podano metodg obliczania cifniefi krytyczaych dla diugiej paneli walco-
‘wej. Oparto sig na przyrostowych réwnaniach fizyeznych, ujmujgeych izotropowe
-wzmocnienie materiahy $cisliwego. Opracowane procedury pozwalaja uwzglednic

procesy bierne, jakie powstaja przy odksztaleanin sig paneli.
‘ Metoda wstrzeliwania okazuje sic w rozwaZanym problemie efektywna dzigki
swojej elastycznoéci w oduniesieniu do wyboru umownego czasu 7 1 mozliwosci
.obliczania zaréwno symetrycznych jak te niesymetrycznych form réwnowagi paneli.

Nalezy tez podkredli¢ mozliwosé wykonywania obliczenn na malym kompu-
terze, jakim jest ODRA-1204. Mozna bylo tego dokonaé dzigki malemu zbiorowi
przetwarzanych informacji i optymalizacji programu, ktory angazuje tylko pamigé
operacyjng maszyny. '

DODATEK

D. 1. Odwracanie réwnan fizycznych

Przy znanym wektorze stanu y, =y (&), a wigc tez Q={n, m/6}, "}, przediu-
zanie calkowania wigZe si¢ z koniecznofcig obliczania pochodnych y', przy czym
dla obliczania «' i § wedlug (2.1) nalezy wyznaczyé ¢=/{e, k}.

Jedli w przekroju nie wystepuja wylacznie sprezyste odksztalcenia, to najpierw
do pomocniczego zbioru {Z} wpisujemy wartofci z pamigei (3.7)

{(D.1) {Z}={{W}* E*} ={qq. Q. S, 55 E,}.

gdzie sztywnoéci E* liczymy na podstawie s, i 87, Wzorem kwadtaturowym liczymy
calki D
Nastgpnie liczymy przyrosty wogdlnionych sit i odksztalcen

02 . 4Q=Q-Q,, 4g=D]'4Q.

(*) Dalej pomijamy indeks 1 rozumiejac, 7 wszystkie rozwazania odnosza sig do przekroju 1
© wspdlrzednej &,.
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Kolejnym krokiem jest obliczenie przyrostéw naprezen i intensywnoéci
D.3) A8 =(detz, A By, sj=5(+48 -5, .

Obliczenie intensywnoéci s =s; (8], + A5} pozwala (na podstawie zanku 4s})
okreslié typ procesu, a ponadto sprawdzi¢ czy nie przekracza sig punktu zalamania
wykresu & (¢) z rys. 4. Mozliwe przypadki pokazano na rys. 11, przy czym za-
kres sprezysty odpowiada przypadkowi 2.

Rys. 11

W kolejnych warstwach r mogg zachodzi¢ rézne przypadki. Dlatego dalsze obli-
czenia polegajy na podzieleniu przyrostu 4Q na ezedel odpowiadajgce osiaganiu
s5. Wtym celu oblicza sie najpierw wspdlezynnik o, odpowiadajgcy proporcjonalnemu
wzrostoWl As7, jeli Asi>0 (przypadki 1'1 2 na rys. 11). Wspolczynnik ten jest

niedjemnym pierwmsfklem ¢, TOWnania (pomini¢to gérne indeksy r):
D4 A5t o, [(2431 As s+ (ZAS‘2 4 1) 8251 — (s s2—5,)=0,
A.s*[. = A5 — As, Asy+ 453,

gdzie przyjeto s,=s* dla s '<s,<s) w nawigzaniu do wykr'és'u' o (g) na rys. 4
Wspdlezynnik o« dla calego przekroju wynosi

{D.5) g=min {min «,, 1},
gdzie B '
' 420 2(D.4Y, jesi &30,
(D.6) L S s
o s e e Jeslhe . <0

Jefli w1, 10 poprawm 31§ zb:or (D 1) Zaznaczamy‘to symbohczme
q +@Aq—>qh 5 '
Q,FEdQ-Qyy
(D7) S=g fods's, .
T sy, da Ag>0,
BB, .

i obliczenia powhrza sig od (D.2} az do osmgchm oa=1,
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Jedli a=1 wychodzi po pierwszym kroku iteracyjnym, to obliczenia powtarza sie
co najmaiej jeden raz, aby przyrosty Ag byly obliczone na podstawie poprawnych
sztywnosci (taki przypdek moZe np. zachodzié przy pelnym lokaluym odciazeniu
przekroju). :

Po zakonezeniu iteracji oblicza si¢ zbiér {W} o skladowych jak w (3.7) i w razie
potrzeby przy liczeniu symetrycznych form poprawia sig {I7}* wedlug (3.12).
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Pesrome

VCTOMUBOCTh HVIMHAPHYECKON YIIPYFOUIACTUYMECKOH TAHENW TP
BHEMHEM JIABJEHUK

B pafote paccMATPUBAETCA HOOBGACHAS JUTMHHON THIHHADPMYECKON Nanenu MIOOBEPTHYTOH
LSHCTBEIO BHEMHETO Kapseuus, TIPHEAT yupyro-OAacTEYeCKHE MATEpHan ¢ MHOTOKpaTHEIE -
HCHHBIM M30TPONBBIM YIPOUHEHMeM. PACYSTLL DpOBEACHLL AIA o6Gnacrd mManwx medopMaimii,
HO GoARWHX NPpeMeLeHUN, VICCIea0Banbl TAKUS ABASHESA, KAk TOTENI YCTOMYMBOCTE THIA CKAYKA
M npojonbHabli u3THO Tena Gudypxauwmu., B paborTe omupawTca HA METON HEnoCpenCTBERACEO
HHTErpupoBanud (IIpATiena), ANTOpUTM OCHOBAH HA BEPCHMHM B IPHPOCTAX, MPHYSM PACYETEI OpO-
JQIKANHCE BIJIOTH K IOCTHMEHAIO TTOTEPH YCTOMIHBOCTH, 3HAYCHHS JABICHES OudypraluE pacced--
TAHO UTEPAIMOHBLIM OCpPA3OM IyTeM BO3MYIHEHHS CHMMETDHUHOTO COCTOMHMSE, Kak 4HCAOBOH
npAMep AAt0TCA PACYETH JUS TMARENH ¢ 3aKPEIeHHBIMY KPOMEKA N,
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SUMMARY

STABILITY OF AN ELASTIC-PLASTIC CYLINDRICAL PANEL UNDER EXTERNAL
PRESSURE

A long cylindrical panel is subjected to external pressurve. The material is assumed to be elasfic-
-plastic with multiple linear isotropic strain-hardening. The calculations are performed under the
.assumption of small strains but large displacements. Such phenomena as snap-through type stability
loss and bifurcation type buckling are considered, The method of direct numerical integration is
msed. The algorithm applied is based on the incremental version, the computations being continued
up to the stabifity loss. The value of the bifurcation pressure is found by the method of iteration,
by perturbing the symmetric state. A numerical example concerning a panel with clamped edges
4is given. s
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