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NOWA METODA BADANIA PRAW PLYNIECIA OSRODKOW SYPKICH

WIESEAW TRAMPCZYNSKI (WARSZAWA)*)

Mimo iz rozwiazania statyczne, oparte na (eorii plastycznodci i sziywno idealnie plastycznym
modelu oSredka, w mechanice gruntow sa juZ zagadnieniami klasyczaymi, problem wiasciwego
wyboru zwigzkow fizycznych migdzy predkociami odksztalcen a naprezeniami pozostaje otwarty.
W przewazajacej liczbie badanr deswiadezalnych, wyboru, dia danege oérodha, wlasciwego prawa
plyniccia dokonywano pordwnujac rozwiazania teoretyczne z wynikami dodwiadezen w plaskim
stanie odksztaleenia. Tarcie ofrodka o szyby pojemnika, kidrego nie uwzelednia sie w rozwigzaniu,
sprawia, ze uzyskiwane wyniki obarczone sa pewnym bledem. W pracy przedstawiono nowg metodg
badania praw plynigcia o$rodkédw,sypkich, w ktdrej nie wystepuje w/w efekt. Opiera sig ona na roz-
wigzaniu teoretyeznym zagadsienia naporu idealnie gladkiej sciany wzdhui pochylej skarpy. Mimo
e zagadnienie jest irojwymiarowe proponowane rozwigzanie jest statycznie wyznaczalne i moze byd
uzyskane analitycznie. Badania do$wiadezalne przeprowadzore dla suchego piasku potwierdzaja
przydatnosé proponowanej metody,

1. WsTEP

Rozwigzania statyczne oparte na teorii plastycznodei i sztywno idealnie plstycznym
modelu ofrodka, w mechanice gruntéw sg juZ zagadnieniami klasyczmymi, posia-
dajacymi szerokq bteraturg [1,2 i 3]. Natomiast problem wlasciwego wyborn
zwigzkow fizycznych migdzy predkosciami odksztalcen a naprezeniami pozostaje
do dzi$ otwarty, Znanych jest szereg propozycji opisu plastycznego pola predkosci
[4,5,6 i 7); z ktérych kazda budzi watpliwoéci spowodowane niewystarczajaca
liczba danych doswiadezalnych.

Mozliwos¢ szerokiego zastosowania metod teorii plastycznodci (dzieki rozwojowi
techniki obliczeniowej jak i samej teorii plastycznosei) w mechanice proceséw ura-
biania gruntéw sprawia, i7 prawidlowy dobér prawa plyniecia ma dosé istotne zna-
czenie. Moze on prowadzi¢ do ulepszenia opisu tych proceséw oraz wlasciwszego
uksztaltowania narzedzi,

Do najczedeiej stosowanych praw plynigeia mozemy zaliczyé propozycje DRUCKE-
RA 1 PRAGERA [4], JENIKE | SHIELDA [5] oraz niestowarzyszome prawo plyniecia
w postaci stosowanej przez RADENKOVICA [8].

Jak dotad, wyboru wiasciwego dla danego osrodka prawa dokonano na pod-
stawie rozwiazafi w praskim stanie odksztalcenia ofrodka. Wymagalo to urzadzed
pozwalajacych na realizacje plaskiego stamu odksztalcenia 9], a w wielu przypad-

(*) Praca wykonana w ramach problemu wezlowego 05.12. ,,Wytrzymalos¢ i optymalizacja
konstrukgji maszynowych i budowlanych”, koordynowanego przez lustytut Podstawowych Pro-
blemoéw Technilki PAN.
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kéch korzystania z obliczefi numerycznych. Poza tym obserwacje do§wiadczalne
obarczone byly bledem wynikajacym z niemoznosci uwzglednienia tarcia oSrodka
o §ciany pojemnika w czasie realizacji wspomnianego stanu odksztalcenia.

W pracy przedstawiono prosta metode wyboru wiadciwego prawa plynigcia dla
oérodka idealnie sypkiego oraz jej weryfikacje doéwiadczalna.
LiTE oI e 0 ’ e :

2. STATYKA 1 KINEMATYRKA PROCESU

Wyznaczmy stari napreZenla oraz kinematyke oSrodka wywolane przesuwanieny
ptaskiej §ciany na pochylej skarpie (rys. 11 2). Masyw ofrodka ograniczony jest
~ nieobcigzona plaszezyzha xz tworzaca z poziomem (plaszczyzna xz*) kat J, nato~
miast plaszezyzna zy ’oraz’"piasz‘gz;fz}ia Sciatiy mapierajacej sa plonowe.

Rys. 1
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Jak wiadomo, w ogélnym przestrzennym zagadnieniu tuchu gruntn nalezy
wyznaczyé dziewigé niewiadomych: szeé¢ skladowych tensora napr¢zenia o i »rzy
sktadowe wektora predkoséei v, Uktad réwnan skfada sig z trzech téwnafi réwnowagt

2.1 oo

( . ) axj 4

7z warunku stann graﬁicznego

(2.2) Flo)=0

oraz szefciu zalezno$ei migdzy skladowymi wektora predkodci v; 1 tensora napre--
Zenia oyl

23 1 (591+5W,f)_ oG

( ' ) ' ’ 2 an 3x1 B BO‘U'

W celu rozwiazania zagadnienia przyjmujemy nastepujace zaloZenia: a) spel-
niony jest postulat peej plastycznosci Haara i Kérmana w postaci o, =0,20;;.
b) nie ma tarcia pomigdzy ofrodkiem a Sciana (#=0, co w efekcie daje
Tyy =Ty =0); €) stan napreZenia jest niezalezny od wspdirzednej z {(zatoZenie to
ma takie same uzasadnienie jak w klasyczaym przypadku ruchu céwnoleglego.
po skarpie [2]). Te zaloZenia pozwalaja na rozdzielenie prredstawionego ukiado
i rozwigzanie najpierw zagadnienia statycznego a potem zagadnienia kinematyki
rozpatrywanego procesu.

2.1. Zagadnienia Statyczne‘

Réwnania réwanowagi

T, Ty, 9+ T, =0
(2.4) Tiy, x+ Oy, y+ Tyz, s =7 COST ,
Tyz, y+ Tz, y+- Tz, = V25108
Po uwzglednieniu zatoZed upraszczajacych przyjmuja postaé
(2.5) , 0.,x=0, 6,,=yc0sd, T, ,=ysind,
skad po scatkowaniu ofrzymujemy

(2.6) C o Dy=7PRC0sd, Ty=7pysingd.

Pozostale sktadowe stanu napreZenia o, i 0, wyznaczamy z warvnku stanu gra-
nicznego Coulomba-Molira dla odrodka bez kohezji oraz z postulatu pelnej pla-
stycznodei, Ukdad rownail przyjmuje postad

gy —03=(0, +063)sinp,
@7 1—03=(0, [ 03)slnp

O3 =0,=0x.
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Podstawiajge funkcje (rys. 3)
7,40, Gy—0, \>

_* +]/( > ) + 2,

0= 7
(2.8) . e
' o,+a, ay—o; \*
T3, T 3 +7,,

do warunku plastyczaoéel, uzyskujemy

2 —_—]. T:J, = (6y+0;)sinp,

2.9
2.9) :
a stad
cosd (1-+sin?p)+2 Jcos?o sin? p—sin? Scos? p
(2 10) T, =Py 2 : 3
cos?p
T
S
P Zoc S &
G G=G3=Gy
%
et Gz
Rys. 3
Wstawiajac do réwnafi (2.8) uzyskana warto$é o, i wiedzge 7Ze o, =0,=0,,
znajdujemy , .
Vcos? d sin? p—sin* dcos? p
(211 o,=yylcosd+ > +
cos? p
of {-cos §sin? p+1 cos? § sin 6 — sin? dcos?p \ % Ll
+ —— : +sin?y.
cos? p -
Kierunki gtdwne 2 i 3 tensora naprezenia
S g, 0 0 .
=0 o, 1,

0 7, o,
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tworza z osiami y oraz z (rys. 4) kat o, ktéry mozemy wyznaczyé poshigujac sig
konstrukcjg kot Mohra (rys. 3):
2z, 1 sind cosé P

2.12) a=—_arctg———= E*arctg

—

cosdsin? p+ 1 cos? 6sin® p—sin® & cosip

! x

Rys. 4

Postqujqc w analogiczny sposéb mozna Wyzmczyé stan napreZenia dla orodka
opisanego warunkiem plastycznosm Coulomba-Molira ze $pdjnoécia 1 warunkiem
Tresk1

2.2, Zagadnienia kinematyczne

W pracy rozpatrzono kinematyke ruchu osrodka na pochylej skarpie dla trzech
praw fizycznych: Druckera i Pragera, Jenike i Shielda oraz niestowarzyszonego
prawa plynigcia w postaci stosowanej przez D. Radenkovifa.

Pierwsze z nich jest vogélnieniem na odrodki rozdrobnione potencjalnego prawa
plynigcia dla metali stowarzyszonego z warunkiem plastycznoéei w postaci:

aF

2.13 .
(2.13) =,

Odypowiada to zalozeniu wspélosiowoécl kierunkdéw giéwnych tensoréw &, 1 oy
oraz ortogonalno§ci wektora predkodei odksztalcenia plastycznego {odlozonego
odpowiednio w przestrzeni naprezen) do powierzehni piastycznoscx Wihasno§é ta
pozwala na sformutowanie twierdzen ekstremalnych (por. np. [10]).

Prawo Jenike i Shielda jest niestowarzyszonym z warunkiem plastycznodci
potencjaloym prawem plyniecia. Za potencjal przyje¢to warunek plastycznosci
Treski, co jest réwnoznaczne z zaloZzeniem wspélosiowosei kierunkow giéwnych
tensoréw &; i o; oraz z zaloZeniem niescisliwosci materialu. D. Radenkovid
stosowal miestowarzyszone prawo plynigcia, w ktérym potencjal dla predkosci
odksztalceri jest zwigzany z warunkiem plastycznofei Coulomba-Mohra o innych
stalych materiafowych niz w przypadku rozwigzania statyczuego:

2.14) Glo)=0,—0a;—(0;+0;)sinp*—~2ccosp*
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.-:'.:'ZO'dpowiada to zaloZeniu wspolosiowoéci kierunkow gléwnych ‘tensordw &; i o,y
" oraz ortogonalnodci wektora predkosci odksztatcenia plastycznego do nowej po-~
‘wierzehni plastycznosci,
.+ Jak wiadomo, mimo wprowadzenia dodatkowego réwnania, ktérym jest postulat.
pelnéj plastyczno$ s, uklad réwnai (2.13-(2.3) nie jest nadokreflony, poniewas:
stanom naprezenia odpowiadajgecym  punktows poloZzooym na krawgdziach po-
wierzchni standw granicznych towarzyszy pewna swoboda orientacji wektora.
reprezentujgcego predkodé odksztatcenia. Dla takich standw napeezenia formulujemy
w rozpatrywanym zagadnieniu trzy réwnania.

Pierwsze z nich odnosi sig do kazdego ze wspommianych praw plyniecia i wynika
z warunku pokrywania si¢ kierunkdw gléwnych tensoréw naprezenia i predkosdei
odksztafcenia: '

(2.15) bt

g,—8, o,—0,

Drugie réwnanie jest konsekwencjg przyjecia warunku Haara i Kdrména i ma.
postaé

(2.16) b=y =Es .

Postaé trzeciego réwnania dla predkofci jest zalezna od przyjecia prawa plynigeia.

W przypadku propozycii Druckera i Pragera wektor przyrostu odksztalcenia.
w punkcie, ktérego stan naprezenia okre$lono w p. 2.1, mozZe przyjmowaé dowolne
kierunki {(w plaszezyZnie prostopadlej do powierzchni plastyeznodci) zawarie po-
migdzy Kkierunkiem normalnym do $ciany o réwnaniu

(2:17) : © g,—03=(0,-+03)sinp

a normalnym do Sciany o Téwnaniu o .

-(2.18) : : az—az;z(az+a3)sinpa

Wektor ten moZe wiee zmieniaé poloZenie: od polofenia

(2.19) g =A(1—sinp);, £,=0, é&3=—A(1+sing)
do potozenia .

(2.20) - o 6=0, é=A(d-sinp), &=-A(l4sinp).

Wprowadzajac paran:ietr X zaleZny. od czasu i miejsca, wzorom (2.19) i (2.20»
mozemy nada¢ posta¢é _ '
| bi=dz(l-sinp),

(2.21)-.', : o b=A(1=x) (1-sinp),

R . : Cdy==—A(l+sing),

skadpo eliini]iacji_ A1 x otrzymujemy: 7

2 T (Byddg) (1 sinip) 65 (I'—sin p) =0,

o '_..R_éw.nania (2.15), (2.16) 1 (2.22) tworza -ukiad réwnan dla predkosei.
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Wryrazajac gléwne predkosci odksztalcenia w skladowym tensora predkosei

odksztalcenia
8, —& g —&\?
él éz, éx 22 z ]/( 2 y) +éz2y ]

b, -5\
&3 = 2 - 2 +6zy.

-ovaz korzystajac ze wzorow

£2.23)

: 1
‘{2.24) éij= _7(

v, an)

dx; dx;

dla tensora malych odksztalcen, ukladowi temu mozemy nadaé postaé

) av,\* [V, \R\ eV, &V, ) ,
2(1—sin? p) P + o +8z 2 (54 6sinp+Ssin? p) +

(BV’+3V’")21 3sin p)? =0
2y 5 {(1+3sinp)*=0,
(2.25
@25) aVeraVy_ (aV,. aV,)
dy ez °T\ay bz |
(@Vx)2 3Vx(3Vz ai/;,) v, av, (E}Vz 8V,,)2H
x| ax \a: oyl @ dy \ayp oz )

W przypadku prawa plynigcia stosowanego przez D. Radenkovita, postgpujac
-podobnie jak poprzednio, uzyskamy uklad réwnaid dla predkosci roznigey sie od
{2.25) jedynie tym, Ze zamiast p wystgpuje p* (0 <p® <p).

Dla prawa plynigcia Jenike i Shielda trzecim réwnaniem dla predkosel jest waru-
nek niecidliwosei ofrodka w postact

42.26) B+ é46,=0.

Dokonujac przeksziateenia analogicznego jak poprzednio, uzyskujemy uklad réwnan
dla predkodci w postaci

2(31/2)2_[_ (BVz aV,,)+2(aVy)2+(aV,+BV,,)Z 0
S\ oz = 3y 8y gy oz | °

av, aV,)

BVZ%&V,, ) (

ay az = tglu ay oz
(31@)2 an(aVz_I_BV,,) av, av, (3V2+8Vy)2 o
dx ox \dz  dy] oz &y ay oz | T

42.27)

Rozpatrzmy element ofrodka obcigZonego naprezeniami gldwnymi o, o1, 03,
przy czym ¢y=06,>05. Przez kazdy jego punkt przechodzi nieskoficeznie wiele
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:.:'.plész'ézyzn {ciecia mdachylonych do kierunku mnajmniejszego napreZenia gidwnego
&5 pod katem {=m/d+p*/2 (ys. 5), gdzie p* =p dla stowarzyszonego prawa ply-.

e . piecia, p* =0 dla niestowarzyszonego prawa i 0 <p*<p dla warunku Radenkovita.

Rys, §

Funkcja okredlajgea elementarny typ ruchu osrodka jako sztywnego bloku
(V,=const, V,=const, I,=const) wzdluz tej z plaszezyzn nachylonych pod katem {
do kierunku giéwnego 3, kidra jednoczesnie przechodzi przez krawedZz AB §ciany
napierajacej (rys. 2), jest jednym z kinematycznie dopuszezalnych rozwiazan, spel-
uiajacych réwnarnia (2.25) 1 (2.27) oraz kinematyczne warunki brzegowe.

5. DOSWIADCZENIA

Badania do$wiadczalpe przeprowadzono dla oérodka idealnie sypkiego, ktérym
byt suchy piasek, przy czym p=37" i y=0,00157 [kG/cm?®]. W tablicy 1 podano
skrécong analize sitowa tego materiafu.

Droga prostych przeksztalcefi geometrycznyeh {rys. 6 i 7), znajac polozente
krawedzi AR (rys. 2), kat § oraz dla {=n/d+p*/2, znajdujemy z rozwigzania teo-
retycznego kat #:

teé t
Q’:a;‘ctgg—, B =arctg

sin g cosd’
sin ftg{ - tgd
3.1 Q=arclyg — ot —oarctg e
G.1) arclg sin B’ sind ’ f=ot+f=atarctg cosd”’
~sinfi'sind
i =arclg cos Blat

O'lncreéliwszy doswiadczalnie kat », mozemy wyznaczyé dla danego osrodka kat p*,
a‘tym samym- znalezé wiaSciwe prawo plynigcia. - :
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Stanowisko badawcze zostalo skonstruowane zgodnie ze schematem prrzedsta-
wionym na rys. 2. Plaska $ciang zaglebiano w oérodku usypanym w ksztalcie pochylej
skarpy, a nastepnie przesuwano jg obserwujac jednoczesnie powierzehnie swobodna
materiafu. Zalozenie, Ze nie ma farcia pomiedzy oérodkiem a $ciang napma]qcag,
zrealizowano umieszczajac ja na swobednych kul-
kach (rys. 8), ktére umozliwily dowolny ruch
Sciany w plaszezyZnie zy (rys. 2). Pomiar kata # Sreduica Ziar.en Udgzial
odbywal sie przez fotografowanic z gdry powierz- [mum] (%]
chni xz ofrodka w czasie procesu przy dlugim N

. .. . . od-1,8 do 1,2 12,3

~ c¢zasle ekspozyql (rys. 9). W doswiadczeniu zasto- od 1.2 do 0.6 82.1
sowano ruch odwrdcomy, tzn. przesuwat si¢ 0fro- 54 0'6 do G 5.6
dek, natomiast §ciana miata swobode ruchu jedynie
w plaszezyznie zy. Wyraznie widoczana na rys. 9 linia, wzdtuz ktdrej czasteczki
ofrodka zmtemajq kierunck ruchu, jest §ladem plaszezyzny Scigcia na plaszczyzme
xz (rys. 2).

Badania do$wiadczalne wykonano dla poziomej krawedzi AB oraz szelciu
wielkoci kata § (10°, 12,5%, 15°, 17,5°, 20°, 22,5%). '

Ta bli_ca 1

Rys. &




Rys. 7

8

Rys.

[32]
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Rozprawy Inzynierskie — 3

0 5 0 B 2
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o Nyrys 10 linig gruba przerywana zaznaczono wyniki .ekspggyfnentaiﬁe, :_'li'n:i-il
‘ciagla pokazano wyniki uzyskane z rozwiazania teoretycznégo  przy zastosowarniu
'stb'\ﬁérzyszonego (p*¥37°) i niestowarzyszomego (p*=1{) prawa piynigcia, nato-
miast linig przerywana cienka przedstawiono rezultaty przy zasfq‘soWa_hiu"W’ﬂ'_r:u_ﬁ_ku
Radenkovida dla p*=23°, S

4, WNIOSKI i
Jdk wida¢, w zakresic katéw nachylenia skarpy ¢=10°— 1’!° kiﬁémaf)/l(é ba-
danego ofrodka opisuje niestowarzyszone prawo plynigeia, w _ktc'irym_zg potencjat
plastyczny przyjmuje si¢ funkcje e BRI U &

G(o;)=0,—0;— (o, +0,)sinp*,

gdzie p*=23°. Rozbiezno§é dla wiekszych katoéw & moze wynikaé ze zblizeniz
do kata naturalnego, usypii-oérodka, ¢o ‘powoduje zaburzenia W;'pfiéﬁifbwadiéﬁyh
doswiadczeniu. : ; S
Przedstawiony sposob deformacji moze stuzy¢ do okfe§lania p*, co umozliwia

dobér wlagciwego prawa plynigeia dla danego oérodka.

Przedstawiona metoda badania praw plynigeia ofrodkow idealnie sypkich jest
jednoczeénie bardzo prosta inie wymaga skomplikowanych urzadzen ani tez trudnych
obliczen.
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Pesome

HOBBIF METOH HCCHEAOBAHWUA 3AKOHOB TEUEHNIA ChIOTYYHX CPE]]

HetMOTPA Ha, TO, YTO CTATHYECKHE DELIEHHH, ONMPAIONTAECH Ha TEOPHIC HIACTAIROCTH H Ha
WECTRO HACANBHO IHACTHYECKYIO MOJENb CPEMbl, B MEXaHUKE TPYHTOB SBIEOTCA YIKE KIACCH-
NECKEME 32[A4AMA BOLPOC HAMIEAAIIEro BEGopa (UIHICCKHX COOTHOIICHIH MY CKOPOCTAMM
FledopMarmil 1 HAOpMECHAAME OCTAETCA OTKPHITEM, B OpeHMyIeCTBSHHOM KOIMICCTRE SRCACPH~
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MENTaJBHBIX HCCHeTOBaRHM BEIGOD, INA HAFHOM cpefbl, EAANGKAINCIO 3aKOHA TEICHAA INON3-
BOOAETCA CpapHHABAA TEOPETEICCKUE DeIIeHHs C DEe3yNbTATAME DSKCOCPUMEHTOR B HIIOCKOM Te-
(popmManHONHOM cocTosHEE, Tpense CpefEl O CTOKNA KORTEHHepd, KOTOPOe He YYHTLIBACTCA B pe-
IHCHAN, TPHBOIHT K TOMY, YTO IOIYYACMBIC PCIYILTATHL OOPEMCHCHEI HCKOTODOH OwHOKOM,
B pafoTe npemcTABICH HOBSI MOTOM MCCHGHOBANES 3aKOROB TCUCHES CEIRYMMX CPEfl, B KOTODOM
HE BLICTYITACT BLULSYIOMSHYTHIH 3ddext. OmupaeTcs OH Ha TSOPSTHYCCKOM PCHICHHM 3amaty
BANOPA HACANLHO THAAKOH CTeHKM BNOJB HAKIOHHOTO OTkoca. HecMoTps Ha TO, 4TO 337344
ABJIAETCHA TPEXMEDHOH IIPENNOKEHHOES DeHICHHe CTATHYECKH ONpelSNHMOe M MOXeT OBITh IOIy-
YEHO AHAMHTHYECKH. JKCIepHMEHTANBHEIE MCCHCHOBAHAT HPOBEACHHBE OHS CYXOTO HECKA MmOHT-
THEPACAAOT TIPHIOAHOCTE IPSIJIHKSHHOTO MeTona.

SUMMARY

A NEW METHOD OF VERIFICATION OF FLOW RULES FOR GRANULAR MEDIA

In the experimental verification of the perfectly plastic flow rules for granular materials, plane-
-strain boundary value problems are ofien realised. The friction occuring along the side-walls of
the containers inflizences, however, the kinematics, and thus makes the conclusions on the validity
of a flow rule questionable. In the paper a new method is suggested in which friction effects are
disregarded. The method is based on a theoretical solution of a frictionless retaining wall problem
for plane slope, when the wall is pushed perpendiculary to the slope. Although the problem is th_.rcé»
dimensional, proposed solution is statically determinate and can be solved analytically. The expe-
riments carried out on sand confirmed the applicability of the method suggested.

POLSEA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
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