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METODA PERTURBACYINA W ZASTOSOWANIU DO POWLOK
- Z LOSOWYMI ODCHYLENIAMI GEOMETRYCZNYMI

MIROSLAW SKOWR ONEK (GDANSK)

‘ Praca zawijera podstawowe WZOTY llanej teorii cu:nk:ch powiok 4 Iosowym: parametraml
geometrycznymi, Stosujac zmodyfikowany metode perturbacyjnq ofrzymano odpowiednie ZW]ELZ]{[
geometryczne, statyczne I fizyerne dia zerowego i pierwszego przyblizenia.

- Otrzymane wzory zweryfikowano na drodze mlmeryczncj w przypadku powloki sferyoznej
-0 matlej wynioslosci. : : :

1. Wstgp '

Wystqpowame ré2nic geometrycznych Iquzy konstrukch prolektowanac ide-
alng a jej realizacja w procesie technologicznym jest zjawiskiem w pewnym sensie
obiektywnym. Jednym z zadan cyklu technologicznego tworzenia konstrukcji jest
Tniedzy innymi minimalizacja tych odchylent geometrycznych., Problem jest szczegol-
nie istotny w konstrukcjach powiokowych Z racji ich znacznie mhiejszej sztywnoécei
w kierunku normalnym do powierzehni $rodkowej— w stosunku do sztywnosci
w plaszezyZnie stycznej do tejle powaerzchm

W zagadnieniu “statecznofci powlok =z uwzglgdmemem deterministycznych
zmian parametréw geometryeznych za podstawowe przyjmuje si¢ prace FLUGGEGO
[13], Bororiva [5] i KorTera [14]. Ogdlng konsekwencja wynikajaca z uwzgled-
nienia wstepnych odchyled geometrycznych w problemie statecznosci powlok jest
znaczna redukcja obciazenia krytycznego w stosunku do powlok o idealnej geo-
metrii. Potwierdzeniem tego faktu moga by6 migdzy innymi wyniki prac HIRoYUKI
112], TUrRULI [19] Freskakisa [11], ArBocza [2], TaLasumisa [17] i innych.

Wobec pewnej nieokre§lonodci iloéciowej wystgpujacej w odchylemach geo-
metrycznych oraz ich losowego charakteru odnosnie ksztattu — bardziej realistyczay
-opis problemu uzyskuje sig traktujac wstepne imperfekeje jako pola losowe o okreé-
lonych charakterystykach. Formalnie losowe zmiany ksztaltu nalezaloby zdefinio-
waé jako wektorowe pola losowe; jednakze w zakresie stosowalnoéci liniowej teorii
cienkich powlok izotropowych przyjecie skalarnego pola wstepnych odchylest nor-
malnych do powierzchni $rodkowej jest catkowicie wystarczajace. Sposrod wieln
prac z tego zakresu wymienié mozna kilka charakterystycznych: 1) AmaziGo [3]
‘traktujacg o- zastosowaniu metody hierarchicznej dla belki na losowo zmiennym
:podiozn oraz dla diugiej powloki cylindrycznej z obrotowo symetryczaymi losowymi
wodehyleniami geometrycznymi. Dla odchyledi stacjonarnych otrzymano formuty dla
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obcigzenia krytycznego zalezne od gestodci widmowej odchyleds geometrycznych.
2) VAN SLOOTENA i SoONGA [20], gdzie dla nieskoficzenie dlugiej powloki cylin-
drycznej osiowo §ciskanej z losowymi imperfekcjami geometrycznymi do wyzna-
czenia obcigzenia krytycznego zastosowano metodg perturbacyjna do réwnania
von Kérmana-Donnella. 3) Bororiea [5] zawierajacg m.in. rownania podstawowe
powloki matowyniostej dla zerowego i pierwszego prZythema —— Otrzymane przez
zastosowanie rozwnnema wzglgdem maiego parametru do drug[cgo podstawowego
tensora powierzchni §rodkowej. Z zakresu statycznej pracy konstrukcji powloko-
wych AL-DABBAGHA i GUPTA [1] oraz CroLra [10] analizujg awaryjny przypadek
lokalnego wplywu imperfekeji geometrycznych w_wiezowej chiodni hiperbo-
liczne;. ' .

w pracach tych dla kilku postaci deterministycznych imperfekcji otrzymano
znaczny wzrost momentéw poludmkowych oraz sit rownolezmkowych w stosunku
do wynikéw powloki idealnej. Zastosowame mctody ma}ego parametru do powioki
sferycznej malowynioslej z losowymi -zmianami ksztattu: podano w pracy [8]; do-
konujac aproksymacji dla funkcji zespolonej w réwnaniu zagadnienia. - :

W niniejszym opracowaniu zastosowano konsckwentne rozwinigcie wzgledem
malego parametru przy formulowaniu odpowiednich zaleznoSci geometrycznych,
statycznych i fizycznych w granicach stosowalnosci liniowej teorii powlok Kirch-
hoﬁ'a—Love az uwzgl@dmemem wstgpnych maiych odchylen geometrycznych 0 Io—
sowym charakterzc

W stosunku do pracy [8} w nmlcjszym opracowanm anahza powlok; sferyczncj -

ze zmianami geomctryc7nym1 _}est konsckwentnym zastosowamem wyprowadzo-
nych ogolnych za[cznosm dla zerowego i picrwszego przybhzema Proponowana
modyfikacja metody perturbacyjnej poiega na zastosowaniu rovwmzf;ma wzgledem
matego parametru w stosunku do rcprezentacgl Jak tez polibaz 0dpow1edn1c:h pol
tensorowych. Fakt ten jest szczegolme 1stotny w zagadmemu stochastycznle nie-
lunowym gdyz umozlina otrzymani¢ tensoréw sit wewnqtrznych oraz wektora
przemieszezenia w bazie ‘wektoréw determmlstycznych okresionych dIa ksztattu
idealnégo powierzchni srodkowej Za podstawg rozwazan przngto lunowac teorig
cienkich powlok wg Kmtera~Sandersa 14 i 153

Kosicowe zaleznodei geometryczne statyczne 1 ﬁzyczne dla zerowego i pxcrw-
szego przyblizenia mogs stanowi¢ podstawe do utworzenia algorytmu numerycz-
nego umozhma_]qcego ‘wyznaczanie charaktcrystyk losowych sit wewnetrznych

i przemieszezen w cienkich powiokach zZ ma}ymi losowymi zinianami geometrycz— )

uynn [}6]
2. POBSTAWOWE' ZALEZNOSCI GEOMETRYCZNE -

Ze wzglgdow formalnych rozpatruje si¢ nast@pujacce konﬁguraq;e 1) By, zwana
dalej idealng lub odniesienia, w ktérej znajduje si¢ powloka o powierzchni srodkowej
: 43 :2) poczatkowa B, ktdrej odpowiada powierzchnia .5 powstala z natoZenia na So
- losowego pola odchylck w (0%, 07); 3) koficowa B, w. ktdrej znajduje sig powloka
1'~.0 powierzchni § w Wymku. dziatania obc1qzcn1a Zewnglrznego.
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Przyjgto parametryzacje powierzchni $rodkowych konwekeyjrnym krzywolinio-
wym ukladem {9"‘} Stosuiac - opis Lagrange’a za-powierzchnie odniesienia przy-
jetego Sg. . y

R]}s. 1. Konfiguracja powioki

. _l_’odstaw'owe_wielkoéci_geometryczne dla powierzchni 5 majg postaé nhstqpujqcac:
I=Ty+eway,.

ﬁ¢=a -i-eaa; a,',-——wb a;+w, aa,

ap_..aw-zewb,ﬁ+c (w2 ,,,+w,, ly,,,), .

axa(l—2ewh}), <y __ba bag, |
q”"éaﬁ"-s-%livb#;’——dgz w2 9P P b, bi,
gﬂza“-i—sla“, a:“myb’" a,+wl*a;,

@D

~

— _ .
a, -——]/—- [(1—ewh}-+8%w? K)ag—ea® (W ,+6% €, €™ W, b wl,

A3/ 8;—EW, o A%,

p K .
by =‘l/; {b 5+8 [Wlag—w (Byp B+ Cop)] -+ 8% [W? (Kbaﬂ+bj B bsl,)-[-
Cobwew B A TS B ) w b= (W Byt
+wﬂb")]+83w[Kw (W,ap—Weig)— 5 Wy b‘s 3w, by +

. ' +w,,,b*—w b: g+ BN},
bap bup+aWlag—8WCay,
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gdzie &, dup, €apy Daps @ 52 odpowiednimi wielkodciami na powierzchni S,, K za$
oznacza krzywizng Gaussa. Natomiast & jest bezwymiarowym malym parametrem.

Pierwszy i drugi tensor podstawowy powierzchni S moZna na podstawie [4]
napisaé w bazic wektoréw a, nastepujaco:

gm}“" 2,@ 2R (a +s¢lt""”) (a,+ s:},)@ (3 +68y) =

(2.2) : =a? a, @ ay+aw|* a,Q as+ewlf a;Q a, =a+e§ ,
b=b" a,® a,~ (6" + eb“") (a, +8aa)® (aﬂ+aaﬂ)_

~AB™ -+ ew| ™ — ewe®) 2, ay +eb™ }f, p2,Qas+ebPw a ®@a,

Stosujac powyZsze uproszezone rozwinigcia wektoréw a, symbolem Christoffela
dla powierzchni S mozna nadaé postaé

Falﬁzrﬂ.uﬂ —&Varg— 251;}"176;: Fa‘sﬁ. >
I Ay —ery’,
Yaap =(Oap W2+ Bip Wla— Baz W)lg,

] [
Tar R '}’aJ.,B aﬂ E] *

2.3

gdzie I7); sa symbolami Christoffela na powierzchni So.

3. STAN ODKSZTALCENIA

W zakresie stosowalno$ci hipotezy K-L(Kirchhoffa-Love’a) w liniowej teorii cien-
Kkich powlok — miary odksztalcenia wg [14] mozna sprowadzi¢ do opisu na wybranej
powierzchni odniesienia. Analogicznie jak w [4] zastosowano opis deformacji po-
wloki wg Lagrange’a sprowadzajac zaleznoéci geometryczne do powierzchni ide-
alnej S,, traktujac ja jako poréwnaweza. Przyjeto ponadto iz powloka w Kkonfigu-
racji B znajduje si¢ w stanie beznapreZzeniowym. Sytuacja taka wystepuje, gdy stan
B jest koficows rzeczywista konfiguracja powloki w procesic budowy.

Dla pola przemieszezeft odniesionego do powierzchni § w postaci

ERY V=pea, 4V a;
miary odksztalcenia sq okreflone za pomoca nastgpujacych wzoréw:
Y=:A-g)=y, Q2
o=} Vaga+ Voo —Dap V*,
(3.2)
r=—B-b)=i, 2"® 2%,
K A
'ﬂﬁ=_ Vnaaa"‘" Vil[ﬂ :"'" VJ-"ﬁ b - V)_ baElB +cﬂﬂ V3 'y
gdzie Y, xsq odpowiednio tensorami odksztalcenia i zmiany krzywizny okreélonymi

w pohbazw wektoréw a, na powwrzchm S. W powyzszych zwigzkach {...)ll, oznacza
rézniczkowanie kowariantne w metryce powmrzchm S; np.

(3.3) YVers=Yes= L Vo Ve, g— Tty Vatevii” Va=Vaptevs” Vi,

A~
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A i B sy za$ podstawowymi tensorami powierzchni zdeformowanej S; tensory te
w metryce a, maja postaé

(3.9 A=4"2,Qa,, B=B*a®a,.
Przyimujac dla pola przemieszezen przyblizenie:

(3.5 ' VieVitely, 1=1,2,3

przy zastosowaniu (2.1j i (2.3) otrzymano nastgpujace przyblizone rozwinigcia dla
miar odksztalcenia wg (3.2):

Y=Y +£ll{ =(Yag +£f°‘") (a“+ssla“)® (** + ealaf)z [V +sz:aﬂ +
+ew (Puz by + 12y BD1 2°Q@ 2%+ 7,5 (W) a*Q a3 +W* 2, B %),
LRy =(rc¢ﬁ+g:c,p) (a“+sa"‘)® (a’ +£aﬂ)z frup +s;c;p + |
' F oW (e B+ 14y BIY] 2°® a‘*’+3rrmlﬁ or)f “® a+w|* a3 ® a"’)
Yap =% (Vm|p+ Vil —bag V3,
Kog=—F7]sa~Vaig b — ~Vila bi—bilg ViteaV?,
yaﬂ =3 ( wjgt Vﬂ]m) by V3+?aa Vi V3 (Wl — o W),
ar‘“‘f” =05 Va3 Vata—Bgp Vit Cag V3= Vg (wli—cl w)—
— Ve (W5 — s W)= Vi [wlip— (e} wW)lpl+ V2 [B) (Wlap—cap W)+
Fhag (812 =2 W= V305 333 4 Vi (B 73 B3 s — B0 3" +05 93],

(3.6)

1

W powyzszych wzorach y,, i x,, s3 miarami odksztalcenia dla zerowego przyblizenia
okreflonymi w metryce powierzchni idealnej S, oraz Yes i Kup dodatkowymi tensorami
odksztalcenia zaleznymi od pdl przemieszezen V’ i V‘ a rownieZ od losowego pola
odchyleit w.

Miary @dksztalcenia powloki wg (3.2) sg okreslone w stosunku do powierzchni S5

konsekwecjq tego jest brak w (3.6) wyrazéw deformacyinych pochodzgcych od
losowego pola odchyled w.

4. ROWNANIA ROWNOWAGI

-Analogicznie jak dla zaleznofci geometrycznych (2.1) oraz tensordéw odksztal- -
cenia (3.2) dokonano lineraryzacji sit wewngtrznych w opisie Lagrange’a okre§lo-
nych w metryce powierzchni §; mianowicie

kﬂ-k £ a, ® a (i +ak°‘”) {(a, +aaa) @ (ay+ saﬁ) =k a,@ a,+
+& (ic"‘" —}ybﬁ kX —whi k) a,@ ay-+ek*® [w], 2, a5+

“.1 _ : L
+wl, 23 @ ag]=k+ek,
1

i
i
"
<
2B
&
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gdzie

kb= ™, k0 mpf mef
1 i i

sg sifami wewngtrznymi odpowiednio dla zerowego i pierwszego przyblizenia od-
niesionymi do geometrii powierzehni S,. Pomijajac w niniejszym opracowaniu
obciaZenia na brzegu powloki, Téwnaniu pracy wirtualnej moZzemy nadaé postaé

(4.2) f[n5Y+mc‘>‘x] as— f pavds—o

Tensory 5"( i §u 53 w1rtualnym1 miarami odksztalcenia, ktére: wyznaczamy dla

w1rtualnego po]a przemieszezen 5V z¢ wzorow (3.6).
Wektor obciaZenia zewngtrznego P mozna przekszta}cxc nastepujaco:

{4.3) p=p” 9q+ggw(p +sp,_) (a¢+aga)+(p+sp1) (as+en),

gdzie p*, p sq skladowymi powierzchniowego obcigzenia deterministycznego; pl, 1
oznaczaja dodatkowe sktadowe obciaZenia o charaLterze losowym a, a3 83 okres-
lone wg {2.1).

Po wykonaniu odpowiednich przeksztalcen w-(4.2) otrzymano nastgpujace
réwnania réwnowagi:

a) dla ZErowego przybllzema '
(44) (-, m“")h b” m“‘l +p* —0
’ |yt Doy 18—y m*? £ p=0,
b} dla pierwszego przybhzema

(n""B b‘“ m”“)l —b "'"|1+p —~0 :

(# 7:7 | g+ bap " ﬂ"‘cap ';"“ﬂ +p*=0,
gdzie _ TR L e e
o phm bl )|, = i R 2] (why me?)+ 2 (e wer o+
(4.6) + 26 (w7, o)+ 2 (B B ), — (B 35"+ B 7 — B i+

+5; ?.s«ﬁ)*l’WbﬂP m““|u (Wl —cf wy—[m (i —cf Wi,
pre=—2 (wh] m°“‘)|m,,—1—2w.b’J Cag =2 (wb 12| g+ 2WH5 Cop MM —
: —m* b (w|,m Cig w) m’“Ei b,hﬁ (w]*-c W)~ 4Wca1, 1 -t
”aﬂ (W|up ('a:p W) +P1

Jak wynika z (4.4) réwnania rownowagl dla zerowego przybhzema sq identyczne
2 réwnaniami dla powtoki idealnej [14], przy sprowadzeniu obciaZenia zewngtrznego
do geometrii powierzchni frodkowej S;.

~ Réwnania réwnowagi (4.5) maja identyczna strukturg operatorow rézniczkowych
z téwnaniami (4.4); obcigzenic sprowadzone pf i p* jest zalezne zaréwno od ob-
ciazenia dodatkowego pf i p, jak tez od rozwigzania z zerowego przyblizenia.
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5. ZWIAZKI FIZYCZNE

Dla cienkich powlok izotropowych tensory sit wewnetrznych okre§lone w geo-
metrii § moZna na podstawie [4 i 14] napisaé nastepujaco:
ng [(1—-» Y+ tr yx] ,
(5.1) m=B [(1—) %-+av tr if].’
D=Er{(1-v*), B=Et*12(1-v?).

Dokonujac analogicznegb rozwinigeia jak w (3.6) otrzymano

nxn+ D [(1-v) (Y +ey)+v (@a+sa) tr (x+eyd,
1 1 i 1

=

5.2 : ,
(5-2) mam+em=8 [(1-v) (x+23)+v (a+ea) - tr (k+en)].
= 1 - f 1 ~ 7

Wobec (2.2) oraz (3.6) dodatkowe tensory a2, y i » zawierajq odpowiednie skiadowe
11 1
w polibazie a,®a; jak tez w a,®@a; i 2,® a,. 7 punktu widzenia dalszego za-

stosowania istotne sa tylko skladowe w pierwszej z wyzej wymienionych polibaz.
Po dokonaniu w (5.2) niezbednych dzialas i uproszezen dla pierwszego przybli-
Zenia oraz przy wykorzystaniu (4.1) otrzymano odpowiednio nastepujacy wynik:
Rap=D [(1-v} yop+vay, i1,
Mg =B [(1 =¥} tc,5-+vetyp 15],
¢3) Mg =D [1=9) Pp-4Vagy 120 (@ug 120 82 by 1],

ey =B[(1-v) ’fa.ﬂ""f’aaﬂ rff + 20w (g 12 BP0 — By €)1,

gdzie n,, i m,, sa tensorami sit wewngtrznych dla zerowego przyblizenia, okreslo-
nymi w bazie wektoréw a* na powierzchni S, i zaleZnymi od miar odksztakeenia
zerowego przyblizenia, nag, Map oznaczajg odpowiednie sily wewnetrzne pierwszego
przybliZenia.

Dodatkowe sity wewnegtrzne Tap i m,, sa, jak wynika z powyiszych wzordw,
1

zalezne od miar odksstalcenia zerowego i pierwszego przyblizenia oraz od losowego
pola odchylen w.

6. POWLOKA O MALE] WYNIOSLOSCI, ZASTOSOWANIE METODY PERTURBACYINE]

Zastosowanie wzordw (3.6), (4.5) i (5.3) do szczegdtowej analizy powlok z loso-
wymi wstepnymi zmianami geometrycznym1 przedstawmno na przykladzie powioki
o malei wyniostosci.

Wrorujac sie cze$ciowo na pracy [22] otrzymano nastgpujgce réwnania problemu:
i ' i '
(6.1) %’Iiﬂ-’-(]”) e " Zi,p glimr =gs ?i:ﬁ"‘(?) € et Zlag ?’m' =‘1]'

Rozprawy Ingzynierskie — 3
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Picrwsze z powyiszych rownan jest klasycznym réwnaniem Hemholtza dia malo-
wyniostej powloki o idealnym ksztalcie [6, 22}; nie jest zatem przedmiotem dalszych
rozwazan, Natomiast zwigzek (6.1}, okreéla problem w ramach piérwszego przy-
blizenia przez funkcjg ‘

(6.2) Y—V3tico, =/, A=ili2(l )Lz,

" pdzie V* oznacza dodatkowe przemieszczenie normalne wg pierwszego preyblizenia,
1
& dodatkowy funkcje naprgzeti pierwszego przyblizenia zwigzang z silami n*#
{ p : 1
nastepujaca zaleznoscig:
(6.3) i = 82 @), ,— B,
1 1 -
W zaleznofci tej B jest rozwiazaniem szczegOlnym nastepujacego réwnania:
B =Pt
64) PPaD {1—v) 8 +ya™ yi—2viy (@F p* by =0yl +
N T R T L T i |
. . Wi Pl
2)0!.3 :yﬁ’ﬁi V}."i" V3 (]})iﬂﬂ ool ]y) . i
Pozostale wielkodci w (6.1) sa nastepujace: Z opistje powierzchnie §rodkowa po-
wloki Sy, ¢*# jest tensorem Ricciego ma S,
1
‘%= E [p) "?aﬁ Z[uﬁ] - IkvP,+ irce™® g;"ﬂ iB_a?Lﬂp“
i .
_'_f [(V3 ;:!;;AJl)Iotﬂ'F}f!iﬁ Va!.ua} Gh ﬂuﬁ L)
(6.5) pr=D [(1 =) y4va®’ yi—2vw (@ p*? b= b )] bop+
+B [(1—v) & +va ik 2vw (a1 by, — b7 € ag +
+2 (Ij-’bﬁ Y op+2 (b5 1)+ 1 (B wlip+ by W) =1 Wap s
Kap — V7 (B Wy 45 o) |

a«t, m™, V3 oznaczaja sity wewngtrzne i przemieszozenie normalne dlia powioki
idealnej, tzn. dla zerowego przyblizenia.

L

W Sg

Rys, 2. Powloka sleryczaa o malej wyniostosci.
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W szezegSlnym przypadku powloki sferycznej (rys. 2) réwnanie (6.1) sprowadza
sic do postaci '

VW V2 P =glet,
1 1 i
1
Vi=d?lda? +— djdn.,
(6.6)

w=er, c=ug/a,
wy=45 (3 (1—v?))2¢,
R=da%,25.
Przyjmujac losowe pole odchylek normalnych W w postaci
{6.7) w==w, {1 —:'é/az) ,
gdzie w, oznacza zmienng losows, mozemy przedstawi¢ obcigzenie dodatkowe

(6.5) przy uwzglednieniu gtéwnych skladnikéw w sposéb nastepujgoy:

: oo dpat  p ] W
4 ] ey ——/—t+t——+
?/6 [(é + IE)'IO (o’ ]/I ) Bo:g Bt 5

+

BR [2C+(24—ivB) ber o~ i (v4 ~2iB) bei «] +
(6.8)

e i
+ - * Bi (o) + ~— (ABr (&) B - Bi (:
t BR€4[ ABr (@) +B - Bi («) - (4Br(@)~B - Bi (a_)),a],
2pa® w, )

1—12 § -

k=

- Pierwszy skladnik w (6.8) jest identyczny ze skladnikiem podanym w pracy [8],
ktéry byl wyprowadzony z klasycznego zastosowania metody malego parametru.
A, B, C sa statymi calkowania rozwigzania réwnania (6.1) dla Zerowego przybli-
zenia {6]. £, (o }/7) oznacza zmodyfikowana funkcje Bessela pierwszego rodzaju
zerowego rz¢du, ber «, bei o sg funkcjami Kelvina, a pozostale wielkosci 53 na-
sigpujace:
1. d(.)
Br (w)= " J‘abel ade, {..) =

(6.9)
. — 1 vy
Bi(#)=- fo’,bei o do..

Jak wynika z oszacowania funkcji (6.8), skiadniki tam wystepujace sq wielkoSciami
tego samego rzedu i nwzglednienie tylko pierwszego skladnika jest nieuzasadnione.

Rozwigzanie réwnania (6.6) wobec (6.8) jest nastepujace:

(6.10) %’mcl+(A1+[.Bl) 10 (M }/"l—)'l‘ II/“,,
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dpat «o . ) ”
(6.11) W, = ———— = |4 ber’ a—B bei’ o« +i (4 bei’ a+Bber’ o)) —+
Bat 2 '% - = ~ 5
P W k
tigr——— o~z 12+v) [4 ber o~ B bei w—7(d bei a+

4Be* 5§ 4BRet
-+ B ber w)]+(2—v) o [4 ber' «—B bei’ a+id bei' o+
ar C-k

8 ber’ a)]}+i St ¥

gdzie Ay, By, C, oznaczajg state catkowania rozwigzania ogélnego réwnania (6.0),
¥,, catke szczegdlng réwnania (6. 6) zalezng od funkceji (6.9) i wyznaczona nume-
rycznie na komputerze.

" Sily wewngtrzne pierwszego przyblizenia wyznaczono ze wzordéw nastgpujgcych:

(6.12) 1
1
My= - Bé* [—— | +vV?m],
1 o8 t?
V3i=Re(¥), wd=Im(¥).
1 1 1 i

Po wykonaniu koniecznych przeksztalcedi sity wewngtizne i przemieszezenie nor-
malne — dla pierwszego przyblizenia — sprowadzi¢ mozaa do nastepujgee] postaci:

Wpa® o w, par| 2
N:p N-i-op (1 v)(p_l_ fp)

1" J é 4o
2pa* © wo pa
Ny = N, NP+NG¥),
1 ]
A = 4Pa 0 W() pff‘ ( )( p+Mkp)
17wy~ 1~y ’
dpa® o wp pa 1
_ k
(613) Mo=— Myt 5\ (S M),
dpa* o dpa* W ( 1 ) »
ya= 3+ — v V3
1 Bojy By 8% \l-v ('; +7%,
0 bei'a ber’ a
]I_Yr:,_ul «El 3
o oL

2—
N"="——(Abe1 o+B ber’ «)—4 ber « (4—3)+
+B (4—3v) bei -+ 4C+(1-¥)/2,
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( bei’ o

ber’ o :
beroc———oz-— —B;|bet «t ,

[¢]
613)  N,=4,

[ed.}

+v
Jf§‘=£[(4v—2)bera— )bci'oc—(4—3v)ocber’ot]+

+v ]
+B [(2—41:) bei x— ) ber’ e +(4—3v) « bei’ oc] +4C+(1-v)/2,

!

bei’ o«
]+B1[bera—(l ],

0 ber' «
M, =4, [bei w+(1—v)

i

o
+{4—3v) « bei’ oc]] -

© .y,

P= —4{(6—}—21:—31)2) bei a+Q-+1) (1 --V)

—JE[(6 +2v=-3v?) ber a+(2+v) (1—v) s (4—3v) o ber’ oc],

o i er’ o bei’ «
My=4 1vbe1cc (1- v)——--—]+B1[vbera¢+(1~—v . ],

be
Mp=_4 [bei @ (4430 =2%) = Q4v) (1=y)

o bei’ o (2+v—2v2)} —B [ber o {(d+3v—22)+

bei’ o
- +e ber’ o (2+v——2v2)} s

+Q+ﬂﬂfﬂ

= +4, ber a—B; beiw,

= A[2+v)ber w+(4—3v}aber’ a]+B [(2-+v) bei a+(4—3v) o bei' ],

iy MY o
R

kp
gdzie N?, V¥ oznaczajg bezwymiarowe skladniki zalezne od ¥, zgodnie z (6.11).
1

Tak np. dla powltoki wolnopodpartej (rys. 2) o nastepujacych warunkach brzegowych: -
(6.14) N| =0, M,; =0, V3 =0.
1

1 |r=a 1 F=a

r=a

Stale calkowanie 4,, B;, C; na podstawic (6.13) sa nastepujace:

I bei’ ¢,
=05 ["5 (A7 (o) + 1,7 (0) ("“ wo ==y “%?“) )
‘ \ i er OCQ
(6.15) ~(M7 )+ U7 (o)
W o bei’ o
By= - —L[(M (o) + M (o)) =~

~t 8 44,

ber’ a
¥ o ) (bci -y
o /1
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. i W 4 kp L ’
(615)  Ci=5 (V247 *lmsy =y ber o8y bei oo,
{ed.] ~ i i

Ag= @1 —(1=7) pafeo,
L d()

@, = ber o bei’ g —bei g bet’ oo, to=0lr=a, (-2) =—

@2 :(ber’ CV.Q)Z + (bﬁi‘ 0".0)2 .
Catkowite sity wewngtrzne T, ..., M, wyznacza sig ze WZOrOW

Trzg—'r'%dlvrs ngg}"{“ﬁi\ra,
(6.16) :
Mr’r}-{Mr‘l'ng, MQRJIMH‘I‘SMD,
o i 0 i
gdzie T, ..., M, s silami wewnetrznymi dla zerowego przyblizenia [6].
O 0
Poniewaz dla sit wewngtrznych JZ\T 3 vens JP’ , informacja o ich losowym charak-

terze jest zawarta w charakterystykach zmiennej losowej w,, przeto wartodci ocze-
kiwane (D) 1 wariancje (DD) tych sit wyznacza si¢ z nastepujacych zwigzkow:

(D>=DO+-§—I:ZO—> Dy,
DAL
(6.17) | <DD>:[~5—] KWW,

D0={T',., TG: M,., Mﬂ}:
4] L] 0 0

Dlﬂ{Nr: Nﬂ! Mr: Mﬂ}a
1 1 1 1

gdzie {Wyy i (WW) sa odpowiednio wartoscig oczekma.nq i wariancja zmiennej
losowej wy. ‘

Wzory niniejszego ro‘zdzialu zostaly zawarte w programie na komputer Odra
1204, kt6ry jest rozszerzeniem algorytmu podanego w {718}

7. PRZYKLAD

Dia powtoki sferycznej wolnopodpartej (rys. 2) wyznaczono wartoei oczekiwane
i odchylenla standardowe sil wewnctrznych, Zmienna losowa wo jest okre§lona

za pomoca nastepujgcych charakterystyk:
wartodé oczekiwana i wariancja

(7.1 (Woy=53/24, <(WW) =1362/1152;
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funkcja gestofei prawdopodobiefistwa (rys. 3)

32w, d
l—z—‘" dia Oswosg,
1.2 Wo) =
(7.2} S (wo) 16 e 5 5
35 1--2-—5- dla *gswosgﬂz-*.
[ |

4/8

Wy
1.0/8 3 &

Rys. 3. Funkcja ggstodei prawdopodobiefistwa zmiennej losowej we

& -
PLK j
AL
0 025 05 975 1 rfa \\
® o RN
gz5 ¢ 105 075 T
, \
/ IR
v N \
4
T P O)
N =
s e =R N P -é
§
¥ pat/og 12 )
g 025 as a1 10 rfa .15 L ria
T & e 05 075 T
ST Jid
2 b SENLC fE
‘:-\‘..\ R ’
PLC/ |G| B
4 ~ R I~
R / |
5 ,
mz,,‘m-? m2x10-2

Rys, 4. Zestawienie wartodci oczekiwanych sit wewngtrznych dla wolnopodpartej powloki sferyeznej.

, IT — wartoécl oczekiwane dla pierwszego [8] i drugiego [21] przyblizenia wg metody malego

parametry, R — wartosci oczekiwane wg metody zbioru realizacji {8], PLX - wartosci oczeki-
wane wg proponowanego algorytmu
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0 025 85 675 1rfe 0 az5

——

D

P
"’R/ q
T b=
o
" ’\PLK

.2 2
¥ Pﬂ%mz [pﬂ’;’a 131
0 025 85 075 1rfa 0 075 a5 a7 1 rfa
w2 o
\_41 /”W
T e L~
I —l "],
....... 0,5 __J__‘-_‘ ——— ‘e&
KR , PLK
1 1
vxpaix107f P palxig?

Rys. 5. Zestawienie odchyled standardowych sit wewnetiznych dla welnopodpartej powloki
: sferyczngj.
1, ¥ —wyniki dla pierwszego [8] i drugiego 121] przyblizenia wg MMP, R — wyniki wg MZR
{81, PLK — wyniki wedlug proponowanego algoryimu

Wyniki obliczen numerycznych wedlug proponowanego algorytmu ocznaczono
umownie na rys. 4 1 5 jako PLK (Poincaré-Lightill-Kuo [I8]) i pordwnano z wyni-
kami prac [8 i 21]. Wyniki oznaczone na rys. 4 i 5 symbolem R sa w ramach zaloZen
teorii powlok o malej wynioslodci dokladne. Wyniki oznaczone symbolami I, 1]
i PLK sg przyblizone z definicji.

Réznice migdzy ostatnimi wynikami a wynikami z symbolem R sg miarg do-
kiadnosci poszczegdlnych przyblizen. Niezaleznie od wyzej wymienionych obliczen
dla losowych imperfekcji wykonano réwniez analize powloki dla deterministycz-
itych zmian geometrycznych o strzalce d==d2. Wyniki obliczen naszego algorytmu
Tacznie z wynikami podanymi w pracach [8.i 21 przedstawiono na rys. 6.

§. Uwagl KONCOWE

W zadaniu o losowym ksztalcie (rys. 4 i 5), je$li si¢ przyjmie za poziom odnie-
sienia wyniki uzyskane metodami zbioru realizacji (wyniki R), proponowany algo-
rytm zmodyfikowanej metody perturbacyjnej (PLK) umozliwia w ramach pierw-
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,xpaszﬂd‘
a 025 g5 = a7 1 rla

o § Bt

-8 — a a
¥ pa’/100 R To
-1
‘Q*—__Im ‘
T:l"
o ~16 |-
Mg r xpaZ/10é
0 025 a5 75 Trla 0 0,25
L] o _——_\_
W0 I
N < / g “Aﬁ"
11‘ N '/ “Q
p I ~ \ V2 4 [
LA IN N \/ v | PLK/T
wwwwww - * h /3 gy i
N Py
c St S = 2 g
N il
] ]
pézx 107% 5 pa Zu?

Rys, 6. Wyniki deterministyczne dla wolnopodpartej powloki sferyeznej.
O — powloka idealna S, o wynioslodci d=d, X, IL — wyniki dla plerwszego [8] i drogiego [21]
przyblizenia wg MMP dla powloki I, B —wyniki dla powloki idealnej Se 0 wyniostosci §=dj2,
PLK —rozwigzania dla pierwszego przybliZenia wg proponowanego algoryimu dia powloki Sz

szego przyblizenia otrzymane dla wartosci oczekiwanych sit T,, T, oszacGwanie
od gory, natomiast dla warto$ci oczekiwanych momentéw zginajacych wartodei
dokladniejsze nawet w stosunku do drugiego przyblizenia [21].

Podobna tendencj¢ w rozkladach sit wewnetrznych moina zaobs:rwowaé w za-
daniy z deterministycznymi parametrami geometrycznymi (rys. 6), z tym zasirze-
zeniem, ze wyniki z poszczegdlnych przyblizen sg poréwnywane z rozwiazaniem
dokladnym R (oznaczajacym powloke idealna o wyniostofci d=d/2). -
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Pearome

TIEPTYPBAIIMOHHRIT METOJ B IMPEMEHEHUH K OBOJIOUYKAM CO CHVUAM-
HBIMY VEOMETPUYECKUMH OTKIIOBEHUSAMKA

PaboTa COASPRHT OCHOBHEIE QOPMYNBLI MHHEHION TCOPHE TOHKHX 00OMOYCK €O CHy4aliHEIME
TEOMETPEICCKUME NapaMeTpanst, IIpuMeHsn Momu(HIHPOBAHHAELE HepTypOAUMOHHEII MeTof,
HOMYYCHS COOTBETCTRYIOIHME TEOMETDUYSCKHE, CTATHYECKHC H (HIEvECKHe, COOTHOLIEHHS M
Byaesoro  mepeoro npabmmxenuit. [Moxyweimre dopMynsl POBEPEHLl HCASHHBM NYTeM B
ciaydae chepuaeckoll monoroli ofonours.

SuMMARY

THE PERTURBATION METHOD IN APPLICATION TO SHELLS WITH RANDOM
IMPERFECTIONS

The paper presents the fundamental equations of the linear theory of thin shells wiih random
peometry, Using the modified perlurbation method, the corresponding geometrical, statical and
physical relations are obtained for the zero and first approx:mat;ons The sohtion for a shallow
spherical shell is verified numerically,
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