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ZGINANIE STOZKOWEI POWEOKI PERFOROWANEJ OBCIAZONEJ
OBROTOWO-SYMETRYCZNIE

ROMAN NAGORSKI'i ZENON RYCHTER (WARSZAWA)

W pracy uzyskano rozwigzanie problemu zginania sprezystej, stoskowej powloki perforowanej
o gostej siatce. Prayjeto ciagly model obliczeniowy przedstawiony w monegrafi [1]. Wykorzystano
wyprowadzope w pracy [2] rownania réiniczkowe typu Méissnera, ktérych rozwigzanie w przypad-
ku rozwazanej powloki stozkowej uzyskano za pomoca szetegdw potegowych. Uwzgledniono
technicznie waine przypadki obcigzen. Siczegéiowo rozwazone powloke o jednym brze-
gu obcigzong Cigzarem whasnym przy dwoch rodzajach” podparcia brzegn. Podano przyklad
liczbowy.

WsTEP
Przedmiotem pracy jest rozwiazanie 'preblemu zginania cienkiej, perforowanej
' powloki stoZkowej obciazonej. obrotowo-symetrycznie przy zalozeniu, Ze material
powloki jest liniowo sprezysty, jednorodny i 1z0tr0powy, grubost za$ powloki jest
stala, a siatka perforacji gesta. ‘

- Przyjeto ciagly model obliczeniowy przedstawiony w monografii [1]. W pordwna-
niv z innymi modelami obliczeniowymi, polegajacymi na aproksymacji ofrodka
ortotropowa powioka o strukturze ciaglej [3], uwzglednia on obroty weztow, \tj._
zaklada sig, Ze majgq one niezaleine (nieskrepowane) stopnie swébody oraz wplyw
momentw «polarnych» w przekrojach elementéw na prace statyczna. Przedsta-
wiony w pracy algorytm zezwala przy odpowiednim doborze wspolczynnikéw cha-
rakteryzujacych sztywno$é ustroju otrzymaé rozwigzania dla modeli uproszczonych
(techniczna ortotropia), jak réwniez dla powlok $cisle ortotropowych i izotropo-
wych o strukturze ciaglej. ‘

Punktem wyjécia rozwazan sa wyprowadzone w pracy [2] réwnania typu Meissne-
ra dla obrotowych powlok perforowanych ‘obcigZonych obrotowo-symeirycznie.
Rozwigzanic wyzej wymieflionych rownan dla rozwazanej pbwio’ki stozkowej uzys-
kano za pomocg rzeczywistych szeregéw pot@gowych Wyprowadzono wzory na
sity wewnetrzne i przemieszezenia, - pray cZym uwzglqdmono réime, praktycznie
wazne obcigzenia. Szczegdltowo rozwaZono powlokg o _]ednym brzegu obciazona
cigzarem wlasnym przy dwdch rodzajach podparcia brzegu podano przyktad
' liczbhowy. i
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1. PODSTAWOWE ROWNANIA 1 ZWIAZKI

Rozwazymy powloke perforowang uksztaltowana na powierzchni stozkowej
(rys. 1). Wykorzystamy wyprowadzone w pracy [2] nastgpujace réwnania rownowagi:
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gdzie . :
hE, BPE . Wi E L
Czi:._——d—, -DA: = 2 SI= : -I -
1 —vI yII 12 (1 '—VI VH) ]2[)1
1.3
( ) " h EII e .y &y
Ry =, by=E-5-, Va=ve—  (4=L 1)
.bII lA IA

oraz gdzic E oznacza modul sprezystoéei Younga, v staig Poissona, / staly grubosé
powloki, przy czym przez w, #, 0 oznaczono liniowe przemieszezenie - normalne
i Styczne oraz kat obrotu wezidw, a przez &, x; {i=1,2) odksztalcenia wstepne;
by L, a ly, a, (4=1, ) sg charakterystykami geometrycznymi perforacji (rys. 2)
0Taz p, py, m skladowymi obcigzenia odniesionymi do jednostki pola érodkowej
powierzchni, '

i

T
050y
G5y

[
Ar > .
Py

Py

Rys, 2

Migdzy wystepujacymi w réwnaniach (1.1) oraz we wzorach (1.2) wielkoéciami
typu statycznego Ny, My, M, Q (i=1, 2), a 1zeczywistymi sitami P, i Py oraz momen-
tami M, 1 My (A=), 1D w przekrojach $rodkowych elementéw powleki zachodza
-nastepujace zwiazki (rys. 2): ’

Pr=N, fn _ Py=N, fn, : -P[1=Q*?u;

ﬁ1=M17n ﬂu=Mzin» MI=MII-

Po wprowadzeniu nowej zmiennz;j:

(1.4)

(1.5 - U=sQ
1 wykonaniu odpowiednich przekszialceri réwnan (1.1);,, znajdﬁjemy
U U P,
N1=-—E—ctgfp——spgctgqa, N2=—?ctgq9,—m,
(1.6) ‘ ’

P,=P% §cos g+ f { (pasin @ cos g--py cos? ) d¢,

5



6 ROMAN NAGORSKI I ZENON RYCHTER

gdzie P° oznacza intensywnosé skladowej pionowej obciazenia réwnomiernego gor
nego brzegu powloki o WSpOh‘Zanej s=4.

W przypadku, gdy E,, v, (4=1, 1I), RH i S| sa stale, réwnania typu Meisanera
dla powlok perforowanych przyjmuja [2] postac '

U. 6 U
7D L(O-e— g e-Eh0 g o=l L O)-w 8% 9+ 5-=G,

gdzie L, (...) jest operatorem rézniczkowym zwyczajnym drugiego rzqdu :

£ di) «

(1.8) Lz( J=8— 75 + 7 p (..)
Oraz -
7= ¥n dP, « P, d . Eh[a o o]
2= ot e d5 costg s d.s’_(s Pa)=Vuspst B s (se)—e: |18 @,
sm o d : .
{1.9) Gz B"_S - (]C2+VII_]C1)-(I —V") ]Cz"‘l‘((l“v“) Ky,
. 1L b
EI Ofblzl d.alzl lI ‘E[
051 R“ h2 ., Dﬁzf= h2 bl (I—V[ VH), m_E;
Z zatozenia statosei By, v, (A=1, ), Ry i S oraz z obrotowej symetrii ustroju
wynika '
ll=7u=lf.3‘, I‘I"=L‘.01’lst, d1=ﬁn=ﬂ" 11“—“‘61‘:5',
(1.10) : ‘

di=pu Iy,  ag=d=g hy=const.,” Iy=I=const.
Na podstawie (1.9),_s, (1.10) mamy - '
By (1—m)? 15 I (L=viv) =M

1 =0 = —
(1.11) . w=e h* P B (l—py) ¥ Hi
oraz

R E,
(1.12) Ey=Fu,=const, D, =—~f~iud———=const (4=1, 11).

12 (1 —V V[])
Przemieszezenia v i w wyznaczymy ze wzoréw [2]
ctg g ql[ au U «P,

A vl—&;—— m?mm-l-m sp3+FI ]282 tg fp]d

q} ==
(1.13)
& . R .
W={'U - m (Ny—vy NZ)_SEI] cigg.
Nastepnie wykonamy przeksztalcenia niekidrych wyzej podanych rownad i zwiaz-

kow oraz wyprowadzimy odpowiednie wzory poiyteczne w rozwiazaniach zamiesz-
czonych w punktach 2 i 3, :
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Powrsémy do ukladu réwnad (1.7). Dokonajmy zamiany wielkosci niewiado-
mych @, U oraz zmniennej s:
. 2

(1.14)  s=syx, 3(.5')‘:;—09(36),' U (5)=s, U (%),

gdzie s, jest dugoscia tworzace] stozka.
Otrzymujemy wtedy

(L.15) o . LI({D)-p, ggf‘éx),. L (@+ ﬁ:ng),
gdzie ‘
a(.) d.)  p,.0.)
i = - l-"' b
L, (...}—x T7 + T . (i=1,2),
p3?

. d d .
F =¥ §p P2 X 18 ‘P"SUE;(J? p3)+coszrp * +E;k E(xﬁ'l)“gz tg g,

: Dy A o ) o N
GH=xm—— [x —— (ks + v ) — (1 —vy) 165+ (e ~vy) icl] s
‘ 5o dx

x

) P , o §
1.16 P‘;‘)=L~2 =PY%cos p+5 | #{pzsin @ cos ptps cos @) dt, F=—o),
(1.16) m | ® 7 .
. o

A - 2 (1 gy
ﬂ1=m1tngp+“=“{l(fﬁiﬁl—“tgij+1],

252
#y T (L=vevn) ]
=g, tg2 +0£=0t|:“—*""—‘—t 241},
Br=oytg @ ERTR gty

2

ﬁ=S°Eht2
o D"I B Q.

Uklad réwnan (1.15) jest czwartego rzedu. Rozwiazanie ogdlne ma posiaé -
4 4 _ .
(LI =D A0 +0,(x),  TE= D 4, Ui (3)+U, (x),
i=1 i=1

© pdzie 6, i U, sa catkami szezegOlnymi, 6; i U; (i=1-4) niezale/nymi ukladami catek

réwnan jednorodnych (1.15) (przy F§P=G{P=0), 4, (i=1-4) dowolnymi stalymi

catkowanmia. .
Wzory (1.13) po uwzglednieniu (1.14), (1.6), »i(1.16), przeksztateimy do postaci

& ctgqj - -
o= EIT (V" U_‘CCK‘"'A"' Vp),
(1.18) S - <
. soctg?p [ dU VI e, o -
) = g x_‘c‘f;‘”_ GCV;,*J[‘A']‘ Vp _GOS:"QDPZ +S0 X ps?xE;'hel tg?j N .

Eh
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gdzie
i « P
_ (1.19) K{:fﬁ;—dx, V,= f(vuso Xps ot g x +E1h g, tg rp)dx

Wryrowadzimy nastepujgce oznaczenia:
4

Qozl_ivd 0 NO_EA,_‘_% w="N" 44

X - i Yis 1= l. dx > ¥ [ X
T .

ME:ZAz( Vldx!) MD'_ZA( tvg—— )s

i—1
4 dU7. \
‘HO:ZAi(vI-I U,—aly), WOEZA.} (x dx >
=1 . i1
(1.20) Ne=syps, Nz”=ms2w’ =t
W=V, +A— (pP(x)-k.stx pa—xE he tg g,
- U, . dU; | - 0, N do, A= dﬁs+ a,
Q x ° N dx > j__ Yy dx > o] dx VII;:
~—aV,, =,
X

P=vy Up—alV,, wi=x d
‘ o =3 =3 =3
MP=D;(rs+viks), Mi=Dg (k2 +vury),

préy czym .
- Us V Ui A
(1.21) VFI——,;,C, -Vi;fwdx (i=1—4).
X X

Wykorzystujge wzory (1.2)5 .6, (1.3), (1.6); 5, (1.11); 5, (1.14), (1.17)-(1.19) oraz
UWZ@QdmaJQG (1.20) i (1.21), otrzymujemy ogélne wzory na wielkosci statyczne
geometryczne

Q=0 +0° Ny=—(N'4N+NDctgp, N,=—(Ni+Q'+0%cigep,
Mi=—ousy (Mi+MO—M5,  M,=—s, (M5+M)—ME,

(1.22) M=o, 5 (F+0°) tg ¢ ’,
g2 . 55 ©t ' 8o CF
0=+, v=—pr (o 4o Fo°), w=°—”(‘v”+w ).
—DII E{ El

__Znajac (1.22); ¢ mozna wyznaczyé za pomocq zwiazkéw-(l.@.rzeczywiste siiy
i ‘momenty w przekrojach Srodkowych elementéw powloki. W nastepnych punktach
znajdziemy funkeje (1.20) wechodzace do wzordw (1.22). ’
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2. ROZWIAZANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH PROELEMU

Przedstavﬁmy sposéb rozwiazaﬁia_réwnat’l rozmiczkowych (1.15) za pomoca
szeregéw potegowych. Calek rownai jednoroduych (F{P=GP=0) poszukujeny
w postaci

oy

@n o (x)=x" 2 ax",  U(x)=x* Z By x™.

n=0
Podstawiajac (2.1) do (1.15) i przyréwnujac do zera wspdlczynniki przy kolejnych
potegach zmiennej x, otrzymujemy cigg wzmow rekurencyjnych na poszukiwane
VJspolczynmki g,ib,:

) (),2 _ﬁi) 50=0 » (ﬂ-z "ﬁz) ‘i0=0 ’..
2.2) : [+ 1) (n+ 1420422 — B1] By — fo d,=
[(+1) (r+14+20) 4+ 22— f2] G, 1 +5,=0.

Jezeli 4;= i]/E (i=1, 2}, to odpowiednio 5, i 4, sq dowolne, a wicc otrzymu-
jemy cztery niezaleine uklady calek, ktore napiszemy w postaci ‘

f (x)=—x"*1.8, (), U )=x"Ty (),

0, ()=x"5,0), U (@=x"""T,0),
03 (x)=—x"241 8§ (3), Us(x)=x"%75(y),
By (x)=x"% 5, (),  Us(0)=x"2717,(3),
gdzie zgodnie z (2.1) i (2.2) mamy -

@.3)

S; ()= 2 a3, T)=D By (i=1-4),
n=0 . ' "
1=]/ﬁ13 2'2,:]/}?3: J’=x2:

bS/]l)=
. (—1)" Bk, y
16 LA @0 e+ 2, =D (E=nP) (1—n ) ... (n—mn(f)) (n=niy’
b(i) : 1
) () = " — _.
249 % 4(n+1—-09) (nd-1—nP) ° Hs =1+ 2))”4_/12)]
n;l (i=1,9),
gl = ,
(—1)" By ao
16"n'{1+lz (3-11.. [n-{—& G- =) (1~ ... (n— 1) (1— Yy’

,B a(t)
B =
" A 11— (r4-1 —n{h?

. 1
”fz?4=[1 +({—3) A, i‘iﬂ?,

nzl (i=2,4),
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przy czym

1 ' 1
i =nPmv = (1-dith),  nP=nP=v, =3 (1+4 1),
2.5) o .I
A n(13)=}1(24)=vs = E(l +41+4,), (1)_7‘(2)_” =“_ (1 1=42).

Szeregi S, 1 T; (i=1-4) zaleza od parametréw ,6’0, A 14, Moina latwo wykazaé,
stosujac kryterium d’Alemberta, e s3 one zbiezne bezwzglednie dia dowolnego .
Wspdlezynniki a, i by przyjmujemy w sposéb dowolny bez wplywu na ogdlnosé
dalszych rozwazan. Zalozmy np. ay=b,=1.
' Wyznaczymy wielkodci ¥, (:wl -4) okre$lone za ﬁnomocq (1.21),. Po wykorzy-
staniu (2.3) i (2.4) otrzymujemy

Vl (x)h:xll lr71 (y) > VZ (JC) xA2+1 (y)5

2.6) oo e
Vs )=x 75 (0}, Va()=5%71 7, (y),
gdzie
By .
V0= Z A=A (=13,
@7 |

_ N bf.—")y” . |
V)= Z 1+ (-0, Y.
n={_ -

Z postaci funkeji S, ¥, i T, (i=1-4) wynikaja nastepujace warunki na ich ist-
nienie: dla kazdego n e N powinny byé spelnione warunki

7(28) | r—2;#0, n~i,£0, #—v,%0, nr—v,#0,

Ze wzglqdu na postac wzoréw (1.16)s, 4, (2.4)3 4 1 (2 5), warunki te 4 W praktyce
_spelmone

Wyznaczymy calki réwnan (1.15) w przypadku, gdy Fj =) G“‘) mozna przedsta-
wié¢ w postaci

o . o
@9) FP= ¥y a0t 6P= 36,
. n=0

H={0

przy czym szeregi (2.9) sa z zaloZenia zbiezne dla kazdego x i ponadto spelnione

Pr+1

é,
=0, lim sup i

n I

33 warnnki: lim sup L =o. Przy tych zaloZeniach mamy

. (210) | as' (x)= 2 Ch .?C"+1_, Us ()C)5 Z CJ.'” X"
u=0 n=0
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Po podstawieniu (2.1(_)) do (1.15) otrzymujemy

Y1 V2
dy = e, d s
S _.81 1 1__ﬁ2
2.11)  urrFBo Caz >é L —d,
1t ‘nz'_‘ﬁ1 K fizz H Ln (n'f'l}z—ﬁz 3 n>0:

ﬁ]: ﬂz#lza 22---

Wykazemy zbieznosé szeregdw (2.10). Ze wzgledu na (2.11) moina przyjac, ze
majoranta szeregdw (2.10) jest szereg

@12) PRI
=0
gdzie
A,,?k,, “r{‘}‘ kydy s oy == 1aX (Iyusils 18D,

(2-13) -7 . kl't 7 ° / 0(_"

Lm k,=0, lim =1 }m -—=0,

a—+o noeo tn—1 timr o0 Fa—1
Uwzgledniajac powyisze wzory, mozemy wykazac, 7e
, 14 oo _em o kem

; = <
(2. ) ' = Au— 1 'Ai'l- T " kﬂ— 1 D".u— 1 l'!.
i nastepnic na podstawic twierdzenia o trzech ciaggach udowoidnic, ze
' C A
(2.15) Tim =0,
. n—+w n—1

Stad opierajac si¢ na kryterium. d’Alemberta, wnioskujemy, 7e szeregi (2.10) sa
zbiezne bezwzglednie dla kazdego x. 7
. Podstawiajac (2.3) i (2.6) do (1.20), otrzymujemy

QCl:Ai Tl XALH1+A2 Tz x'h‘!'A-;‘ TB I"11_1+A4 T4 x_}”",

- 0 dTl Ar—1 de AZ
NlﬁA]_ lq‘lT]_‘['zyW Xt +A2 (/}\-2+1)T2+2y_dy_ X"+

4—A ( Ay T +2 MdT?.)l—Al—l A [(I J.)T 2 ——dT4]—az
3.13‘-'ydyx +.4 "2 4+.dex;

(2.16)

ds,

M= |0 men 1) S0

]x’“-i—

([Sz
+A2‘ (‘1 +V; j.z) Sz+ ‘l“QV]y dy x’“*l -

A

“Aa[(l Fy—vid) S5+ 2y d

3 . ds, tamt
xTh T A, (1—1’1}*2)844"2"13’5“ x=T0,
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@16 ’ 48, - as, :
[ cd.] M2= _Al (1 +/1] +VH)S1 +an_y x'h'f‘Az ()-,2 +VH) Sz +Qy?; xie—1

dS; A
— Az [ (I +vp—A)) Sa'i‘QJ”c‘i}" XA Ay (VII-‘)L;;_-)S4+2}’—d‘J‘)‘ xAmE

0= —A; Sy %% Ay Sy 7~ — Ay Sy x7hb A, Sy x-Pt,
0=A; (i T1— V) x4+ 4, (vurTz—ocVz) xAatly
Ay o Ts—alVs) x=2+4, (VII_ Ty—aly) x—t+1,

dr, dT, .
—A }L'ITI O'V1+2y v[ WC +A2 (jz‘]l'l)Tz“‘“UVZ-’—zyE A2+1+
‘ _ aTs _ dr,
+A3 _I?ul T3""0CV3+2y'—' x_ﬁl’:f“A‘; (1_12)T4_05V4+2y— —1'2'+1
W celu uproszczenia zapisu pominigto w (2.16) argument y w funkaqa.ch ST P,

(i=1-4).
Podqtawquc (2. 10)2 do (1.21), znajdujemy

@i Vi ()=d,

3. TECHNICZNIK ISTOTNE PRZYPADKI OBCIAZEN

Wyznaczymy zkolei zalezne od rodzaju obciaZenia wielkodci oznaczone symbolaml
b, s orazx (por. (I 20)). Rozwazymy odrgbnie praktycznie istotne przypadki ob-
ciaZefi: cigzar wlasny, réwnomierne obcigZzenia gornego brzegu i wplyw tempera-~
tury liniowo zmiennej wzdhiz gruboqc; powloki.

A. Cigzar wiasny. Jezeli p Jest cigzarem objetoSciowym materiatu ustroju, to
zastepeze obeiazenie pionowe przypadajace na jednostke pola srodkowej powwrzchm
dane jest wzorem =

Gn p=ph (i g — phy )
oraz zachodzg nastepujace zaleznodci .
(3.2) ' . pm=psing, py=pcosg, PO=0.
Na podstawie (1.16), uwzgledniajac (3.2) znajdujemy
1 - .
(3.3) PG =5 PSo COS (x*—%%).
Prawe strony (por. (1.16), ;) réwnan ukiadn (1.15) przyjmuja postaé

. o
(3.4 F9= “‘; {x 2y sin? p—4 cos? o) — = Xz], G=0,
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skad wobec (2.11) mamy

- pSO_._o,)—C:’. . —0 _ P
(3.5) " 2cosg =0 1T s

-(; (2vy sin? g—4 cos? p+ o),

yrz+1=09 ?’l?3, 5n“——‘0: 1'120.

Catki szezegolne (2.10) przedstawimy w postaci

. (36) 0.; (t)= 2 En x2n+ 1’ Us (x)m 2 J" x2n,
. n=0 n=0
przy czym wspolozynniki &, i d, otrzymamy ze wzoréw (2.11) po uwzglednieniu (3.5):
(7=_£ . =P3+ﬁ050" -
it ﬁ;_ 3 1 4_ﬁ1 >

3.7 o .
7 _ ﬁﬂ Cy_1 59 _ ._.. .—(?:.t 50
R VLR = T En Pr+1)2-4,° =

lub inaczej

- _ﬁo (?n——l _ﬁﬂ én—l

R vy A 1y R S (v v A YOy NI

Na podstawie (3.6) znajdujemy

g, had . .da, @
T2 A o= X Ent1) g0,
n=0 T n=o :
3.9 ' - i
U, @ dUs «© _ _ ® d,
— 2n—1 —_ { 21 [—_ i L 2n .
. ,,=20 dy X R 7r ’;; \2:10’,1 X ,»  Vi=dyln x+n§ o ¥

Wzory (3.5)-(3.8) jednoznacznic okreslaja Q%, Ni, M7, M3, o5, w* i 6° zdefiniowane
za pomocy (1.20), :

W celu wyznaczenia wielkogci (1.20) wiadciwych dla stanu bezmomentowego
powloki wykorzystamy (1.19),, (3.2) i (3.3):

PSo

= —_— b 2 —_ 2 b 72
V, Foos p [(2vr; cos? {p—o) X% +20%% In x],
(39) b=V 4 A Nle=g,. x 5 Nb.:_ps_ow( _iz)
N T ’ 175% AP COS @, 2 3cosg )
wh= " +.A + Plo [(2 cos® p—vyy) x? Ly 5]
r 2 cos P- =V I .

B. Obciqienic réwnomierne gornego brzegu. ‘Niech P? bedzie intensywnobcia
skladowcj pionowej réwnomiernego obcigzenia gérnego brzegu powloki o wspd- -
- rzgdnej x=%. Wowczas zgodnie z (1.16), 5 4, (1.19),, (2.9)-(2.11) mamy

0 = 3 =
G10) PO=POtcosp, V.=—"T %} po L g
. - 08 @, p co nx, ’ 3 =4,




14 ROMAN NAGORSKI ¥ ZENON RYCHTER

Postac catek (3.6) i wzorow (3 8) nie ulegnie zmianie, przy.czym nalezy w (3.7)
przyjaé

_ aP? % 0
- (311) . L yl—cos(p, Ya=U.
Niezerowe czynniki stanu bezmomentowego maja posta¢ (por. (1.20) i (3.10) 1,2)
: 7 Pz 1 oy xPO
3.12) Ni= —, =V, 44, wh= V,,+A— .
S cosp X : ' Cos ¢

C. Obcigzenie- termiczne. Rozwaimy powioke poddaaa; dzialaniu temperatury
cmienne] w sposéb liniowy wzdluz grubosci ustroju i miech T, oznacza stata tem-
perature powierzchni $rodkowej (To=0 odpowiada stanowi beznaprgzemowemu)
AT rdimicg temperatur migdzy powierzchniami zewnetrzng a wewretrzng oraz o,
wspdlezynnik liniowej rozszerzalnodci termicznej materiatu.

Odksztalcenia wstepne okreélone sa przez nastepujgce warunki:

AT

(3.13) gy=&=u, Ty=const, 1&:12:0',7"——00:1“ (i=1,2).
Postepujac podobnie jak przy uprzednio rozwazanych obeigZeniach, znajdujemy
(3.14) ' FP=0, 9=k (l—e)==const. "

Ze wzordw (3.14) wynika, ze w przypadku «izotropii» (tzn. gdy «=1) oba réw-
nania ukfadu (1.15) sg jednorodne, a zatem ich calki szczegélne sa tozsamosciowo
réwne zeru.

Przy a#1 otrzymujemy

G 0= D e U= Y da,
n=0 n=90 )
gdzie .
| ° ) ' ' . S
50ﬂ]€ (1—0:), §H=)}n=05 n} 1 60 :u.___.’ L
(3.16) - =5
. (?- = JBOVER . =0 . Jn 1 e
" ent2i-p P 9T Gare—p, L
Ze wzgledu na (3. 15), , mamy
B, = © ‘
= = 2n
0 x P n X ;0’ 2I’£+1)C,,x
3.1D o w=9 = : .
U, d

o

d ‘
= 7 o2ntd 2n+1 .a.nJ,z
o, X3l E (2:1+2)dx V= E ™ +2

ana pod%tawm (1.19),,-@1 20) i (3 13)
V,=E Izmtg g, v'=V,+d4, w'=d,
: M'f=1)l K (1+v), Mi=Dy x (1 +vy).

(.18)
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4, POWLOKA O JEDNYM BRZEGU OBCIAZONA CIEZAREM WELASNYM

W przypadku powloki o jednym brzegu nalezy we wzorach (2. 16) przyjaé
(4.1) Asy=A,=0, '
Symbole b i s okreslimy latwo z odpowiednich wzordw p, 34 po uwzgkgdmemu
warunku 7
4.2 =0,

Na podstawie (1.22), (2.16) i (3.1)-(3.9), biorge pod uwage (4.1} i (4.2) oraz
wylaczajac poza nawias we wszystkich wzorach czynnik s, p, znajdziemy

sl petg? g ‘ 1 : du,
W:L"I *{—2vy sin? gp— o+ 4 cos? <p)~——f Atx

En ¥ cos @ ax Vet

dT, dT,
+AL ll Tl D€V1+2y_-"; Al'}‘Az (12+I)T2_0!,V2+2y? x’“‘”

2
5P Clg fp[ X {
=— i o B
? Eh x% vy cos ¥ U) 4008 tP T A+ U—alV +
Ay O Ty =0l ok d O Ty— ) x’~’+‘],
sap :

=

(Hs_A1 Si xt +4; 8, xu) s

I

QZSUP (_xhs'i'Al Tl xl]_l'{“Az Tz x“),

dU; dr;
Ni=—sypetgey i Al‘—TJ'I'QJ)E =1
*3) " , aT,
A, A+ D) T2y —— xﬂz}’
dy
x U,

N, = ""-S'OIP ctg(p(

T IR I S Y Az)
QCOS(,D x A1 Tlx +A2 Tgx N

2 [95' 0 dS
M,= TSy P ln;c'_+vl dXv (1 +V v 111) Sl-{—zvly?y— xt

s,
"‘Az (1 +vp ) Sy 420 y—— [ xP2— 1,
dy.
> |5 s as ]
Mz_':»-SGp ix "I"VII‘——'A_{ (144 +v) S 42y —— e M
as,
+d; (’12“‘1‘1’11)52.-]-2})?, xt2=lp

0 __—
M‘——-""Gtz Sgp tg(p(";s‘_Al Sl xll'l':Az S2 xlz_l)}
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Calki szezegdlre (3.6) oraz funkcja ¥, przyjmuja postaé

w0 ) - o8 CI
— 5 2u+3 N 2142 _ \ N TTE)
@) 0= 6, )= Y (“‘“)‘g; o35
PIZy cZym ‘
dy= 2 = ! (év sin? ¢4 cos? g4-a)
0= 4 o s VaT ¥ o ¢1a),
- 4—f 2cos
(4.5) *
7 J = ﬁ(} Cn—1 -1 - _(711 >0
"Tenvep g Pl ST @uraiop Y
lub '
_ﬁG 52;141 _ _ﬁﬂ (Y
&= “nzl,

= [(2r+2)%— B ] [@2n4-1)>— o] ° [(2n+2)* =B, @2n+3)2B,]°

W trakcie obliczenn stwierdzono, ze przy najcz¢fciej wystepujgeych w praktyce
znacznych wartodciach f, (por. (1.16)g) wykorzystanie Scistych wzoréw na catki
szczegOlne {(4.4) prowadzi pizy obliczeniach numerycznych na komputerze do bled-
nych wynikéw. Przedstawimy obecnie sposob postepowania, ktéry pozwala uniknadé
wspomnianych trudnosei przy zachowaniu zadowalajacej doktadnosei obliczed,

Uwrzgledniajac (4.5), napiszemy uklad (1.15) w nastgpujacej postaci:

(4.6) ‘ LX) —po 0=y, x, L2(®+T=0.

7 Poszukujemy calek szczegdlnych ukltadu (4.6) w postaci

4.7y () =dx-+ D ax7" Uy (x)=Bx+ D byx~"
=0 =0
otrzymujac wzory rekurencyjne na wspolezynaiki:
Y ys (1=F2)
. = _ﬁ_aﬂ B=0: . a(}"—"'O) b0= > ﬂ_z,
(4.8) ° | L
bn (nz - ﬁ )
'bh+1=_aﬂ(n2_ﬂ2)s 11,,+1:'_‘_“ﬂ_“_'£“‘, 10,
0
Biorac pod uwage
(49) . b2n+71 -"""a2n=0 s nz 0 y
mamy
V3 X d 7s{1— _[_)’_22 -

4d, x~m,

@10)  6,()=~

+ (f" x—(Zri-i-l.), US (x)=
r .

R=

o

4]

gdzie zgodnie z (4.8) i (4.9) jest

bn—l
A [(2n—2)*~ B3 [2n—1)*~Bo], do=by,

. (7"=_'
@.11) ) _
| ‘i"z'_%l(‘zn)tﬁll [@n—12~f], do=dy, n=l.
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Zbadamy warunki zbiefnodei szeregdw (4.10). Stosujqc kryterium d’Alemberta
do (4.10), po uwzglednieniu (4.11), znajdujerny
C @2 =B [(2r— 1Y B,]
(4.12) lim : <1

H— W 7 ﬁ() x2

Analogiczny warunek zbicznoSci uzyskamy dla (4.10),. Zatem szeregi (4.10) sa

zbieine pizy f, x*=o0. Tiaktujac f, jako nieskoriczenie wielkie, warunek (4.12)

uznajemy za spelniony przy xzz>0, a wige dia dostatecznie duzej Hezby wyrazéw

szeregéw (4.10) otrzymujemy wzory asymptotyczne na 6, i U, Majac na uwadze
(4.11), przyjmujemy catki szczegdlne w pierwszym przyblizeniu:

' y y3 {1~ 1) 73 (1= $2)

(4‘13) 83 (x) = ___Sx’ US (x) = 3 Tz , Vs(x) = 3 2

. ﬁO ﬁO ﬁ{)

Uzyskane wzory majg prostg interpretacje mechaniczng. Zauwazmy, ze catki

(4.13) spelniaja w sposéb Scisly ukdad réwnan (1.15), jezeli

in x.

, , 1-p .
(4.14) FP=y, N Gl D) . GP=0.
Bo x ) S
Biorgce pod uwage (1.16), 1 Wp'rowadz'ajatc oznaczenie
(4.15) Poe==27P% X cos ¢gls_,,

stwisrdzamy, ze réwnania (1.15), gdzie F$Y i G sq takie same jak w (4.14), opisuja
" przypadek powloki obcigZonej cigZarem wlasnym i pewna sila skupiona, przylozons
w wierzcholkn o wiclkosci '
_ —2n .
{4.16) b= {1-2) B, cos® ¢,
o .
przy czym w praktycznie rozpatwwanych zagadnieniach sila ta ze wzgledu na duze
o moze byé pomivieta. .

5. PRzZYKLAD. POWLOKA O JEDNYM BRZEGU OBCIAZONA CIBZAREM WEASNYM

Przyjeto dane: E=3-10"° N/m?, p=5.10* N/m?, /=0,06 m, R=10m, y=1/6;
£=0,50, py=py=020; N,==20, N,=90, gdzie {=1/2tg @ Jest wyniosloscia po-
wloki, N, liczbg réwnoleznikéw oraz N, liczba poludnikdw siatki elementéw ustroju.
Sporzadzono wykresy sit wewnetrznych i przemieszezesi. Uwzgledniono podparcie
przegubowe 1 catkowite zamocowanie brzegu (odpowiednio ciggla Tub przerywana
linia wykresu, rys. 3). Przyjeto, Ze” brzeg przechodzi przez Srodkowe przekroje
elementéw potudnikowych. Sformulowanie warunkéw brzegowych w przemieszcze-
niach jest zatem w pewnym stopniu niefciste (wielkosci geometryczne zgodnie z za-
tozeniami teorii maja sens fizyczny jedynie w wezlach). Ze wzgledu jednak na zalo-
zong gestosé perforacji—wplyw wspomnianej migscistosei moina nznaé za nieistoiny.
Stwierdzono, iz uzycie Scistych wzoréw na calki szezegdlne (por. (4.4)) dla przyietych

Rozprawy Inzynierskie — 2
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danych prowadzi do wynikéw sprzecznych z oczekiwanymi, co w gtéwnej mierze
jest konsekwencja wysokiego rzedu parametru f, (por. (1. 16)s). Dla unikaigcia tych
tradnofci zastosowano postgpowanie opisane w p. 4. Przy R=5 m, A=0.08 m
(Bo jest wtedy odpowiednio mnigjsze, niz w przypadku rozwazanym powyzej) uzys-
kano praktyczng zgodnos¢ wynikéw przy Scistym i przyolizonym okresleniu calek
szezegolnych (réinice podstawowych wielkodcs statycznych i geometrycznych nie
przekraczaly 1%). Zbadano réwniez wplyw pominigeia catek szezegolnych, jak to
ma miejsce W teorii- zaburzed brzegowych dia powlok o strukturze ciaglej. Otrzy-
mane wyniki wskazuja, e w przypadku obcigzenia cigzarem wlasnym wplyw calek
szczegdlnych (przyblizonych) jest melstotny (rozn:ca, w zakresie szeéciu cyfr znacza-
cych nie wystepuja).

Prawidtowos¢ obliczen Zwmyﬁlcowano pofrednio przez wyzaaczenie sit wewngtrz~
nych i przemieszczen dla’ izotropowej powloki ciaglej (odpowiednio dobrano pa-
rametry 1, fa, gyl !,j (4=L I; por. Uwagi konicowe (i pordwnanie uzyskanych
reruttatow z Z?mleszczonyml w [516]) S

Analiza powloki perforowanej wykazala, % jej praca statyczna nie vézni sig
w istotny sposob od pracy powloki ciaglsj, a charakter zmiennofci wielkosci sta-
tycznych i geometrycznych objawia daleko idace analogie. Potwierdzono decydujacy
wplyw zaburzed w strefie przybrzegowsj, jednakze na ogét zasieg tych zaburzef jest
w powloce perforowanej w1r;kszy niz w powloce ciaglej.

UWAGI KONCOWE

Praca niniejsza potwierdzila przydaino$é stosowania rzeczyw1stych szeregow
potggowych do analizy statyki perforowanych powlok stozkowych w obrotowo-sy-
metrycznym stanie obcigzenia. Otrzymane zwiazki odznaczaja sig przejrzysta budowa,
a ze wzgledu na prostote rekurencyjnych wzoréw na wspdlezynniki przyjetych sze-
regéw — sa latwe do zaprogramowania, przy czym zastosowane szeregi sg szybko-
zbiezne. Opisany algorytm rozwigzania zezwala na uwzglednienie innych, réinych
od rozwazanych w pracy obcigZzen obrotowo-symetrycznych, jak rownlez dowo]nych
warunkéw brzegowych (np. podparcie sprezyste na wienicu), '

Warto nadmienié, 2¢ dobierajac odpowiednio wspélezymniki Oy, Dy (d=1, )
i przyjmujgc Ry=o0, S1=0, otrzymujemy réwnania i wzory teorii cienkich, obroto-
wych powlok ortotropowych, znajduiacych sie w obrotowo- symetrycznym stanie
obcigZenia,

Autorzy dzickujg Prof. dr hab. Zbigniewowi MAZURKIEW’ICZOWI 74 Pomoc
1 cenne uwagi w trakcie opracowywania niniejszego arvtykuh,
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Peswome

W3AME KOHWYECKON TIEPOOPHPOBAHHOW OBOJIOUKH HATPYXEHHAON
BPAMATEIRHO CHMMETPUHECKH

B paoTe Honyiéno pemeHEe 3anadr E3rpba YOPYCOH, KOHMYECKOH mepdoprporasEoit 060~
HNGYKE ¢ WIOTHOR cerkoll. TIpiEaTa CIUTOMEAs PACIOTHAY MOZIGNb, NPEACTABICHHAL B MoHEOFpadIH
[1]. HicromszoBaksl, semefennse B paGote [2], mahdepennRaTsHEC ypapueman Tuna Meiiccrepa,
peIIeHHe KOTOPHIX, B CNyYae DACCMATPHBASMOMH KOHMTeCKOR ofonouKy, TOAYYCHO I FOMOLUM
CTETICHERIX PEIOE. ' . .

VYTeHE TOXHEYCCNH BRHLE CIIyia® Harpysxd. [1ompolro DACCMOTPeHs 000JI0UKA C ORHIM
KpAeM, EATPYKEHEAS COBCTREHAEIM BECOM, UPH ABYK THITAX HONIHPATHA Rpas. TIpwsencs JHCAOBOH
IpEMep.

SUMMARY

BENDING OF A PERFORATED CONICAL SHELL UNDER ROTATIONALLY-SYMME-
TRIC LOAD

The solution is obiained concesning the problem of bending of a densely perforated conical
shell. The assumed model was described in the book [1}. The Meissner type differential equations
derived in 2] are used which, in fhe case of the conical shell considered here, yield the power series
soluftions. : S

The practically important loading cases are discussed. Particular attention is paid to the shell
with a single boundary, loaded by its own weight under two types of edge supports. A numerical
example is given. ; ’

-POLITECHNIKA WARSZAWSEA
INSTYTUT MECHANIET KONSTRUKCJIL INZYNIERSEICH

Praca zostala zloZona w Redakcjf dnig 6 kwictnia 1978 v,



