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TROJWYMIAROWA ANALIZA MOSTOW O DZWIGARACH ZAKRZY-
WIONYCH W PLANIE '

JAN BIEN (WROCLAW)

- W pracy przedstawiono tréjwymigrowe elementy skonczone przydatne do analizy statycznej
mostéw o dfwigarach zakezywionych w planie. Koustrukcje analizuje si¢ przy uzyciu techniki
stanowigcej polaczenie szeregdbw Fouriers i dwuwymiarowych clementow skoficzonych. Przed-
stawiono zastosowanie opisanego sposobu obliczen do analizy zakrzywionych w planie déwigarGw
o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego. Rozwigzanie obejmuje konstrukcje jednoprzestowe
oraz ¢igglte. Metode obliczeri ilustruje kilka przyktadow numérycznych.

1. WstgP

W ostatnich latach znacznie wzrasta zapotrzebowanie w dziedzinic budowy
mostéw zakrzywionych w planie, zwigzane z koniecznoscig dostosowywania ksztatu
konstrukcji mostowej do przebiegu tragy komunikacyjnej. Szczegélnie wyraznie
problem ten wystepuje w obszarach zurbanizowanych, na ktérych liczne przeszkody
zmuszajg do projektowania tras o skomplikowanej geometri przy jednoczesnym
znacznym nasyceniu obiektami mostowymi. Wzgledy estetyczne powoduja, Ze
w wigkszodei przypadkdw obiekty usytuowane na hikach ksztaliowane sg jako
zakrzywione, mimo zwigkszonego kosztu wykonania w poréwnaniu z konstruk-
cjami o zarysie prostokatnym. ,

Wzrost liczby budowanych mostéw zakrzywionych w planie spowodowat ko-
nieczno$¢ opracowania efektywnych metod analizy, prowadzacych do racjonalnego
i ekon'omicznego proiektowania tego typu konstrukcji. Wiekszosé mostéw zakrzy-
Wibnych ma krzywizne przestrzenng, ale zakrzywienie w plaszczyinie pionowej
(zwykle niewielkie) nie jest na szezgScle uwzgledniane w obliczeniach. Ze wzgledu
na stosowany model obliczeniowy mozZna wyrdznié trzy grupy rozwiazan: oparte
na modelt jednowymiarowym (pretowym), dwuwymiarowym (powierzchniowym)
oraz tréjwymiarowym (przestrzennym). N

W najprostszych modelach jedoowymiarowych przesta zastgpowane sa poje-
dyn_czymi.pr@tami_ zakrzywionymi w planie. Rozwigzania oparte na powyzszym
modelu sg wystarczajce jedynie do wstepnej analizy przgset o niewielkiej szerokosci.
Wykorzystuje sie najczefciej przygotowane nomogramy {(np. [1,2*) Iub.programy
.na maszyny cyfrowe [3]. Szersze zastosowanie znalazly rozwiazania -modelujace
przgsta przy wiyciu rusztu pretowego o elementach prostych i zakrzywionych [4, 5].
Ze wzgledu na duzg prostotg oraz znaczng efektywnoéé modele w postdci ruszin
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sg chgtnie stosowane przez projektantéw [6], nie umozliwiajq one jednak bardziej
wnikliwej analizy pracy przgset ani oceny efektéw lokalnych.

Modele dwuwymiarowe oparte sa przewaZnie na klasycznej teorii plyt cienkich
7 uwzglednieniem ich cylindrycznej ortotropii. Pelne rozwiazania analityczne dla
takich modeli mozliwe sg jedynie w szczegdluych przypadkach plyt o stalej grubosci
i nieskomplikowanym obciazenin [7]. Dla rzeczywistych przekrojow i obciazen
przeset mostowych stosuje sig rozwigzanie numeryczne: metode réznic skoficzonych
[8, 9], metodg elementow skoficzonych [10-14] lub jej odmiang -— metod¢ pasm
skoficzonych [15, 16]. Najbardziej uniwersalna jest metoda elementdw skoficzonych
umozliwiajgca analize konstrukcji o dowolnym ksztalcie krzywizny, dowolnych
warunkach brzegowych i réznych ukladach obcigZen. Stosowane sg Zardwno stan-
dardowe elementy plytowe, najczefciej tréjkatne lub czworoboczne {10, 11, jak
i elementy o ksztalcie wycinka kofa, opracowane specjalnie do analizy konstrukeji
zakrzywionych [12, 13]. W przypadku plyto_wo—belko'wyc_:h lub skrzynkowych prze-
kroidéw przeset elementy plytowe laczone'Séi czgsto % elementami bellkowymi lub
tarczowymi. Czynione :83 takze proby. zastosowania specjalnych makro-elementéw
do anal'zy tego typu konstrukeii [14]. Znaczne uproszczenia moina uzyskaé w od-
niesieniu do konstrukeji o stalym promieniu krzywizny i niezmiennym na dhugodci
przekroju poprzeczaym, stosujgc metodg pasm skonczonych {15, 16]. Podobne
rozwiazania oparte takZe na rozwinieciu funkcji przemieszczef wzdluz konstrukeji
w szeregli trygonometryczne zaproponowano w pracach 117, 18]. W modelach
dwuwymiarowych istotng trudnodé stanowi wiaciwy dobor charakterystyk zgie-
ciowych i skrgtnych modeluy, odpowiadajacych rzeczywiste] konstrukeji. Szersza
analize toznych typéw modeli jedno i dwuwymiarowych zawieraja np. prace
[19, 20, 21]. o o - o

Modele tréjwymiarowe umozliwiajg najwierniejszy opis geometrii konstrukeji,
co ma szczegdlnie istotne znaczenie w przypadku przgsel mostowych o zioZonym
ksztalcie przekroju poprzecznego. Praktyczne zastosowanie znajduje tu metoda
elementdw skonczonych. Uzycie standardowych element6w 3-wymiarowych dostgp-
nych w wigkszych systemach analizy statycznej [7] prowadzi do znacznej wielkosci
zadania zaréwno W zakresie potrzebnej pamieci, jak i czasu obliczer. Wysokie
koszty takiej analizy skfaniaja do poszukiwania modeli tréjwymiarowych wymaga-
jacych mniejszego pakladu pracy obliczeniowej. ' N

W niniejszej pracy przedstawionc zastosowanie 3-wymiarowych ptyzma‘tyczn;ich
elementéw skoficzonych [22] do analizy statycznej mostéw zakrzywionych w planie.
Zmniejszenie rozmiaréw zadania osiggnigto przez zastosowanie globalnej aproksy-
macji podhuznej i zastapienie zagadnicnia tréjwymiarowego szeregiem zadan dwu-
wymiarowych. Uproszezenie zagadnienia nzyskano kosztem ograniczenia Zastoso-
wan rozwiszania do konstrukcji o statym promienju krzywizity (ok. 60-70%, budo-
wanych obecnie mostéw zakrzywionych [23]) 1 stalym na diugosci przekroju po-
przecznym. Mimo powyzszych ograniczen zaproponowany spos6b obliczen znaj-
duje praktyczne zastosowanic do analizy szerokiej klasy swobodnie podpartych
i ciaglych mostéw. zakrzywionych w planie, o dowolnym ksztalcie przekroju po-
przecznego 1 dowolnych obeigzeniach, : E '
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2. SPOSOR DYSKRETYZACIT KONSTRUKCTI

Anaiizowana konstrukeja jest dyskretyzowana przez podzial wzdhz na zakyzy-
wione w planie elementy (rys. 1). Poszczegdlne elementy polaczone sa ze soba
wzdhuz linii wezlowych, a wiaSciwosci materialu w kazdym punkeie clementu uwaza

Rys. 1. Sposobdyskretyzacii konstrukeji

si¢ za jednakowe natomiast dla poszczegélnych elementdw mogg byé one rdzne.
Elementy podparte sa na obu koficach promieniowo w sposéb uniemozliwiajacy
przemieszezenia przekroju podporowego w plaszezyZnie prostopadiej do osi elementu,

Jako nieznane parametry weztowe przyjeto skfadowe u v i w przemieszczenia
linit weztowej odpowiednio w kierunkach wspéirzednych x, r oraz . Funkeja
opisujgca przemieszezenie dowolnego punkiu elementu przyjeta zostalta w postaci
szeregu, ktdérego wyrazy sg iloczynami funkeji ksztaltu N (x r) jak dia elementu
dwuwymiarowego oraz funkeji trygonometrycznej aproksymujaceej zmiennosé prze-
mieszezen w kderunkn wspélrzednej ¢

uj’ h e
@1 - in= w}: PPN HEE S
’ W =1 (=1,
gdzie |
B} . g . nap RTQ
2.2) [N l=diag | V; sin . , N;sin - , Ny cos .
@3 {ory=[ea, o, W™

k oznacza liczbg wyrazéw szeregu, ¢ zaé liczbg linii wezlowych w elemencie.

Do dyskretyzacji konstrukcjt w plaszezyZnie xr moga byé stosowane réine
typy elementéw dwuwymiarowych, W niniejszej pracy zastosowano elementy izo-
parametryczne o 4 i 8 wezlach [24]. Pozwalaja one na dokladne odwzorowanie
przekroju o zarysie krzywoliniowym i zapewniaja zwiekszenie dokladnosei W, p_(_):'..j .

réwnaniu z elementami prostszymi przy tej samej liczbie stopni’swobody. - - .
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3. MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENIU

Wektor odksztafcen elementu zakrzywionego ma postac

i ¢
(3.1) {8}:‘" [a.n 8. Ep Tar Vxo 'J’rm]T: 2 Z [BH : {5?_} »
n=1 =1
gdzie
- oN, . . . -
e sin g, | _
0 aN; 0
5 sin @,
0 Ng . Ng nw o
. . sin ¢, Pl sin ¢,
3.2 [B]= ,
g N, oN, . o
5 sin ¢, T sin ¢, .
N, nn , aN;
PR COS Py 0 ax COS (o
o N, nn ( aN, N, ) .
i " COS @y p . coS qa,,_
nzY '
[ @

Wektor naprezefi mozna natomiast okre§lié nastepuigco:

h e
(3.3) (0} =0 0 G T Tao Tra} ' = ), IDVIB{GT)
n=1 i=1
Macierz sprezystoéel [D] dla materiatu izotropowego ma postaé
ou+i AL A o 0 0
2p+A A 0 0 0
G.4) (1= 2u+d 0 0 ) ’
U 0 0
| Symetria # 0
B ]

gdzie A i p oznaczaja stale Lamégo

3.5 = = ——
: ) S JL. 1+n{1-2v"° " 2(1+v) °
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Dila innych typéw materiatu nalezy przyjaé- odpovnedmo zmodyﬁkow ana postaé

macierzy [D]. :
Stosujac standardowy dia metody elementéw skonczonych sposob formulowama

macierzy sztywnoSci elementu [k] otrzymuje sig

(3.6) - [kn] f f J B 1Bave,

gdzie catkowanie odbywa si¢ po cale3 ob_]qtosm elementu.

Wykorzystujac ortogonalnoéc szeregow - ‘trygonometrycznych @. 1 zagadmenle
trojwyniiarowe sredukowate do szeregu zadad” dwuwymiarowych, odpowiadaja-
cych kolejnym harmonicznym. Elementy macierzy sztywnoém dla n-tej harmonicznej
mozna zdefiniowaé jako

6.7 [k551= a2 f f [B/17 [D] - [B"] dx'dr.

. Ogéna postaé podmacierzy [k}] przedstawionoﬂ' ponizej

— C C . :
et 5 i lCzHCshqu ut, C6 /'lt C5
Hty Cy T .
(3.8 k= ACy+4 CsF ?(C4+C9)+2(C-,+CB)+. ﬂ:n(cs.,cg): |
) i +uC; +N(C1+12 Cy) — Ay Cr—y4, Co |
ity Cs— 1 (Cr— Cg)“' yt2 C9+y (C,+
_"A,tn CG '—/ltn .Cg"“'}’Cg +C4_ C8+C9)
gdzie : - .
(39 - c,=7_{ _! A€ ), det[N]didy, I=1,..,9,
natomiast
dN; 0N, __ 9N, oN,
oax ax? 2 ax  or
N, oN, 9N, o,
o ax T o
__ 9N, N, _N, &N,
ST ax - T ax
&N, N, N, o,
7.— ar F > B— r ar »
A9=7 — P=2u+2,
nr
L=—,

o

N; N, oznaczaja funkcje ksztattu w lokalnym uldadzie wspéhrzednych &, 5. -
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Calki typu (3.9) wymagaja calkowania numerycznego ze wzgledu na skompli-
kowang postaé funkcji podcatkowych. . _

. Szczegblowy opis sposobu budowy macierzy sztywnodci zakrzywionych elemen-
téw podano w pracy [25]. '

4. MACIERZ SZTYWNOSCL KONSTRUKCH

Macierz sztywnofci catej konstrukeji [K] tworzy si¢ przez spec_yﬁczﬁe'dla MES
sumowanic macierzy sztywnosci elementéw. Macierz ta ma budowe blokowo-dia-
gonalna ' o S

KU1, 0
@.1) k=] &L, :
0 - [Kllft]-

4 réwnania odpowiadajace poszezegolnym harmonicznym nie $3 Ze soba sprzegzone
i zamiast duzego ukladu réwnan

(4.2) ' ' [K] {o}={F}
nalezy rozwiazaé h ukladéw_ réwnafi typu
4.3 ' (K] {&"}={F"},

gdzie {F"} oznacza wektor sit wezlowych.

Znajac wektory przemieszezen weztowych {6"} wyznacza si¢ na podstawie wzo
6w (2.1), (3.1), (3.3), przemieszezenia, odksztalcenia i napreZenia, sumujac rozwia
zania uzyskane dla kolejnych harmonicziych. '

5. OBCIAZENIA

Obciazenia dziatajgce na konstrukeje przedstawiono w postaci szeregéw trygono
metrycznych w kierunku wspélrzednej ¢, podobnie jak przemieszczenia (2.1).
W opracowanym programie uwzgledniono trzy podstawowe typy obciazen (rys. 1):
obciaZenie rozlozone na powierzchni clementu {g}, obciazenie rozlozone wzdiuz
linii weztowej {p} i obciazenie sila skupiong {P} przy}ofong na linii wezlowej. Z tych
elementarnych sit buduje sig model rzeczywistych, obcigZeft dziatajacych na przesto.

W przypadku obciaZenia powierzchniowego {q} wektor sit wezlowych wystg-
pujacy po prawej stronie réwnania (4.3) przybiera postaé

B . :
(5.1 =g e} 2 NG m det s
gdzie o oznacza nalezaca do elementu e czo§é pola na jakim roztozone jest obcigZe-

nie, a sumowanie obejmuje wszystkie elementy na ktérych znajduje sie obcigZenie.
Catka w réwnaniu (5.1) obliczana jest numerycznie dla kazdego elementu w lokal-
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nym uktadzie wspdhrzednych. Dla obcigZenia réwnomiernie rozlozonego od p=z,
do p=c, otrzymuje sie

Ry Ry
qx €08 —COos
o«
(5 2) {qn}._ 2 (¥ 14 R,
. nn g 1 CO% — COs .
. HEo, . Ry
Gql S0 —sm
.o e o

Podobnie dla obciazenia réwnqmiemi'e rozlbzéﬁ'ego od p=4, do p=§, wzdhuz
linii weztowej (rys. 1) wektor sit weztowych ma postaé

( | nﬂ'ﬁx nnf, )
palcos — 08
7.4
! d & nr fi%:3
(5.3) {FY=5 r="1p (cos % cos f ) :
. HRp, . napy )
Po ( sin ~sin —

Przy obcigZeniu sita skupiong wektor sit weztowych moimna pisaé jako

nnef

P, sin

nrf

1
(4 {FYo=—p { Prsin— 1,

nnf

Pcos

gdzie R oznacza wspdlrzgdna r, a § wspdlrzedng ¢ punktu przyloZenia sity,

6. PODPORY POSREDNIE

Zastosowana. w ninicjszej pracy koncepcja polega na wyznaczaniu wektora
reakcji podporowych {R} przy zastosowaniu sil przy wykorzystaniu warunkéw zgod-
nofci przemieszczedr w miejscu polaczenia podpdr z konstrukcja noéna. W analizie
wuzglgdniana jest odksztalcalno$é podpor posrednich. W procesie obliczefi mozna
wyrdznié nast¢pujace etapy: ‘

a) dla konstrukeji swobodnie podpartej na obu koficach wyznacza sie w miejs-
cach podpdr posiednich przemieszezenia {4} wywolane obcigzeniem zewnetrznym.

b) konstrukcja o schemacie jak wyZej obciazana jest kolejno silami jednostko-
wymi odpowiadajacymi skladowym sit R i budowana jest macierz odksztalcalnobel
konstrukeji [C],
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¢) analogicznymi sitami jednostkowymi obciaZane sg podpory posrednie i two-
rzona jest macierz odksztalcalnodci podpdr [S],

d) z., warunku geometryczne zgodnoécl przemleszczen W m:ejscach podpor
poéredmch

©.1) {dr+IC]- {R}+[S] : {R}=0

wyznaczane sa reé,kcj'e podporowe {R}, traktowane w dalszej analizie jako dodat-
kowe obciazenia zewnetrzne.

Opracowany program obliczen umozhwm analize. konstrukcji opariych na
ukladzie dowolnie usytuowanych niezaleznych podpor stupowych,

7. PRZYKLADY ZASTOSOWAN

Mozllwo§01 zaproponowanego sposobu anahzy przedstawiono na przykla.dzw
przesta mostowego 76 Wspormkaml podchodnikowymi o znacznym wysiggu (rys. 2).
Obliczenia wykonano dla dwéch konstrukeji o jednakowym przekroju poprzeczoym
i takiej samej krzywiZnie: promlen krzywizny krawedzi wewngtrznej wynosi 17,50 m,
a zewnetrzne 22,50 m. Konstrukcje rézma sx@ schematem statycznym oraz sposo-
bem obcigzenia.

Rys. 3. Przemieszozenia .pionowe # oraz poziome v [st- 10~*] przekroju poprzeczﬁégo: (1) przed
obcigzenicm, (2) w /2 rozpictodci, (3) w 1/4 rozpigtodei

‘Pierwszy przyklad dotyczy przesta swobodnie podpartego o kacie wewnetrznym
a=0,5 rad obcigzonego sila skupiong P=1,0 MN ustawiona w $rodku rozpigtosci
przgsta na zewngtrznym wsporniku podchodnikowym, jak pokazano na rys. 2.
Przemieszczenia przekroju poprzecznego w Srodicu rozpigtodei i w 1/4 rozpigtosci
przgsta przedstawiono na rys, 3. Oprocz ugiecia i skrgcenia calego przekroju wid oczne
Jjest lokalne zginanie obcigZzonego wspornika. Odpowiadajace tym przemieszcze-
niom rozklady napreZed o, i ¢, na powierzchni przekroju poprzecznego w frodku
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rozpigtoéci przesta pokazano w postaci planéw warstwicowych odpowiednio na rys.
4a i 4b. Na rys. 4c i 4d przedstawiono w analogiczne formie rozklady naprezed
Tao 1 T, Wyznaczone W-1/4 rozpigtosci przgsta. -

A-A

q= G Mhi/n'\2

RN NN

1

15

™

60 |2s]
i 100

) 70 00 130) . 150
150 f3gl. (30,

Rys. 5. Schemat oraz wymiary [em] konstrukeji dwuprzeslowej

Drugi przykiad stanowi ciagta konstrukcja dwuprzestowa z réwnomiernym ob-
cigzeniem g=0,1 MN/m?, ktdrej podpora posrednig jest stup Zelbetowy o frednicy
1,00 m i wysokoéci 5,0 m (rys. 5). Przemieszczenia konstrukcji w §rodku rozpigtodci
przgsta i nad podpora poéredn_ig (z uwzglednieniem odksztatcerl podpory) przed-
stawiono na rys. 6. Na rys. 7a i 7b pokazano rozklady naprezet: o, oraz o, w $rodku
rozpigtofci przgsta, a na rys. 7c i 7d rozktady tych naprezes nad podporg posrednia.

Wszystkie przekroje na rysunkach usytuowane sa w taki sposéb, ze krawedz
zewngtrzna konstrukcji znajduje si¢ po prawej stronie. Wielkofei przemieszezed
podane sg w [m+10™%], a wartosci napreZe w [MPa). Obliczenia przeprowadzono
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przyjmujac dla materiahy przgset -E-—=3,0- 10* MPa i v=0,20, a dla materiatu stupa
podporowego E=25-10* MPa..W analizie uwzgledniono 21 ‘harmoticznych, co
jak wykazano w pracy [25], zapewnia dostateczna doktadno§é rozwigzania.

[UR 4

meeam 3

Rys. 6. Przemieszczonia pibnowe u oraz poziome. v [m- 1074 ‘przekroju péprzecznego: (1) przed
obciazeniem, (2} w 1/2 rozpietodei, (3) nad podpora pofrednia

8. UWAGI KONCOWE

Przedstawiona metoda obliczen umozliwia praktyczne zastosowanie modelu
tréjwymiarowego W analizie pracy konstrukeji zakrzywionych w planie. Zastoso-
wany spos6b dyskretyzacji pozwala na analizg konstrukeji o dowolnym ksztalcie
przekroju poprzecziuego, jedno- lub wieloprzgstowych, przy réznych uktadach ob-
cigzefi. Dokladnosé rozwigzania zapewniona jest nawet przy niezbyt gestym po-
dziale na elementy.

Z punktu ‘widzenia uiytkbwnika szczegdlnie istotne cechy rozwigzanmia to:
mala liczba danych wej§ciowych, wykorzystywanie stosunkowo niewiclkiego obszaru
pamieci maszyny cyfrowe oraz krétki czas obliczen. Zalety powyZsze umoliwiajz
bezpodrednie wykorzystywanie opracowanych programéw W praktyce projektowe .

Od strony poznawczej uwage zwracajg trzy aspekty przedstawionego rozwigzania.
Po pierwsze, zastosowanie modelu tréjwymiarowego pozwala na bezposredni do-
kiadny opis geometrii konstrukeji oraz uktadu obcigzeén, co zapobiega na tym
etapie powstawaniu niedokladnosci charak_terystycznych'dia modeli jedno- i dwu-
wymiarowych. Po drugie, zastosowany sposéb dyskretyzacji umozliwia bezpoérednie
okreslenie pelnego wektora naprezefi w dowolnym punkcie konstrukeji, podczas
gdy w modelach prostszych. naprezenia wyznaczane sg posrednio na podstawie
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Rys.' 7. Rozklady naprezefi [MPal: a) o, w érodku rozpigtodci przesia, E) Cp w érodku rozpigtoéci
przgsia, ¢) o, nad podporg posrednia, d) 6, nad podpora posrednia.
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wartofci scalonych sif wewnetrznych. Podejscie bezposrednie ymozliwia oceng roz-
ktadu naprezen na grobodci elementu, a w szczegllnosel analize koncentracji na-
prqzéﬁ w miejscach. obcigZen skupionych, w obszarach polgczed elementdw itp.
Po trzecis, wreszeie, wynikl analiz przeprowadzonych przy uzyciu modelu tré -
wymiarowego moga stanowi¢ podstawg do okreélenia racjonalnych kryteriow
stosowania prostszych modeli obliczeniowych konstrulkcji zakrzywionych w planie.
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PeszmowMme

TPEXMEPHBIN AHAJII3 MOCTOB € BAJIKAMI UCKPUBITEHHLIMI B IIJIAHE

B cTaTsC OPSACTABJIEHE TPEXMEPHEIE KOHCTHEIC DIICMEATA IIPATOMMEIC NI CTaTHYECKOTO afa-
IM3a MocTOB ¢ GaTKaMy HCEPUBIACHTEIMA B tane, TIPDOBOMATCH aHANM3 KOHCTPYRIAE ¢ TOMOHRIGIO
pagos Pypbe M ABYMEPHBIX KOHETHBIX deMerTon. TIpecrapieno npaMeReRe OMHCAHNOr0 cocoba
pacaeTa A AHANM3A HCKPABISARBIX B NHe Ganok ¢ UPoU3BoIGHOR HOpMOH HOMEPeUHOro Cete-
wEs. [TpHBOAATCA PEllcHAs IS ONHONPONSTHEIX H HCOPCPRBHEIX XoucTpyrurd. PacteTmoil MeTox
HLTIOCTPUPYSTCH HECKOIBKAME MHCIIOBEIME TIPHMEDAME.

SUMMARY

TREE-DIMENSIONAL ANALYSIS OF CURVED GIRDER BRIDGES

A three-dimensional finite prism element formulation for static analysis of curved girder bridges
is presented, The structure is analysed using a combination of the Fourier series and the two-di-
mensional finite element technique. The application is presented to the analysis of curved girders
with arbitrary cross-section. The solufion includes simple and multi-span structures. The method
is iHlusirated by several numerical examples,
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