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STATECZNOSC I POZAKRYTYCZNA ANALIZA SPREZYSTO-PLASTYCZ-
NYCH PLYT PIERSCIENIOWYCH

MARIA RADWANSKA (KRAKOW)

W pracy przyjeto metode polodwroina numerycznego catkowania do obliczania zaréwno
obcigzenia krytycznego jak i do analizy pokrytycziych standw sprezysto-plastycznych plyt piers-
cieniowych. Zaklada si¢, ze plyla ma przekrdj sandwick Tub pelnoscienny, aproksymowany przez
rownowazny wielopunktowy przekrdj. Material plyty jest sprezysto-plastyczny z liniowym izotro-
powo-kinematycznym wzmochicniem, opisanym réwnaniami teorii plyniecia plastycznego. Roz-
wazania ograniczono do obrotowo-symetrycznych form wyboczenia. W przykiadach przyjgto plyte
z takimi warunkami brzegowymi i stosunkiem promieni konturéow, aby obliczone obcigZenic bylo
najnizszym (podstawowym) cidnieniem krytyvcznvm.

Obciazenie krytyczne jest okreslone przez zakiocenie plaskiego stanu i obliczenie bliskiego
gigtnego stanu réwnowagl. Dla sprezysto-plastycznych . plyt okreéla sig. obcigrenie bifurkacyine
zgodnie z koncepeja Shanleya i ustalonego obcigsenia Kdrmana. Na podstawie nieliniowych réwnar
duzych przemieszezefi i malych odksztalcen zostaly obliczone pekrytyczne ugiccia. )

1. UWAGI WSTEPNE, ZALOZENIA T OZNACZENIA

Plyty kolowe 1 pierscieniowe Sciskane w plaszczyZnie srodkoWej osiowo .syme-
trycznym ci$nieniem radialnym ulegaja czgsto wyboczeniu, kidrego postaé zalezy
od wielu czynnikéw. W przeciwienistwie do plyt kolowych, w plytach pierécienio-
wych, najnizsze obciazenie krytyczne moe odpowiadaé niesymetiryczoym formom
wyboczenia. Istnicja jednak wartodci stosunku promieni konturéw plyty f=b/a,
stosunku obcigzeRt py/p, (rys. 1) jak i warunki brzegowe, przy ktérych podstawowa
forma jest kolowo symetryczna, Wéwcezas geomeirycznie jednowymiarowy problem
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wymaga pokonania wielu innych trudnosci. Nawet w stanie tarczowym plyt piers-
cieniowych nie ma jawnych rozwiazai w zakresie spreZysto-plastycznym ze wzgledu
na niejednorodny stan naprezen w sto.unku do biezacego promienia.

Rozwdj metod czysto numerycznych zapoczatkowat serig prac pos$wigconych
wyboczenin i pozakrytycznym ugigciom spreZystych i sprezysto-plastycznych tak
plyt kotowych jak i pier§cieniowych. Obszerng literatur¢ z zakresu symetrycznych
form wyboczenia sprezystych plyt pierfcieniowych mozna znaleZé w pracy [1],
natomiast na temat niesymetrycznego wyboczenia w pracy [2]. Zardwno metoda
elementéw skoniczonych, réznic skoficzonych [3, 4, 51 6] czy catkowania numerycz-
nego [7 i 8] byly stosowane do rozwigzania tego problemu w zakresie spreZystym.

7 ostatnich prac nalezy wymieni¢ [4], w ktorej na podstawie metody roéinic
skoficzonych wyznaczono obszar na plaszczyZnie - dwu obcigZzen: Sciskajacego
w plaszczyznie §rodkowej i normalnego, w ktérym osiowo symetryczna deformacja
plyty przestaje byé stateczna. W pracy tej anmalizowano niesymetrycznoe drgania
swobodne w sasiedztwie ostowo symetry'cznego stanu réwnowagi.

Prace na temat wyboczenia przy skrecaniu [9], pod wplywem obeigzenia termicz-
nego [10], czy plyt ortotropowych [6, 11, 121 13] poszerzaja wiadomoscei z zakresu
statecznoécl plyt. Optymalizacii ze wzglf;du na wyboczeme plyty sprezyste poswig-
cona jest praca [14]. .

Wiyliscie poza zakres sprezysty pocuaga za soba duze t: udnosm zwmzane z dys-
kretyzacjg wzdtuz gruboém pl'yty W pracach [15, 16,171 18] zajeto sig wyboczeniem
i pozakrytycznymi ugieciami ptyt o idealizowanym przekroju sandwich, ktérego
przyjecie znacznie ulatwia obliczenia numeryczne.

Teoria zredukowanego moduhy stosowana w pretach zostata przeniesiona i uo-
golniona do analizy sprezysto-plastycznych plyt pierScieniowych w [19].

Osiowo symetryczne stany pokrytyczne byly przedmmtem prac eksperymental-
aych [20, 21 i 22] Co

W obecne]j pracy zajeli§my si¢ analizg statecznofci plyt pierscieniowych o prze-
kroju pelnoéciennym, aproksymujac go wielopunktowym przekrOJem, a takZe ana-
lizujac réwnowaznoé przekroju petnosciennego i sandwich. -

Preyicli$my bifurkacyjne kryterium utraty statecznodci, badajqc-moﬁ]iw’oéé wy-
stapienia przy tym samym obcigzeniu dwu stanéw réwnowagi — tarczowej i gietnej.
Podobnie jak w analizie spreZysto-plastycznego wyboczenia ustrojow pregtowych,
przy wyboczeniu plyt korzystamy z dwu koncepcji ustalonego obcigzenia Kirmana
i wzrastajacego obciaZenia wediug Shanleya. Koncepcja Kdrmdna zaklada ustalenie
sie wartofci obcigzenia w sasiedztwie punktu bifurkacyjnego z réwnoczesnym
wzrostem ugieé i pojawieniem sig od razu w chwili wyboczenia stref lokalnych ob-
ciazen. Zgodnie z koncepcjg Shanleya zaréwno obcigzenie jak i ugigeia pozakrytycz-
ne wzrastaja, a powstale w pewnych obszarach plyty strefy lokalnych odciazed
53 wynikiem dopiero pokrytyeznych ugieé. '

Zajmiemy si¢ w pracy jedynie kolowo symetrycznym obcigzeniem, przylozonym
do plyty o takich parametrach, Ze w stanie pokrytycznyin utrzymuje sie kolowo
symetryczny stan napregefi, odksztalcefi i przemieszezen. Aby moéc opisaé stany
pokrytycznych ugieé stosujemy teorig matych odksztalcen lecz duZych przemiesz-
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czefi. Plyta wykonana jest z jednorodnego, izotropowego materiatu spreZysto-pla-
stycznego o liniowym kinematyczno-izotropowym wzmocnienin, Zwiazki fizyczne
wynikajace z zastosowania teorii ptynigcia plastycznego, odnoszace si¢ do ideali-
zowanego przekroju sandwich opisane zostaly we wezeéniejszych pracach [8, 161 23].
Bardziej ziozona procedura odwracania zwiazkéw fizycznych dla przekroju pel-
nofciennego byla stosowana przez autoréw zaréwno w problemie statecznosci plyt

jak i powlok obrotowo symetrycznych [8 i 24].
Uktad réwnaf rézniczkowych i algebraicznych opisuje problem peczatkowo-brze-
gowy, ktéry rozwigzemy metoda pélodwrotng bezposredniego numerycznego cal-

kowania [8].

W pracy poslugujemy sig wwlkosmam; bezwymlarowyml stosujac nastqpumce
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odksztalcenie i naprezenie na granicy plastycznodei

parametr Odgvista,

uogolnione odksztalcenia powierzehni §rodkowe,

wzgledne odksztalcenia i bezwymiarowe naprezenia wzdiuz kierunkdw
gtownych,

parametr zaklOcenia,

macierze sztywnodci lokalnej i przekroju wystgpujace w zwiazkach
fizyczoych,

intensywno§¢ obciazenia zewnetrznego,

sity przekrojowe: sita podiuina i moment zginajacy.

gruboici: poréwnawcza dla przekroju pelnoéciennego, dla przekroju
sandwich,.

pole powierzchai przekroju semdwich i pelnoscienmego,

wskaznik przekroju sandwich i pelnosciennego,

parametr umownego czasu fteorii plastycznodci — quasi—czas,
skiandowe wektora przemieszczenia powierzchni Srodkowej,

Z parametr charakteryzujacy stan gigtny,
&= E!ﬁo, x=%{, promiei kola réwnelesnikowego przed i po odksztalceniu,
p=5tho & [—1/2,1/2] bexwymiarowa wspohzedna wediuz gruboded plyty,
X, Y wektory wierszowe swobodnych wartodci poczatkowych i warunkow
brzegowych,
{ )Y =0()of pochodua przestrzenna,
(") =9 ()/or pochodna wzgledem czasu,

ZAKRES OBOWIAZY WANIA ROZWIAZANIA KOLOWO-SYMETRYCZNEGO

Analiza kotowo symetrycznego wyboczenia plyt pierdcieniowych w zakresie

sprezysto-plastycznym wymaga podania granicznych parametréw plyt, do ktdrych
obowigzuja sprezyste rozwigzania, a kolowo symetryczna forma wyboczenia (n=0)
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odpowiada najnizszemu obciazeniu krytycznemu. W plytach pierSciemiowych
obciazenie krytyczne i posta¢ wyboczenia zaleza w istotny sposéb od stosunku pro-
mieni konturéw plyty pierScieniowej (rys. 1), f=b/a, oraz od warnnkéw brzego-
wych [1].

Hiperboliczna zaleznoéé laczy bezwymiarowy promiefi zewngtrzny plyty a=d/7
Z obcigzeniem krytycznym, odpowiadajgcym sprezystemu wyboczeniu:

- K‘---
4(1-vHate, a D

K K pha*
(21) pkr= -_f

Wartodci X okreslone sa w odpowiednich tablicach w pracy [2] dla roznych typow
plyt. Obecnie rozwazania beda ograniczone do dwu rodzajéw warunkdw brzego-
wych na konturze zewnetrznym: przegubowego podparcia lub zamocowania
z mozliwoscia przesuwu w plaszczyZnic §rodkowej (rys. 1). Kontur wewnetrzny
Jest swobodny. Plyta jest obcigzona na zewngtrznym konturze réwnomiernie roz-
lozonym ciénieniem radialnym p=p, =p/c,, p,=0. W tablicy 1 zestawimy w kolum-
nie 3 i 4 wartosci K dla réznych f i warunkow brzegowych.

Tablica 1
L K af!
/5 PP pa" o —, ]
L. [

B _ o e a—  — e &g
0,8 0.180 0,210 17775 552 314,24 1 55,39
0,7 0,255 0.323 12003 587 2'16,% 4796
0,6 0,320 0,438 52086 631 169,671 4440
0.5 0,375 0557 7074 687 13735 ¢ £2.80

R _ |
0,4 0,420 0675 5099 759 11018 ¢ 42,50
G,3 0,45% 0,791 5110 853 95,04 | 43,30
0,2 0,48G 0,894 3736 971 8823 | 44,98

Przy obcigzonym konturze zewngtrznym pierwsze odksztalcenia plastyczne po-
jawiajg si¢ na konturze wewnetrznym, dla ktdérego naprezenia, zgodme Z TOZWig-
zaniem Lamégo wynosza ;

(2.2) 0=q[o,=0, op=d,/o,=2p/(1— ).

Rozpatrujac warunek plastycznoéci dla punktu na konturze wewnetrznym,
moZzemy okresli¢ cisnienie powodujace pierwsze uplastycznienia:

2.3) 0,=0,=1.0 »p"'=(1-*)[2.
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JeSli podstawimy p* do wzoru (2.1) na obciaZenie krytyczne, to obliczymy
graniczng smukio$é plyty o', Plyta przy ustalonym § i 4> a® bedzie ulegala kotowo
symetrycznemu wyboczeniu, pracu ac w zakresie sprezystym. Natomiast przy a< gt
juz w stanie tarczowym przedwyboczeniowym wystapia uplastycznienia, ktdre
‘rozwijaja sie od konturu wewngtrznego. Zwiazek pomiedzy 4 i § przedstawimy
na rys. 21 w tablicy 1 w kolumnie 6 1 7. Jak zaznaczono na rys. 2, najnizsze obcig-
zenie krytyczne, odpowiadajace kolowo symetrycznej formie réwnowagi w zakresie
sprezystym, otrzymujemy dla plyty przegubowo-podpartej, bez wzgledu na wartosé
B. W przypadku brzegu zamocowanego § powinno byé nie wigksze od 0,5.

aft

' S/
120 /

60

021 04 0p| pet/e
Rys. 2

W tablicy 1 podano obok wartoéci p®, takZe warto$ci nosnoéci graniczne plyty
P* (B). Jest to obeigZenie, przy ktérym w plycie nie istnieje obszar sprezysty w stanie
tarczowym. Wartosci p* wynikaja z rozwiazania réwnania przestepnego [25]:

SRR il 11 LY il
———= -~ —arc — -111,
g b - psr_,_]/ 43 (2 P 2 \2 & 3 (p)?

wiazacego parametr geomelryczny plyty Bz p*.

W wyniku numerycznej analizy podamy w dalszym ciggu wartosci p (a). Wyzna-
czymy W ten sposGb krzywe, ktdre dla réznych koneepeji wyboczenia oraz charak-
terystyk materiatu sprezysto-plastycznego beda przedtuzeniem hiperbol (2.1), odno-
_szgeych sig jedynie do stanu sprezystego. Rzedne na nzupetnionych krzywych, beda
sig mieécily w przedziale [p®, p¥]. Rys. 3 podaje wartosci réznych parametréw
geometrycznych i obciazeniowych, otrzymane z analizy sprezysto- plastyczuych plyt
o przekroju sandwich.

Wymiarowe parametry geometryczne plyt pierscieniowych beda wynikaly ze
spetnienia warunku réwnowaznodei przekroju sandwich i pelnosclennego Przyjmujac,
ze oba przekroje maja jednakowe sztywnoéci na rozcigganie i Zginanie, otrzymujemy

zaleznosci pomigdzy parametrami charakteryzujacymi przekrdj sandw1ch S)—4d, h,
ipetnodcienny (P)—1, (rys. 4):

2.5) d=h,j2,  he=h,/3.
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Rys. 3

W pracy uzywamy bezwymiarowe wielkodei geometryczne odnoszone do gru-
bokci k, w przekroju (S) i h, w przekroju (P). Dlatego na osi poziomej na rys. 3
okreslono zaréwno bezwymiarowy promieft g, jak i a, Dla plyty zamocowanej
graniczne smuklofci wynosza odpowiednio a¥'=137,75 i a¥=79,53. Zmieniajac
podparcie na przegubowe obniza si¢ wartoéei do a,=42,8 i a,=24,71.

3. PODSTAWOWY UKLAD ROWNAN SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH
: PLYT PIERSCIENIOWYCH

Réwnania rézniczkowo-algebraiczne, wyprowadzone w [15] stuza wyznaczeniu

kolowo symetrycznego stanu gigtnego a takie tarczowego sprezysto-plastycznych
plyt. Skladaja si¢ one ze zwiazkow geometrycznych ‘

u'=l'cos p—1, o'=l'sing, ¢'=gk,

u sinq} -
_(3-1) 9,= P k= e’ P'=1+8,9;, x=(+u,

ey=0,+ks ¢, j=1,2, ()=0()o;
réwnafn réwnowagi

r

ny=(nz—n;) - 008 9—ny 9 B 0,

(3.2)

'

m'1=(m2—m1)‘3c— cos ¢+2m I'tg o,

zwigzkéw fizycznych
(3.3)

‘§J=Ejk * éks js k=1! 2, ()=-'3 ( )/31’-‘
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gdzie przyjeto nastepujace bezwymiarowe wielkosei:
x=f/ﬁo’. é=E/ﬁO’ C=f/ﬁo, B=5/I_10, u=ﬁ/ﬁo,
Sy=8;lop €58 e,

Powyzsze zwigzki fizyczne odnosza si¢ do dowolnego punktu przekroju £, w kté-
rym zaklada sig istnienic plaskiego stanu naprezen. Elementy macierzy lokalnej
sztywnosci Ej, zaleza od aktualnego stanu naprezen, odksztalcenr i uplastycznied
oraz od wlasnofci materiatu (przyjeto liniowe izotropowo-kinematyczne wzmoc-
nienie — o odpowiednich wspélczynnikach 4 i C [i7, 18, 23]).

Wystepujace w réwnaniach roéwnowagi uogélnione napreZenia definiujemy po-
przez naprezenia 5; (§) w zaleznoéei od typu przekroju. I tak w przypadku przekroju
sandwich zaleinofci te maja posta¢ sum:

i 1
(3:4) ﬁj=_ (87 +5), mj=5 G5 -8,
+_ﬁ . Lo -2+
‘v=\?/FL m n4/(F 5p) m:L -
l AT m,,- m,JMpr) ] =
' H et Fas) -
i =4 P W2 | ¢=
¢=¥/h, i u- u/ﬁ ?_2‘{ 2/
X = )?/h i o Chs
- ﬂ =F.d,
a:) b) Wo hs

Rys; 4

gdzie przez +,.—. ézﬁaczono gérng i dolng warstwe (rys. 4b). W przekroju pelno- -
fciennym, aproksymowanym wielopunktowym przekrojem (rys. 4c), wystgpuja
w definicjach vogdlnionych sit nastgpujace calki:

‘ 1i2 ) Yz
(3.5) n_,—O'p f Sj dC! M=o, 52 f Sj Cdé’.
-—I,’Z ~1{2

Wykorzystujge hipotezg Kirchhoffa-Love’a oraz lokalne zwiazki ﬁzyczne (3.3
moZemy wyrazi¢ uogélnione naprezenia przez uogolmone odksztalcema

(3.6) . fiy=D%, 3+ DY ki, 11,/6=DY, 3.+D3, ke,
gdzie calki D}, beda obliczane przy wizycin wzoru kwadraturowego:
o 1{2
3.7 Dy= [ Eylod= 2 Z, (B, ..
. —-1f2

Szczegolowy opis procedury odwracania zwigzkéw fizycznych dla przekroju
sandwich mozna znalez¢ w [15, 23], natomiast dla przekroju pelnodciennego w [24].

W kazdym punkcie plyty na danym przyrodcie umownego czasu okredla sig
na podstawie znaku, przyrostu intensywnoéci naprezefi typ zachodzacego procesu.
Gdy ds,>0 mamy do czynienia z procesem akiywnym, gdy ds;<0— z procesem
biernym. : ' '
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4., ZASTOSOWANIE METODY WSTRZELIWANIA DO ROZWIAZANIA STANU
TARCZOWEGO I GIETNEGO PLYTY PIERSCIENIOWEF

Podstawowy uklad réwnan, rozdzielonych wzgledem pochodnych geometrycz-
nych ( )'=8( )/e€ i czasowych (*)=4 ( )/t opisuje dwupunktowy problem brze-
gowy dla kazdej dyskretnej warto§ci umownego czasu 7==1,. W dalszym ciggn
bedziemy wyznaczali w przestrzeni obcigzeniowo-przemieszczeniowej ciezke tar-
czowych lub gietnych stanéw réwnowagi.

Z réwnah réwnowagi oraz czefci zwigzkow geometrycznych utworzymy ukiad
rownafi kanonicznych o pochodnych przestrzennych:

#'=I' cos p—1=(l+¢, ) cos ¢—1,
v'=/"sin p=(1+¢, 5;) sin ¢,

4.1 p'=e,ky, -
ny=(n,—n;) (1 +2, 2,) (cos p)/x—n, &, k1 189,
my=(m;—m,) (1+2, 5, (cos ¢)/x+2n, (1+8&, 2,)tg .

Definiujac wektor stanu y jako

@2 . y={u,v, ¢, ny, m},

mozna powyzszy uklad réwnai napisa¢ w skréconej postaci:

(4.3 y'=f(y, &.

W trakcie catkowania odpowicdniego kanonicznego ukladu réwnah okreslimy
skladowe nastegpujacych wektoréw: wektora stanu y € R™, uogdnionych naprezen
QQ 1 odksztalcei g. W stanie tarczowym sa to wektory

(44) y={us nl}s Q-"—"{nls nZ}: q:{als 32} »

w stanie gigtnym
(4'6) Y‘“—"{us v, p, Ry, m1}, Q={niﬁ Py, My, m2}5 q={31’ 92 K1, kl} .

W wektorze wejscia prayjmiemy czgéé sktadowych z warunkéw brzegowych y,,
cz¢56 jako umowny czas badZ jako swobodne wielkodei poczatkowe y," =X, Skia-
dowe wektora wyjécia y, musza uwzglgdniaé warunki brzegowe y =Y lub stero-
wanie umownym czasem. Dokladny opis wektora wejécia 1 wyjécia przy réinych
warunkach brzegowych podany jest w tablicy 2. Wektory X, Y € R", gdzie n=nif2
i oznacza 1zad zagadnienia brzegowego. W stanie tarczowym mamy n=1, w stanie
gigtnym, =2,

: Kolejne punkty na §ciezce tarczowych stanéw otrzymujemy zwigkszajac sta-
tyczny umowny czas 7, jakim jest obciazenie plyty v'=p=-n; (o) lub 7'=p=
== —#; (A7) (schematy a, b w tablicy 2). Zaburzenie stanu tarczowego oraz powigk-
szanie pokrytycznych ugieé uzyskujemy przez przyjecie werastajacych wartodci kine- .
matycznego umownego czasu. Jako taki parametr bedziemy przyjmowali jedna
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ze skladowych wektora wejécia stanu gigtnego y, (tabl. 2). W dalszym ciagu jako ©
przyjmiemy @, kidre oznacza kqt obrotu stycznej do powierzchni §rodkowej w po-
czatkowym punkeie numerycznego calkowania.

. Tablica 2
SCHEMAT ' - =g
eern T _ P —* i,,g 2 &
Yol 4yl | s 3 el
= u_."‘l’\' ) =
TARCZOWY 2 ¢ J 4= {wm ]

ﬁo:{u{a,n‘ln} : {3:“,5:}:{)(4‘0} §o='{u °;“40}:(51:T5:}= {X,«"T{S
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5. METODA WYZNACZANIA OBCIAZENJA BIFURKACYINEGO

Przy okresleniu obciazenia krytycznego sprezysto-plastycznych plyt korzystamy
podobanie jak w zakresie sprezystym z kryterium bifurkacyjnego utraty statecznosci.
Otrzymujemy jednak w tym przypadku caly przedziat zawarty pomigdzy obcigie-
niem krytycznym odpowiadajacym koncepcji wzrastajacego obcigZenia Shanleya
i ustalonego obciaZenia Kdrména.

Rozwazania bgdg dotyczyly gléwnie ukladdw idealnych, to znaczy piyt plaskich
w konfiguracji poczatkowej, obcigzonych éciSle w plaszozysnie $rodkowej. Miarg
imperfekeji moze byé na przyklad mimogréd obciazenia ¢ (rys. 5).

Zgodnie z uwagami zawartymi w punkeie 2 mozna tak dobra¢ parametry pliyty,
np. a,=28.8>a%'=24.8, aby wyboczenie nastapito zanim pojawia sie odksztalcenia

:
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plastyczne (rys. 5a). Otrzymujemy wéwczas punkt bifurkacji, z ktérego wychodzi
4ciezka kolowo symetrycznych stanéw pokrytycznych. Dla plyty o @,=20,0 (rys. 5b)
wyznaczamy natomiast caly obszar mozliwych stanéw pokrytyczaych, zawarty
pomigdzy krzywa (W) wychodzaca 7 punktu {psy, 0) zgodnie z koncepcja wzrastaja-
cego obcigzenia Shanleya a krzywa (U) rozpoczynajaca sig w punkcie (pk, 0), odpo,
wiadajacym obcigzeniu Kérména. Na rysunkach zostaly naniesione takZze krzywe
itustrujace zachowanic si¢ plyt nieidealnych (¢#0). Dla plyty o a,=20, krzywe
p (z) zmierzaja od dotu do jedynej §ciezki pokrytycznych stanéw idealnej plyty,
wyboczonej w stanie sprezystym, Na rys. 5b krzywe p (v) przedstawiajace od poczatku
fciezki gietnych stanéw réwnowagi zblizaja sig do krzywej (W), okreflonej dla
analogicznej plyty idealnej.

Stosujac przyrostowe zwiazki fizyczne teorii plynigcia plastycznego wyznaczamy
kolejne punkty na fciezce standw réwnowagi tarczowej lub gietnej. W pierwszym
ctapie realizujemy stany tarczowe, przy nalozeniu wigzéw uniemozliwiajagcych wy-
stepowanie efektéw gigtnych. Zgodnie z kryterium bifurkacyjnym badamy w kazdym
punkcie (p;, 0) (rys. 6) wartosc obciazenia p,, ktére musi byé przylozone do plyty,
bedacej w wymuszonym, bliskim stanie gietnym,

©p =i [{Fs)

T pyp

Py b -

=1 P 2P

o, T
t a4

/;7« Pz= Pu
S

Py

bz )
Rys. 6

Zgodnie z rys. 6 wychodzac z punktow p;<psa otrzymujemy stale prawie jed-
nakowe wartosci cifnienia p,=p,. Wewnatrz przedziatu p, € [psn, Pxl obcigzenie
p. W stanie zakléconym spelnia nieréwno$¢ p,>p,. Osiagnigcie g6rnej granicy
przedzialn nastgpule, gdy p,=pc=0..

6. ANALIZA PROCESOW ZACHODZACYCH W PLYCIE W CHWILI WYBOCZENIA

W dalszym ciagu zajmiemy si¢ dwiema plytami {rys. 7) o stalym stosunku pro-
mieni konturéw bfa=0,5, lecz o réznych warunkach brzegowych. Dla plyt o para-
metrycznych i materiatowych podanych na rys. 7 przeanalizujemy zjawiska zacho-
dzace przy obciaZeniach krytycznych wedtug koncepcji Kérména i Shanleya, ktore
wynosza odpowiednio: dla plyty przegubowo podpartej Psn=0,535, px=0,566
dla zamocowanej pg=0,411, p=0417. .

Obliczenia byly wykonane dla plyt o przekroju sandwich (S) i penosciennym
(P), aproksymowanym wielopunktowym przekrojem o liczbie weztéw aproksymacji
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R=3, 5,7,9. Zwigkszenie ilofci wezléw aproksymacji (R) nie wplynelo na otrzy-
mane wartosci obcigkenia krytycznego, ze wzgledu na rozpatrywanie w punkcie
bifurkaeji dwu bliskich stanéw réwnowagi: tarczowsj i gigtnej. W stanie przedwy-
boczeniowym wystepuje w tarczy jednorodny wzdiuz wysckodci rozktad naprezen
i uplastycznien, mierzonych parametrem Odqvista. Zwigkszenie liczby wezléw
aproksymacji w przekroju poprzecznym umozliwia dokladniejsze okreslenie wzdhuz
grubodci plyty granic stref spreZystych i plastycznych, zmieniajacych sig w trakcie
powigkszania sig ugieé pokrytycznych. Mozna ponadto dokladniej opisaé zjawiska
wystgpujace w punkcie bifurkacji, a tym samym réznice w koncepcjach Shanleya
i Kirmdna. ' :
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Rys. 7

W plycie o schemacie jak na rys. 7a przy obciaZeniach pgy jak i p¢ uplastycznienia
pojawiaja si¢ jedynie w bliskim sgsiedztwie konturu wewngtrznego. Poréwnujac
dwa sasiednic stany réwnowagi w przestrzeni (p, Z) o wspétrzednych (psg, 0)
i (psu+ Ap, Z) otrzymujemy zgodnie z koncepcja Shanleya wzrost obcigZenia oraz
pojawienie sig stref biernych proceséw (wezly aproksymacii »=7, 8,9 na skutek
pokrytycznych ugieé (rys. 7a). Pomigdzy stanami (pg, 0), (px, Z) obcigZenie nie
ulega’ zmianie (koncepcja Kdrmdna), ale w wyniku powstania stanu gietnego wy-
stapi dalsze uplastycznienic powyzej powierzchni Srodkowej, a na samej powierzchni
i ponizej niej strefa odeigZeri (dla R=9 beds to wezly r=>5-9). Jak pokazemy dalej
na rys. 4, na Sciezce (W) znajduje sig punkt graniczny p® <py, w ktérym strefa bierna
osiggnieta w trakcie wzrostu ugieé, ma taki sam zasieg jak przy obcigZeniu pyg.
Z tego tez wzgledu, jak i z powodu nieznacznej réZznicy miedzy wartodciami pey 1 pg,
§ciezki (W) i (U} sa bardzo bliskie, a w plycie na kolejnych krokach czasowych Az
nastgpuja takie same procesy bez wzgledu na to, czy $ciezka wychodzita z punktu

(psn, 0) czy (py, 0).
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Na rys. 7b pokazemy rozwdj stref wzdiuz promienia plyty, przy przejsciu od
stanu tarczowego do gietnego w sasiedztwie punktu bifurkacji. Plyta przegubowo
podparta byla w znacznej czeci uplastyczniona juz w stanie tarczowym. Zasieg
strefy procesu biernego zalezy od tego, czy bliski stan gigtny byt wymuszony w po-
blizu punktu bifurkacji Shanleya czy Kirména. ‘

Na podstawie wykonanych przykiadéw numerycznych odnoszacych si¢ do plyt
o roznych parametrach geometrycznych i materialowych mozemy stwierdzic, e
obcigzenie krytyczne okreslonej plyty otrzymane dla réZnej liczby weziéw aproksy-
macyjnych w pelnociennym przekroju jak i dla przekroju sandwich praktycznie sig
nie réinig. W pracy [17] przytoczono obliczone wartoSci obciaZefi krytycznych,
uzyskanych dla przekroju ($) dla réznych parametréw wzmocnicnia i ksztaliu
plyty przegubowo podparte;j.

7. STANY POKRYTYCZNE PLYTY PELNOSCIENNES I ROWNOWAZNE] O PRZEKROIU
: SANDWICH

Krzywe p (1) zostaly wyznaczone dla plyt o przekroju petnosciennym lub san-
dwich. Przebieg funkciji p (t) écisle zalezy od sztywnofci ptyty, ktorej zmiana wynika
z rozwoju réZnych procesdw, zachodzacych w trakcie sprezysto-plastycznego od-
ksztalcania sie plyty. Przekréj sandwich ma parametry ksztattu tak dobrane, aby
w zakresie sprezystym jego no$no§é na rozcigganie i zginanie byla réwnowaZna
noénosci przekroju pelnodciennego. Dwie warstwy przekroju sandwich maja wias-
noéci, a tym samym wartodci naprezen i odksztalcen, uérednione z dwu przedziatéw
—h2< 2501 0<z< Af2. W wielopunktowym przekroju o niepatzystej liczbie wezidw
aproksymacji R>3 opisujemy zjawiska zachodzace na powierzchni $rodkowej
i posrednich widknach, Dla R=3 nic ma mozliwoéci uchwycenia proceséw W po-
§rednich powierzchniach réwnooddalonych od $rodkowej. Stad pochodza wigksze
rdznice miedzy rozwigzaniami uzyskanymi dla R=21 R=3 niz R=21 R=5. Krzywe
P (7) otrzymane dla przekroju S i 7-punktowego sa bardzo zblizone i leza pomigdzy
krzywymi wyznaczonymi dla R=3 (P) i przekroju (S).

Pierwsze przyklady numeryczne [17] dotyczyly plyty o przekroju (S). Dobralismy
w nich tak parametry geometryczne i materialowe, aby uzyskaé réine przebiegi
funkeji p (z) (rys. 8). W dalszym ciagu wykonali§my obliczenia dla przekroju pel-
nofciennego o 3,5 lub 7 wezlach aproksymacji. Na podstawie tych przykladow
mozemy stwierdzié, Ze przekrdj pigciopunktowy w wystarczajacym stopniu umozliwia
wyznaczenie rozktadu stref réznych proceséw wzdtuz grubosci plyty. Dalsze zwigk-
szanie R nie wplywa w istotny sposéb na rozklad parametru é, (k, r), ani na war-

tofci &, w skrajnych wiSknach.
' Rysunck 8 zawiera oprécz krzywych p (¢) okreslonych dla plyty o przekroju
sandwich [17], &ciezki stanéw réwnowagi wyznaczone dla aproksymacji S-punktowej.
Na rysunku tym wykazali$my wplyw stalych materialowych na obcigZenia krytyczne
Psa 1 px oraz na ogdlng sztywnosé plyty, ujawniajaca sie w przebiegu funkeji p (z).
Dla materialu o kinematycznym wzmocnieniu (4==0,0, C=0,333) lub izotropowym
- (4=0,5; C=0,0) réznice pojawiaja sie dopiero wtedy, gdy w plycie rozpoczynaja
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sig wtorne uplastycznienia. Przedzial pomigdzy pey i px wynosi odpowiednio [0,533;
0,566]. W pordwnaniu z przekrojem 5-punktowym, w plycie () uchwycone zostaja
wtorne uplastycznienia dla wyzszych wartoéci 7. Dlatego. przy réznych parametrach
T=Z2 nastgpuje rozdzielenie si¢ krzywych przy réiznych wzmocnieniach. W plycie
wykonanej z materialu o kinematycznym wzmocnieniu nastgpuje szybszy wzrost
uplastycznien w momiencie powstania wtérnych uplastycznied. Ujawnia si¢ to
obnizeniem. krzywej (WK) w stosunku do (WI), rys, 8.
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Przyjecie materiatu idealnie sprezysto-plastycznego (A=C=0,0) obniza obcia-
Zenia krytyczne: psy==0,481, py=0,512. Mozemy stwierdzi¢, #e nizsze obcigzenie
wywotuje w plycie idealnie sprezysto-plastycznej taka samg linig ugiecia jak w plycie
wykonanej z materialu ze wzmocnieniem. W pierwszym przypadku przy poréwny-
walnych ugigciach otrzymujemy wigksze wartoSci parametru Odgvista, co daje
mniejsza sztywnos$é plyty i opadajaca krzywa p (7). '

Kolejne rysunki pokazujg wplyw aproksymacji przekroju poprzecznego na prze-
bieg p () przy stalych materiatowych 4=0,5, C=0,0 (trys. 9) i A=C=0,0 (rys. 10).
stosowanie przyrosiowych zwigzkéw fizycznych umozliwia Sledzenie procesdw
wzdiuz calej sciezki standw pokrytycznych. Dla kazdego dyskretnego punktu (k, r)
przechowywane sg W pamigci maszyny warto$ci naprezen s;, odksztalcen e; dla

Rozprawy Inzynierskie — 3§
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1

je=1, 2 i parametru Odgqvista &,. Przesledzenie wartosci &, w calej plycie, przy roznych
aproksymacjach (R=2, 3, 5, 7), pozwala wy a$ni¢ réZnice pomigdzy krzywymi p (7).

Zmiany sztywnoéci plyty zaleza od chwili pojawienia sig i zasiggu stref biernych
a takZe witérnych uplastycznien. Najgléwniejsze zmiany typéw proceséw zachodza
w przedziale 7 € [0,02; 0,07], co odpowiada ugi¢ciom plyty pelnoscienne o, =v,/h;,
v, € [0,18; 0,64] i plyty o przekroju (8) v,=v /A, € [0,32; 1,11]. Ze wzgledu na usta-
lenie sig stref moiemy stwierdzié znaczne polepszenie zgodnosci wynikéw dla réz-
nych R przy zaawansowanych ugieciach.
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Krzywa (W) wychodzaca z punktu bifurkacyjnego (psy, 0) ma istotne znaczenie
ze wzgledu na wystgpowanie na nigj punktu granicznego. Z tego punktu, jaki z punk-
tu (px, @) moze nastapié¢ przeskok, jesli krzywa p () ma cze$¢ wznoszaca sig po-
czawszy od tak zwanego dolnego punkiu krytycznego. Zjawisko to jest wazne
'Z tego wzgledu, Ze temu samemu obcigZenin odpowiadajg po przeskoku znacznie
wigksze wartosci ugiet. Ponadto uktady zaburzone, przy parametrze imperfekcji
zmierzajacym do zera, maja fciezki réwnowagi przyblizajace si¢ asymptotycznie
od dolu do krzywej (W). W ukladach takich nie mamy do czynienia z bifurkacja,
a jedynie z osigganiem punktu. granicznego, skad moze nastgpié przeskok.
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Inny wykres ma krzywa p (r), wyznaczona dla plyty zamocowane) wzdiuz kon-
turu zewnetrznego (rys. 11). Zaréwno na krzywej (N) jak i (W) znajduja si¢ punkty
graniczne, odpowiadajace gérnemu cis$nieniu. Na podstawie wynikéw otrzymanych
przy 9-punktowej aproksymacji przekroju petnoéciennego mozemy doktadnie opisaé
procesy zachodzace w plycie w trakcie powigkszania si¢ pokrytycznych ugieé
(rys. 11b). Nagla zmiana sztywnofci plyty przed punktem p? wynika z powigkszenia
sie strefy biernej wzdluz grubosci przekroju plyty na kontwmize wewngirznym, az
do objecia tym procesem calego przekroju. W przedziale Z e [0,03; 0,040] znika
catkowicie sprezysty przekrdj i réwnoczesnie pojawiaja si¢ uplastycznienia przy
zamocowanym konturze zewnetrznym, ktdre rozwijajg si¢ w kierunku osi symetrii
kotowei. .
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Gérne cignienie krytyczne zalezy od aproksymacji w ten sposob, Ze jego war-
tofci sa bardzo zblizone dla R=5,7, 9, (pl,=0,437) i mieszczg sig¢ w przedziale
[psy; Pls):=10,429; 0,454]. Poréwnujac wyniki otrzymane dla R=5 i R=9 przy
zaawansowanych stanach pokrytycznych, a w szczegolnoSci uplastycznienia na
powierzchni $rodkowej i w skrajnych wiéknach, mozemy stwierdzi¢, ze S-punktowy
przekroj jest wystarczajaco doktadng aproksymacja, przy réwnoczesnym mniejszym
czasie obliczefi i obszarze zajmowane] pamigei maszyny.

8, UwWAGI KONCOWE

Praca jest uogdlnieniem metody wyznaczania obciazenia krytycznego i analizy
stanéw pozakrytycznych na przypadek przekroju pelnosciennego, aproksymowanego
rownowamym zastgpezym- przekrojem wielopunktowym. W poréwnaniu z [17]
gdzie rozwazono plyte przegubowo podparta o idealizowanym przekroju sandwich,
rozpatrzono réwniez przypadek brzegu utwierdzonego.

W obecnej pracy zastosowano réwniez metode wstrzeliwania — bezpodredniego
numerycznego catkowania. Metoda ta byla z powodzeniem stosowana do okreélania
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nie tylko obciazen krytycznych i pozakrytycznych ugieé plyt piercieniowych, ale
takze do badania pokrytycznych standw cobrotowo symetrycznych powlok spreZysto-
-plastycznych [8 i 24]. W pracach [8 1 26] zajeto si¢ w oparciu o tg metode przysto-
sowaniem sig powlok i rur obrotowo symetrycznych do zmian temperatury i cis-
nienia. W polaczeniu z metoda ortogonalizacyjna metoda bezposredniego numerycz-
nego catkowania umozliwila wyznaczenie niesymetrycznych ugieé sprezystych plyt
pierscieniowych [7].

10.

11,

Obliczenia byly wykonywane na maszynie CDC CYBER 72, N
Praca byla czgfciowo wykonanywana w ramach tematu wezlowego PW 05.12.
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PeswmMme

VCTOMYMBOCTE W TIOCHEKPATYECKIAHN AHAJI3 VIIPYTOIIACTHYECKHAX
KOJBITEBBIX TIMACTIH

B paboTe npaMEHASTCS HONY0 OpaTHE MeTO KYMePHYCCKOTO HHTErPHPOBARKA KX PACYETy KpPH-
THYECKHX HATPY30K & TAKKES K aHa/M3y NOCAEKPRENYECKOTO COCTOAHMA YIPYFO-TUTACTHIECKHK KOTb-
TeBRIX JuacTuy, TIpemmenoraercd, 1T0 WIACTHHA HMEET CCYCHHO THOA ,,CCHNBHX,, HIN CIONONIHOS
CeveHHe ANPORCHMAPOBAHROE SKBABAICHTHEIM MHOIOTOYSTHEIM cederuen. TIDHHATO, 110 THACTHHA
MBLOTORNEHE M3 YOPYTO-IIACTHYCCKOFO MATCDHANA ¢ JUHEHHBIM HIOTPOIHO-KHHCMATEYCCKAM
VIPOWHEHHEM OMHCHBACMEIM YPOBHEHHAME [OIACTHYCCKOI'O TedeHHd. PacCymieHus orpanaqH-
JIACH X CUMMETPAYHERM (hopMan TPOATLEOro uaruba. B mpumMepax NPHHAMAETCA TAKMS IPEHCTh-
HEIE YCAOBHA HIH OTHOHIGHMA PalmycoB, TroOH PacTATANHAS HATPY3KA ABIIANACE HAliMEHGITAM
(OCHOBHBIM) KPHTHMCCKHM nasneHHeM, KpUTAYeckas HATpyska ObDNa ORpeNelera BOZMYUICHEEM
M3 ILTOCKOTO COCTOMHHA H PacieToM GIm3koro marmbaemoro coctosmmd. A ynpyro-mmactmdec-
KHX QIACTHH ONPEACIIIOTCA KPHTHIECKHS HATPY3RE COTIACHO KOHUSNIY BO3PACTAIOMEH HATDYIKH
IMaxnen u ycraResmseiica Harpysu KapMata, Ha 0CHOBS HeJMHSHERIX YporHeant GoNsmmx npo-
ruGoB A MANLIX Te(hOpPMATMIl BLIMKCIENE! HOCHEKPUTHYECKAE MPOTADEL,

SUMMARY

STABILITY AND POSTCRITICAL ANALYSIS OF ELASTIC-PLASTIC ANNULAR PLATE

In the paper a semi-inverse method of numerical ingegration is applied for calculation of bi-
furcation loads and for analysis of posteritical states of elastic-plastic annular plates, Tt is assumed
that a plate has an idealized sandwich-type cross section or full walled cross section approximated
by an equivalent multipoint cross-section. The material of the plate is elastic plastic with linear
isotropic and kinematic strainhardening, described by the theory of plastic flow equations. The
considerations are restricted to axisymmetric buckling, In numerical examples such houndary
conditions and values of the ratio of radii are assumed, that computed load is the lowest critical
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pressure. The critical ioad is determined disturbing the plane stress state and calculating the ncigh-
bouring bending equilibrium state. For an elastic-plastic plate the critical load is calculated according
to the Shanley conception of increasing loading and Kdrmdn’s approach of stationary loading.
Nonlinear equations of large-displacements and small deformations are used to compute post-
critical deflections.
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