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NA OPTYMALNE PRZESTROJENIE(¥)

BOGDAN QLSZOWSKI (KRAKOW)

" Na przykiadzie belki dwuprzestowej wykonujacej drgania gigtne pod wplywem wymuszenia
harmonicznego o ustalonej czgstosci kolowej przeprowadzono analize numeryczng jej widma
czgstodei drgan wlasnych jako funkcji jednej zmiennej decyzyjngj. Na podstawie tej analizy
rozwigzano problem optymalizacii dyskretnej metoda systematycznégo przeszukiwania. Przedy-
skutowano jakosciowe wlasnosci strategii optymalnej w przypadku, gdy zmienna decyzyjna
moze zmieniaé si¢ w sposob ciagly,

WYKAZ NIEKTORYCH OZNACZEN

@ kolowa czestosé wymuszajaca,

w, n-ta kolowa czgstoSé wilasna,

w, n-ta kolowa czgstosé wlasna i-tego podukladu,
B bezwymiarowa czestodt wymuszajaca,

B. n-ta bezwymiarowa czesto$é wilasna.

1. WsIEP

‘Zapobieganie zjawiskom rezonansowym w konstrukcjach poddanych wy-
muszeniom harmonicznym stanowi ciggle nicodtaczny problem- ich projekto-
wania i eksploatacji. Szkodliwo$¢ nadmiernych drgan dla otoczenia, ich
niekorzystny wplyw na procesy technologiczne i zagrozenie zmegczeniowe
samej konstrukcji stanowia przy tym wystarczajaca motywacje dla poszuki-
wania coraz to bardzigj skutecznych metod eliminacji tych oddzialywa.

Sformulowanie problemu optymalnego przestrajania ukladow drgajacych
zostalo podane w pracy [5], a wyniki kilkuletnich badan w tej dziedzinie
omowiono w [8]. Obszerny przeglad literatary zagadnienia mozna znalezl
\ pracach [5-9].

(*) Praca zostala wykonana w ramach problemu wezlowego PW.05.12 .
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Efektywne rozwigzywanie probleméw optymalnego przestrajania kon-

strukcji wymaga stosowania odpowiednich technik numerycznych o bardzo
wysokiej sprawnodci. Ze wzgledu na specyfike zagadnienia dotyczy to w row-
nym stopniu metod analizy dynamicznej, jak rowniez metod optymalizacii.
Z doswiadczefi autora wynika, ze dla celow optymalnego ksztaltowania
zlozonych konstrukgcji pretowych najskuteczniejsza metode analizy dynamicznej
mozna zbudowaé na podstawic modelu skladajacego sie z tzw. Scistych
elementéw skoriczonych w postaci pretow o nieskoriczonej liczbie stopni
swobody. Model taki ma minimalnga liczbe wezlowych stopni swobody,
a scalanie (synteza) ukladu zloZonego z jego poszczegdlnych elementow
moze si¢ odbywaé na rozne sposoby polegajace na zastosowaniu podstawo-
wych metod mechaniki konstrukcji: metody sil, metody przemieszezen oraz
metody mieszanej. Wykorzystanie do obliczania czgstosci drgah wlasnych
koncepcji algorytmu [3, 7 i 10] i zastosowanie przy optymalizacji warunkowej
odpowiednigj transformagji zmiennych meswobodnych w swobodne [1, 21 9],
daje mozliwo$¢ budowania. algorytmow o zupeinie zadowalajacej efcktywnosci
[8.1 9] :
Celem obecnej pracy jest 1) anal:za numeryczna: widma czgstosei drgan
wlasnych vkiadu jako funkgji jego schematu konstrukcyjnego uzaleznionego
od jednej zmiennej decyzyjnej oraz 2) analiza zagadnienia optymalnego wyboru
wartosci tej zmiennej z warunku na przestrojenic ukladu dla danej czestosci
kolowej wymuszenia. Dla celéw studialnych rozwaZania ograniczono do
prostych ukladow pretowych wykonujacych: tylko drgania gietne. Przy obli-
czaniu widm postuzono si¢ metoda dymamicznej syntezy podkonstrukgji.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Zagadnienie optymalnego przestrajania bedziemy analizowaé¢ dla dwu
prostych konstrukcji pretowych (rys. 1a, b) poddanych dzialaniu wymuszenia
‘harmonicznego o ustalonej czgstodci kolowej w. Zadanie bedzie polega¢ na
optymalnym doborze wartoéci zmiennej x = I;/L, okreélajacej polozenie pod-
pory B. Jezeli kolejne kolowe czestosci wlasne konstrukeji oznaczymy przez
w, (x), to funkcje celu mozemy przyja¢ w postaci [§]

(21) : . F{x,0)= min (& — oy, 4 1~ @),

przy czym ; (x), @4y (%) spcima]a warunek w; < o< ®; 1 1. Zadanie sprowa—
dza si¢ wigc do poszukiwania max F (x, a)), przy czym na zmienna x nato-
zymy ograniczenie 00 < x <0, 5

Analiz¢ rozwigzan optymalnych tak sformulowanego problemu przepro-
wadzimy w p. 5. Podstawe tej analizy stanowi¢ bedzie zbidr widm czgstosci
w, (x) odpowiadajaéycbh ciaggowi warto$ci x = 0,0 (0,025)0,5. Dla obliczen_ia _
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kazdego z tych widm zastosujemy metode dynamicznej syntezy podkonstrukcji
[3, 7 i 10].

Realizujac ide¢ tej metody dokonamy: 1) podzialu rozwazanej konstrukcji
na dwie podkonstrukcje drgajace zupelnie niezaleinie od siebie, 2) obliczenia
widm czestodel o, (x), i =1, 2 kazdej z podkonstrukeji i 3) syntezy widm
na podstawie algorytmu {3, 7 i 10]. Podzialu na podkonstrukcje, a nastgpnie
ich syntezy mozna przy tym dokona¢ na dwa rdzne sposoby zgodnie z 1deq
metody sit (rys. 2a, b) lub metody przemieszczen (rys. 3a, b). W p. 31 4
omdéwimy obydwa sposoby postgpowania oraz ich wzajemne wspotzaleznosei.
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W obliczeniach numetycznych natomiast postuZymy sie tylko metoda sil,
rzadziej stosowana w.zagadnieniach dynamiki, a w naszym przypadku nieco
korzystniejsza ze wzgledow algorytmicznych.

3. WIDMA PODKONSTRUKCI
f
Obliczanic widma czestosci drgan wilasnych dowolnej podkonstrukgji
odbywa si¢ najsprawniej na podstawie znajomosct jej sztywnoséci dynamiczriej..
Dla podkonstrukcji o jednym wezlowym stopniu swobody sztywno$é te
mozemy zdefiniowad jako stosunek R/r amplitudy obciazenia wezta do ampli-
tudy jego przemieszczenia wywolanego tym obciazeniem. Odwrotnosé r/R
sztywnosci dynmicznej okredla si¢ jako podatno$é dynamiczna.

- Dla podkonstrukcji w postaci pojedynczych pretow ich sztywnoéci dyna-
miczne wyrazajg si¢ za pomoca odpowiednich funkcji KoLousex'a [4, 111 12].

I tak dla pretow z rys. 4a, b mamyfodpowiednio

3.1) R (w)/r (u) = (EI/}} K5 (u),
A1), o R (u)/r () = (EI/l) K15 (u).

Widma czgstosei drgan wlasnych dla tych pretow otrzymujemy na podstawic
warunku zerowania si¢ ich sztywnosci dynamicznych. Widma te sa wiec
okreélone przez rosnace ciagi pierwiastkow odpowiednich réwnan K, (u) = 0,
K5 ()= 0. Rownania czestoéci dla pretow z rys. 4c, d maja postaé K71 (u) ==
=0,K7s (u)=0 i sg warunkami zerowania si¢ odpowiednich podatnosci
dynamicznych. W tym przypadku widma czgstosci wlasnych sa wiec okreslone
przez rosnace ciggi biegundéw funkcji K; 1 Kjs.

Dla wyjasnienia zwiazku zmienne] u wystepujacej w (3.1), z czestoscia
kolowa o zauwazmy, ze réwnanie roZzniczkowe drgan preta (EI = const)

EIFY (x, )4 pw (x, 1) = 0 o

rfu}
a c !
niu
£ X s S
| | - )
b d-

WM' ' R(U)V
rfu) 3 : . C\(%

Rys. 4
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mozemy sprowadzi¢ do postaci bezwymiarowej

(32) _ W (&, D)+ (mlflef W, D) =0

przyjmujac W = Iw, x = I£, t = tjwg, wo = (n/ly)? \/EI/u, i oznaczajac przez |
dlugos¢ tego preta, a przez I, pewna dowolng wielko§¢ pordwnawcza o wy-

miarze dlugodci. Jezeli rozwiazania rownania (3.2) bedziemy poszukiwaé
w postaci

w (é. 1) = W(£) (A cos ft+ B sin fi1),

gdzie f = w/w, oznacza bezwymiarowa czesto$¢ drgan, to dla wyznaczenia
funkcji "W (&) otrzymamy réwnanie

WY (@) —ut W =0,

w ktorym

(3.3) =@l /B = (i) /wje.

Dla czterech typéw podkonstrukcji wystepujacych w naszych rozwazaniach
ich rownania cz¢stodci oraz widma bezwymiarowych czgstosei w}asnych
B. = w,fw, zestawiono w tablicy 1.

Tabfica 1 ) o= Pawy, wa=(ﬂ/L)2VEJ/p
Schemat preta Ra’whan_r‘a czgstosel B Bz B3 Bn(nz4)
EJ, u
L ———— ini=
ERE; T sinu=0 1000 | 4000 | 9,000 n?

2 | grm—— chu-sinu~shu-cosu=0 | 1562 | 5063 |10,563 (r.wrtJP,ZS)2
3| —R techu-cosu=0 | 03562| 2233 | 6251 | (n-05)2

4 | —— | chu-sinu-shuscosu=0 0" {1562 | 5063 | (n-075)°

4. SYNTEZA WIDMA KONSTRUKCJI
W zaleznosci od przyjetego sposobu podziatu na podkons&ukcjc (rys. 2

i 3) ich dynamiczna synteze przeprowadzamy albo z warunku zgodnoéci'
przemieszczefi (metoda sil, rys. 2a, b)

@1 80 = () )R () =
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albo z warunku rownowagi sit (metoda przemieszczen, rys. 3a, b)
4.2 k(u) = (R; )+R, (u))/r (u) = 0.

Za pomoca funkcji Kolousek’a warunki (4.1) i (42) mozemy zapisaé
odpowiednio dla ukladow z rys. 2a,b i 3a,b w postaci
& (u) = (I/ED) K7 " (u1) +{1/ED) K7 (u3) = 0,
(4 3) 8 () = (I//ED K 1§ (u}+(L/ED K7 (up) =0,
‘ k (u) = (EIfl;) Kq (u1)+(EL/l}) Ky (13) = 0,
k (u) = (EI/l)) K5 (u) HEI/L) Kq (u2) = 0,

gdzie 1,1, sa dlugodciami pretow (rys. 1), a

uy = /B liflo) = /B x,

uy = /B (/o) = 7 /B (1—x)
na podstawie (3.3) przy zalozeniu, ze ly = L i uwzglednieniu, ze [,/L=x,
IL/L=1-—x. '

Zgodnic z koncepcia algorytmu [3, 7 i 10] dzialajacego na zasadzie
wykorzystania wiasnosci ciagéw Sturma, liczbg N czgstosci drgan wlasnych
B, ukladu zlozonego, spelniajacych warunek f, < f obliczymy dla metody sit
i metody przemieszczen odpowiednio ze wzorow

N (B) = N° (B)—I° (§),
@4 N (§) = N* (B)+I* (B).

We wzorach tych N°, N* oznaczaja liczby czgstosci wilasnych p2, % obydwu

n

podkonstrukcji odpowiednio z rys. 2a, b i 3a, b takjch, ze By < B, fF <P, a

I_?:{O dia dé(u)=0,

1 dla &(u) <0,
L* _ 0 dla k>0,
1 dla k{w)<0.

(4.5)

Dla wyjasnienia sensu wzordéw (44) i (4.5} zauwazmy, ze zgodnic z (4.3)
i Tozwazaniami p. 3 zbiory biegunéw funkcji d (u} i k(«) sa odpowiednio
identyczne z sumami logicznymi widm obydwu podkonstrukcji z rys. 2a, b~ |
i 3a, b. Z charakteru przebiegu funkcji 8 () i k (1) pokazanych schematycznie
na rys. 5 wynika, z¢ widmo konstrukcji zlozonej powstaje przez przesuwa-
nie si¢ poszczegdlnych elementéw lacznego widma obu podkonstrukeji. Prze-
suwanie to, znajdujace swoj wyraz we wzorach (44) 1 (4.5), nastepuje
w prawo dla metody sil i w lewo dla metody przemieszczen. WiaZe si¢ to
z nakladaniem wigzdéw kinematycznych przy scalaniu ukladu w przypadku
- pierwszym i ich usuwaniem — w drugim. Z rozwazan tych wynikaja istotne
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Na podstawic wzoréw (4.4) i (4.5) mozna obliczy¢ kazda z czgstosci
wlasnych ukladu zloZonego wykorzystujac znajomo$¢ czestosci wlasnych
wszystkich jego podukladéw. Wyniki obliczen dolnych odcinkéow widm ukla-
dow z rys. la,b przedstawiono na rys. 6 i 7 w postaci zbiordw rzgdnych
funkcji B, (x) odpowiadajacych wartosciom x = 0,0 (0,025)0,5. .

5. ROZWIAZANIA OPTYMALNE

Jak wynika ze sporzadzonych wykresow (rys. 6 i 7) czestosci wilasne
"B, (x) sa funkcjami o wzrastajacej wraz z n liczbie ekstremoéw oraz rosnacej
amplitudzie ich oscylacii. W takiej sytuacji przy poszukiwaniu rozwigzania
optymalnego x* (), odpowiadajacego pewnej ustalonej czgstosci wymuszenia f,
7 reguly nie wiadomo a priori, ktdre z czgstosei wlasnych powinny wystepowac
w okregleniu funkcji celu o dotad stosowanej postaci [5, 8 1 9]

F (x, p) = min (B—B; (x), Bis1 ()= B).

Zaleznie od wyboru wartosci f moze si¢ bowiem zdarzyé, Ze ta sama z czestoscei
wlasnych bedzie oscylowad wraz ze zmiang wartosci zmienngj x przyjmujac
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wartosci zarowno wigksze, jak tez i mniejsze od B.

Z powyzszego wynika, 7e zbudowanie uniwersalnego algorytmu przestra-
jania optymalnego wymaga uogélnienia stosowanej dotad postaci funkcji celu.
Jak si¢ obecnic wydaje, w okresleniu tej funkcji powinny wystgpowaé nie dw1e
a conajmniej czlery czestodci wlasne

(5.1) F(x,B)=min (I )—pl, i=I-1,11+1,1+2),

przy czym liczbe [ = N (8} nalezy wyznaczaé dla poczatkowej wartodci
zmiennej x = x° z wlasciwych wzoréw (4.4) i (4.5). Ze wzgledu na zlozonoét
zagadnieni dynamiki trudno obecnie przewidzieé, czy funkcia celu o postaci
(5.1) jest juz dostatecznie ogdlna dla wszystkich zadan przestrajania opty-
malnego.

W zwigzku z wieloekstremalnoscia funkqu F (x, f) wzglgdem zmicnnej
x-—przy budowie algorytmu uniwersalnego powstaje problem wlasciwego
doboru metody poszukiwania max F (x, f} przy dowolnym, ale ustalonym f.
Problem ten pozostawimy w obecnej pracy jako otwarty, rozwigzemy natomiast
zagadnienie optymalizacji dyskretnej postugujac sig metoda systematycznego
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przeszukiwania, Zadanie bedzie polega¢ na wyznaczeniu rozwiazan opty-
» malnych x* (8) w dyskretnym zbiorze rozwiazan dopuszczalnych

Dy = {x=0025(—-1), i=1,2,..,21}
przy zalozeniu, %¢ zmienna f nalezy do zbioru
Eo={B;=05, j=1,2,.,N}.

Jako optymalne dla danego feE; przyjmiemy takie rozwigzanie x* (f)eD,,
dla kazdego osiagane jest maksimum funkcji celu

Fx, B)=minlgy (=B, J—{1,2,.,n},.
tzn. '

max F (x, ) = F (x* (B), ) = F* (), feko.

W obliczeniach przeprowadzonych dla konstrukcji z rys. la,b przyicto
odpowiednio: N =300,n =11 oraz N =310, n =12,
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Otrzymane na drodze numerycznej rozwiazania optyinalne oraz odpowia-
dajace im wartoéci funkcji celu przedstawiono na rys. 8-11 w postaci
rzgdnych oznaczonych krzyzykami. Kazda z wartosci F* () jest odlegloscia -
pomiedzy dana czestodcia wymuszenia ﬂeEo, a najblizszg czestodcia wlasng
B, konstrukgi,

Jak wykazuje 'dokladniejsza analiza, w przypadku gdy xeDy i BecE=
= {B: B, < B < B,} rozwiazanie optymalne x* (B} staje sic odcinkowo stale
z nieciaglo$ciami typu skokowego na dyskretnym zbiorze E, — E miniméw
lokalnych funkcji F* (). Funkcja ta jest w tym ‘przypadku ciagla i odcinkowo
liniowa o dwuwartosciowe] pochodnej F* (f)= +1 nieokreslonej na E,.
Jezeli natomiast xeD = {x:x; < x < x,} i feE, to funkcja x* () jest odcin-
kowo ciagla z mniejsza niz w poprzednim przypadku liczba punktéw
nieciaglosci na E, c E,. Odpowiedni wykres F* () ulega odcinkowym wygta-
dzeniom powodujacym znikanie czesci miniméw lokalnych, .

Omawiane wlasnosci funkgji x* (8} i F* (f) zostaly zilustrowane na rys. 12
przy zalozeniu, ze € E dla trzech réznych zbiordow rozwigzan dopuszczalnych:
Dy ={x1,x3}, Dy = {x1, %3, %3}, D3 ={x:x; <x<x3}. Wykresy funkcji
F(x1,8),F(x3,8) i F(xs, ) sa liniami lamanymi o wierzchotkach odpo-
wiednio 1F4, 2F5 i 3F6 (rys. 12b). W kazdym z rozwazanych trzech
przypadkow wykresy "funkcji Ff (f), i=1,2,3 otrzymuje sig na podstaw1e
sumowania logicznego

Fr(p) =) Fix,8), i=1,2,3,

xely

obejmujacego zbiory rzednych wszystkich funkcji F (x, 8) okreSlonych dla
xel;, feE,i=1,2,3. Wykresy funkcji x¥* (8), Ff (f), i=1,2,3 pokazane
na rys. 12b, ¢ sa liniami przechodzacymi przez odpowiednie ciggi punktow:
AFBF(C, AFDFEFC, AFFFC. Jak widaé, powigkszanie liczebnosci zbioru
rozwigzan dopuszczalnych powoduje polepszenie efektu optymalizacji okreslo-
nego wartoscia F* () oraz réwnoczesne podwyzszenie regularnodci strategii
optymalngj x* ().

6, ZAXKONCZENIE

Na podstawie przeprowadzonej analizy rozwiazan optymalnych stwierdza-
my, ze optymalny dobdr schematu kazdej z rozwazanych belek (rys. 1a, b)
wymaga przemieszczania jej $rodkowej podpory w szerokim zakresie wartosci
zmicnnej x. Takie modyfikowanie - schematu konstrukcji jest w praktyce
na ogodt rzadko wykonaine, schemat ten bowiem ustalany jest zazwyczaj
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na podstawie innych niz dynamiczne przestanek projektowania. Sformulowane
i rozwigzane w pracy zadanie ma wigc przede wszystkim znaczenie poznawcze,
tym zreszta wicksze, Zze mozliwodci optymalnego przestrajania konstrukcji
drgajacych nie zostaly jeszcze dotad ostaiecznie zbadane. Zadanie to nabiera.
jednak réwniez istotnego, znaczenia praktycznego w przypadkach, gdy poto-
zenie podpory moze si¢ zmienia¢ choéby nawet tylko w niewielkich gra-
nicach. Przypadki takie zdarzaja sie w praktyce do$é czesto zwlaszcza przy
projektowaniu konstrukcji noénych i fundamentéw maszyn. W przypadkach
tych daZenie do uzyskania optymalnego przestrojenia ukladu w ramach istnie-
jacych mozliwosci staje si¢g naturalne i celowe.

Przy ocenie otrzymanych wynikéw analizy na podkreslenle zasluguge fakt,
ze dotycza one takich wlasnosci rozwazanego zagadnienia, ktore sa typowe
dla wigkszosci zadan zwiazanych z optymalna modyfikacja widm czestosci
drgann wlasnych. Przeprowadzona w pracy analiza ma wigc znaczenie ogdél-
niejsze od tego, jakie wynika z rozwiazania konkretnego zadania. Mozna
w zwiagzku z tym mie¢ nadziejg, Z¢ przyczyni si¢ ona do ostatecznego wyjas-
nienia i oceny mozliwosci przestrajania optymalnego w aspekcie zastosowan
praktycznych.
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PEZIOME

noasOoP CXEMBI KO)’IEB.HIOBIEHC}I BAJIKM M3 YCJIOBHH OHTI/IMAHLHOH
IIEPECTPOFIKH

Ha npumepe OBYXIpONETHOH Gamm, xoneOmowelics o4 TAPMOHAYECKHM BHIHYXIACHHEM
¢ TOCTOAHHOM 4YACTOTOM, NpOBEleH UMCIEHHBIH AHANH3 CHEXTPa CoOCTBCHHRIX 9YacTOT Kak
dyHKIHE omHOI senmspoHHOH mepemenHodl. Ha OCHOBe 5TOTO aHanm3a peCHA 341494 ARC-
EpeTHOH ONMTAMWSAIME METOJOM NpAMOro moucka. IIpmseneAo oGCyK[EHHE KAMECTBEHHEIX
CBOMCTS ONTMMaXGHOH CTPAaTCIMH B CNYYae, KOTOA ACNMM3HOHHAS NEPEMEHHAS MOWET HaMe-
HATBCA HENPECPRIBHEIM 0Gpa3zom.

TSUMMARY

THE CHOICE OF A VIBRATING BEAM SCHEME BASED ON THE OPTIMAL
- DETUNING CONDITION

Stationary flexural vibrations of a two-span beam subject to harmonic excitation are
considered. Numerical analysis of the frequency spectrum considered as a function of one
decision variable is performed, and the discrete optimization preblem is solved by the means
of direct search method. Qualitative properties of the optimal strategy are discussed in the
case when the decision variable may change continuously.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakefi dnia 20 lipca 1984 r.





